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Ivadas

Savastingumas yra ko gero viena i$
svarbiausiy  kompiuteriniy  tinkly  statistikos
savoky. Savastingumo apibrézimai diskretaus ir
tolydaus laiko atsitiktiniams procesams Siek tiek
skiriasi (Dieker, 2004). Bitina prisiminti, kad
X(r).
t € R yra vadinamas savastingu, jei su bet kokiais
neN ir ¢, €R,...,t, € Rir su bet kokiu a > 0

tolydaus laiko atsitiktinis procesas

yra toks H > 0, kad atsitiktiniy vektoriy
(a_H X (aty) ,.., a1 X (art , )) ir

x @) s x () (1.1)

tikimybiy skirstiniai sutampa. H yra vadinamas
atsitiktinio proceso X (l‘), t € R savastingumo

indeksu. Pvz., Brauno judesys arba stabilus Levy
judesys yra savastingi atsitiktiniai procesai.
Minéto Brauno judesio apibendrinimas yra
trupmeninis Brauno judesys. Pastarojo proceso
taikymai sutinkami teorinéje fizikoje, tikimybiy
teorijoje ir matematinéje statistikoje (Biagini, Hu
ir kt., 2008), medicinoje (Ascher, Akay, 2002),
biologijoje, finansuose (Sottinen, 2001) bei
daugelyje  kity  sri¢iy.  Savastingas  (su
savastingumo indeksu 0 < H < 1) ir pasizymintis
stacionariais pokyc¢iais Gauso atsitiktinis procesas
B, (t), t € R yra vadinamas trupmeniniu Brauno

judesiu. Galima isitikinti, kad EB,, (f) = 0 ir
RH(tlstz) = COV(BH(tl)’ BH(tz)) =

1 20 20 2H
= P " -
(pvz., Samorodnitsky, Taggu, 1994) (1.2)
Auksto daznio duomeny rinkimo pradzia
yra laikomas praeito Simtmecio devintas

deSimtmetis. Paprastai tokio tipo duomenys
statistiSkai tiriami prie§ tai juos agregavus. Ko

Cov (X ()X ()= S Pl = 1}
=1

J.Jj =1

l
2Ry (j'1.)"s),
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gero, populiariausia agregavimo schema yra
agregavimas suma. Detalia laiko eiluciy
agregavimo metody apzvalga yra pateikes
D. Celov  (2008), o funkciniy duomeny

e —

Sio darbo #ikslas — taikant kintamo Zingsnio
agregavimo suma schema trupmeniniam Brauno
judesiui apibrézti pora naujy tolydaus laiko
atsitiktiniy procesy, kurie yra savastingi (su tuo
paciu, kaip ir agreguojamas trupmeninis Brauno
judesys, savastingumo indeksu). Naujai apibrézti
procesai gali buti naudingi tolydaus laiko
atsitiktiniy procesy statistikoje (konkreciai —
empiriskai tiriant savastingumo indekso ivertiniy
savybes).

Pagrindinis rezultatas

Tegul &yra atsitiktinis dydis, igyjantis
natliralias  reikSmes. Apibrézkime agreguota
atsitiktine eile & trupmenini Brauno judesi:

X(t) = iBH(jt), teR.

Pagrindinis §io darbo rezultatas yra teorema,
kurioje aptariamos atsitiktinio proceso X (l‘),
t € R savybes.
Teorema. Tegul atsitiktinis dydis & ir
atsitiktinis procesas B, (t), t € R yra nepriklau-
somi. Tada
(i) atsitiktinis procesas X(f), #€R néra gau-
siSkas.

(ii) atsitiktinis procesas X (l‘), t €R savastingas
su indeksu H.

(iii) EX (t): 0; Papildomai pareikalaukime, kad

Ef 2H+2 <00 Tada

(1.4)
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EE™ <0 gali buti
bet salyga
EE* <00, Taigi, i§ nelygybes H < 1 isplaukia,
kad 2H+2 < 4. Pasinaudoj¢ Holderio nelygybe,
gauname, kad i$ E§ Y <o seka Eé: 2 <00,

Apibrézkime agreguota neatsitiktine eile
[ € N trupmeninj Brauno judesi.

Y(2)= tBH (kt )t € R.

Kadangi sekancio tvirtinimo irodymas gaunamas
nezymiai modifikavus teoremos jrodyma, tai ji
suformuluosime kaip iSvadg ir atskiro jrodymo
nepateiksime.

Reikalavimas

pakeistas paprastesne, grieztesne

(1.5)

Isvada

(i) Y(),te R yra Gauso procesas su
nuliniu vidurkiu ir kovariacine funkcija

k=1

E exp{izn: 0,a" X(at, )} —F

=

Trupmeninis Brauno judesys yra Gauso

procesas, todél (I'n)-matis ats. vektorius

[
Cov (XX ($N= YRy (5%
7=

(ii) Y(¢),t € R yra savastingas (su indeksu
H) atsitiktinis procesas.

Teoremos jrodymas

Pirmiausia  jrodykime, kad atsitiktinis
procesas X (t), t € R savastingas su indeksu H.
Tegul neN ir f, €R,...,f, € R.  Uzrasykime

kairiojo (1.1 atsitiktinio
charakteristing funkcija:

Eexp{ii‘ﬂka-”x(atk )} -

k=1

=E[i}{§=l}exp{i§:9k:ﬂ’HBH(aﬂk)}}

=1

vektoriaus

kur / {} yra indikatorius. Tegul F zymi c-algebra,
generuotg ats. dydzio {. Pritaik¢ pilnos tikimybés
formule, gauname:

i I{E = Z}E[exp{ii 0, Z a B, (at, )}|F] :

(a"0B,(at) ..., a"6B, (alt1 ),

aiHezBH (atz)
a_Hé’nBH (atn)

Vadinasi,

yeees aiHHZBH(altz) yeees
vy a0 B, (alt,))

taip pat yra gausiskas.

E[exp {i;@ Za'”BH (ajt, )}|FJ -

Jj=1

= €Xp {_ (%) Z 0,0, Za-ZH cov (BH (aj'tk') By (aj”tk” ))} =
k' k"=1

e

1 § : "
= €xXp {_ (Ej 2 0.0, TR, (aj’tk'» aj’t )}
k' k=1

Jl

)
Pasinaudoje tuo, kad d HRH(af, CIS) = RH(f ) S), gauname
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on| 1] Zoe Zotrer )

Pasinaudoj¢ paskutine lygybe gauname, kad

E exp {zi Hka_HX(atk)} =
k=1

0 n /

= F Z I1{E = 1}exp {— (l—j Z 0.0, Z

I=1 2 k'L k" L

- 1 L . r Iy

= Z P¢ = l}eXP {_ (?j Z 0,0, Z RH(] Lis ] tk”)}'

k' k" j"=1

=1

R, (j’tk” j"tk”)}] =
1

Analogiskai galima jsitikinti, kad

E exp {i; ekX(tk)} =
_ lil P = Ilexp {‘ (;_jk :

R, (j’tk,,j"tk")}, 2.1
i 1

t.y. abieju (1.1)  atsitiktiniy  vektoriy procesas, iSplaukia i§ (2.1). Apskai¢iuokime
charakteristinés funkcijos sutampa, o tai reiskia, vidurkio ir kovariacijos funkcijas. Pasinaudoj¢
kad X (t),t € R yra savastingas su indeksu H. atsitiktinio dydzio { ir trupmeninio Brauno judesio

Tvirtinimas, kad X(t),t € R néra Gauso B, (t), t € R nepriklausomumu, gauname:

EX (1)= E[[i‘ I{¢ = z}é B, (jt)j = E(i:‘ I{¢ = z}jzl_‘; E(B, (jt)pv)J -
{1l 113 £(0, () -

Atsizvelge i ka tik irodyta lygybe, turime

Cov (X (t).X(s))= E(X ()X (s))

Todél

o (X ()= 5[5 1 =1V S £, Gom, (o)) -

J'i"=1

:E@]{ 33 R G m}

Z:R (j't, j"s)
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IS ¢ia, pasinaudoje (1.2), gauname

Var (X (¢))= g: P{e =1} 'Zl;' Ry (j,t,j"s): 2|t|2H§ Pl = I}Zl: J2H AT

JoJ =1

Atlike sumavimo kintamojo pakeitima s = j/1 gauname

! I
2 H +1 2H +1 2H +1 2H +2 2H +1
Z] +=I+ZS +SI+J.x Tdx =

Jj=1

s=1/1

Pasinaudoje salyga E (f 2z ) < 00 gauname

1

0

=1 j=1

ZZH+2

2H + 2

1 S 2H+2 1 2H+2

baigdami (iii) tvirtimo, o kartu ir teoremos, irodyma.
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AGGREGATION OF THE FRACTIONAL BROWNIAN MOTION

Ineta Tuciité, Marijus Vaiciulis

Summary

In this paper we introduce fractional Brownian motion aggregated by a random order. We proved that this random
process is self-similar with the same self-similarity index as in the initial fractional Brownian motion. Sample paths of the
newly proposed random process can be obtained from the sample paths of the initial fractional Brownian motion easily,
so the newly proposed process can be useful in the statistics of random processes where empirical investigation of the

estimators of self-similarity index is needed.

Keywords: aggregation, self-similarity, fractional Brownian motion.
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TRUPMENINIO BRAUNO JUDESIO AGREGAVIMAS

Ineta Tuciité, Marijus Vaiciulis
Santrauka

Siame straipsnyje mes {vedéme agreguoty atsitiktine eile trupmeninj Brauno judesi. [rodéme, kad $io atsitiktinio
proceso savastingumo indeksas yra toks pat kaip ir agreguojamo Brauno judesio. Agreguoto atsitiktine eile trupmeninio
Brauno judesio trajektorijas nesunku gauti i§ trupmeninio Brauno judesio trajektorijy, todél naujai ivesta atsitiktiniy
procesa galima naudoti atsitiktiniy procesy statistikoje, kai empiriSkai reikia tirti savastingumo indekso iver¢iy savybes.

Prasminiai Zodziai: agregavimas, savastingumas, trumpeninis Brauno judesys.
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