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Ivadas

Apibrézkime kvadratinio programavimo uzda-
vini ir pateikime pagrindines jo savybes.

Tegu X yra kuri nors netuscia erdvés R” aibe
ir fix) =x"Ax + b’x + ¢ (AeR" A+0,beR", ce
R), xe R”, yra kvadratiné funkcija su koeficientais
i§ aibés R. Tada optimizavimo uzdavinys min{f(x):
x€X} yra vadinamas kvadratinio programavimo
uzdaviniu. Kvadratiné funkcija erdvéje R” gali buti
i8kiloji, igaubtoji arba nei i8kiloji, nei igaubtoji. Yra
zinoma, jog kvadratinio programavimo uzdavinys,
kuriame X yra ploksc¢iasienis, t. y. X= {xe R": Cx <
d} (CeR™", deR"), ir f{x) yra iskiloji erdvéje R”
su koeficientais i§ aibés Z, priklauso sudétingumo
klasei P ([1]), t. y. egzistuoja polinominio sudétin-
gumo algoritmas tiksliam tokio uzdavinio spren-
diniui rasti. Taciau kvadratinio programavimo
uzdavinys, kuriame X yra ploksciasienis ir f{x) yra
neiskiloji (jgaubtoji arba nei iskiloji, nei jgaubtoji)
erdvéje R” su koeficientais i§ aibés Z, priklauso
sudétingumo klasei NP-hard ([2]), t. y. vis dar ne-
sudarytas polinominio sudétingumo algoritmas tiks-
liam tokio uzdavinio sprendiniui rasti. Taigi, prie§
pradedant spresti kvadratinio programavimo uzda-
vinj, naudinga atlikti tikslo funkcijos f{x) iSkilumo
erdvéje R" analizg. Pateiksime salyga, kuri yra
ekvivalenti kvadratinés funkcijos iskilumo erdvéje
R" apibrézimui.

I teorema ([3, 4]). Jeigu MA) = (4,(4), ...,
4,(A))"e C" yra matricos A tikriniy reikSmiy vek-
torius, tai kvadratiné funkcija f{x) yra iskiloji erdvéje
R tada ir tik tada, kai A(4) > 0.

1 isvada ([3, 4]).Kvadratiné funkcija f(x) yra
igaubtoji erdvéje R” tada ir tik tada, kai A(4) < 0.

2 isvada ([3, 4]).Kvadratiné funkcija f{x) yra
nei i8kiloji, nei jgaubtoji erdvéje R” tada ir tik tada,
kai 3i,j€{l, ... n}(i#)):4,<0,4>0.

Toliau pristatykime tyrimo, kurio tikslas buvo
iSanalizuoti kelias problemas, i§ kuriy kiekviena gali
biti modeliuojama, kaip kvadratinio programavimo
uzdavinys, rezultatus.

Tyrimo rezultatai

1. Daugiamaciy duomeny vizualizavimas

(15

Duota:
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1) 4 = {a, .., a} (n> 1) — kuriy nors
daugiamaciy objekty aibé;

2)0=() (6, €R, 5,=0,0,=05,), 1<,
Jj < n — matrica, kurios elementas 5i], zymi skirtuma
tarp aibés 4 objekty a, ir a,1<i,j< n(skirtuma
galima suvokti, kaip atstuma, rysj ir pan., tarp aibés
A objekty);

3)meN.

Rasti: aibg erdvés R"taskuyX'={ x| , ..., x, } (X°
cR”), tarp kuriy atstumai d(x;, xj.) = z
' k=1

* *
Xig _xjk‘

buty kuo artimesni i skirtumus (51.1., 1<i,j<n(i<)).
Sprendimas. Nagrinéjama problema dazniau-
siai modeliuojama kaip optimizavimo uzdavinys

min{f(x): xe R™}, (1)

Kuriame f(x) = i‘d(xi,x -5,

i<j

arba £(x)= Y (d(x.x, ) 527

i<j

arba f(x)= Zn:(d(xl.,xj) -3, xeR™.

i<j

Pasirinkime funkcija

m

f(x)= i(z‘xﬂc — X _511

i<j

2
j , xe R™, 1r nagrine-
k=1

kime (1) optimizavimo uzdavini. Funkcija f{x) néra

kvadratiné erdvéje R™. Padalinkime erdvg R™ | po-

erdvius B = {xeR":(x, —x,) y,, > 0,1 <i, <n(i<
y i i ij

n(n-1)m

Jh1<k<mj} kai ye {—1;1f 2 =Y. Nesunku
suvokti, jog R"'= UBy . Tada funkcija
yeY

DA

0,

f

f0=

i<j \ k=l

2
j yra kvadrating
poerdvyije B,yeY. Taigi, (1) uzdavini galime na-
grinéti kaip dviejy lygmeny optimizavimo uzdavini
min{min {f) (x)xe By} :y€ Y}, kuriame virsutinis lyg-
muo yra kombinatorinio optimizavimo, o apatinis
lygmuo yra kvadratinio programavimo uzdaviniai.
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Atkreipkime démesi, jog kvadratiné funkcija
];(x) >0 su VxeR™, yeY, todel ir min{f(x):xe
R} > 0, vadinasi f(x) yra iSkiloji erdvéje R™, o
kartu ir poerdvyje By, yeY. Atlikus elementarius
aritmetinius veiksmus, lengva pamatyti, jog kva-
dratinés funkcijos fy (x), xX€B, ye?, koeficientai
priklauso sveikyjy skaiciy aibei Z. Be to, aibé B,y
€ Y, yra ploksciasienis, todé¢l optimizavimo uzdavini
min{f (x):x € By}, y € Y galime spresti su polinominio
sudétingumo algoritmu. Vis délto turime perrinkti

n(n-1)m

visus yeY, o |Y | =2 % | todél optimizavimo
uzdavinio (1) sudétingumas yra eksponentinis.

2. Didziausia grafo klika ([6])

Duota: G = (V, E) (V = {1, ..., n}, n > 1,
E cV xV |, E# o) — paprastas neorientuotas grafas
be kilpy.

Rasti: didziausia klika grafe G.
0,(Lj)e E
LG, j)eE’
1 <14, j <n, yra grafo G gretimumo matrica ir
C" cV yra didziausia grafo G klika. Nagrinékime
optimizavimo uzdavini

man{f(x):xe X} = -min{-f(x).xe X}

Sprendimas. Tegu 4 = (a,),a,= {

2)

kuriame X = <’éceR" :ixi =1,x,>0,1<i<n}ir

)
1 7 o S
f(x)= Ex Ax,xe X. Jeigu x* € X yra (2) uzdavinio

sprendinys, tai galima jrodyti, jog C"={ie V- xl.* >0}
([6]).Atkreipkime démesi, jog (2) uzdavinio tikslo
funkcija f{x), x € X, yra kvadratiné.

2 teorema. Kvadratiné funkcija f{x) yra nei is-
kiloji, nei jgaubtoji erdvéje R”.

[rodymas. Tegu A(A) = (A(4), ..., L (4)) e C"
yra matricos A tikriniy reik§miy vektorius. Kadangi
A= A", t.y. matrica 4 yra simetring, todél A(4) € R".
Parodykime, kad di,j € {1, ..., n} (i #/): 1,>0, A<
0.

Jeigu A(4) yra matricos A tikriniy reikSmiy
vektorius, tai su

Vie ll.n}det(A— N ()= 3 b\, (A)" =0,
=0

kai /€ R"" yra vienetiné matrica, b, = (-1)" ir
1<

b, === b, r(d), 1 <j<n (&a t(4) zymi
k=1

matricos A* pédsaka) ([7]). Kadangi t#7(4) = 0, todél

1
b, =—btr(A)=0ir b, = —Ebotr(AZ). A=A"irA#0
(nes E # o), todél tr(4%) # 0 ir b, # 0. Vadinasi lygtis

det(A4= A1) = by (2 = S1r(AD) + 2ob 27 =0,
j=2

A € R turi bent vieng nenulinj sprendini. Kadangi

D A (A)=tr(4) = 0 ir Tk e{l,...,n}: A (A)#0,
i=1
todél 34, j e {l,...,n}(i # j): 4, >0,4,<0.

Taigi (2) optimizavimo uzdavinys yra kvad-
ratinio programavimo uzdavinys su tiesiniais apri-
bojimais ir nei i$kilaja, nei jgaubtaja erdveje R” tikslo
funkcija, todél jis yra eksponentinio sudétingumo.

3. Duomeny klasifikavimas ([8])
Duota: X={x, ..,x }, Y={y, ...y } (X, Ye

R X+0, Y+, convX NconvY =g, kai

n n
convX={xe R* :x=2aixi,2al. =1,a,20,x, € X,1<i<n},

i=1 i=1

convY={y convY = {yeRk :y:ZBjyj,ZBj =1,B,20,8, €Y,1< j<m}-erdvés R* aibeés.
i=1 i=l

Rasti: hiperplok§tuma H(a, b) = {zeR*: a’z =
b} (@aeRK a # 0, beR), kuri atskirty iSkiluosius
briaunainius convX ir convY su didziausiu atstumu
iki ju atitinkamy (ir lygiagreciy hiperplokstumai
H(a, b)) atraminiy hiperplokstumy.

Sprendimas. Aibés convX ir convY yra
uzdaros ir apréztos iskilosios erdvés R aibés, todél
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egzistuoja jas atskirian¢ioji hiperplokstuma ([3]).
Tegu M (M > 0) zymi atstumg tarp hiperplokStumos
H(a, b) ir jai lygiagreciy iskilyjy briaunainiy convX
bei convY atraminiy hiperplok$tumy. Tarkime,
kad XcH' (a,b)={zeR":a"z>b} ir
XcH (a,b)={zeR":a"z>b}. Tada atstu-
mas tarp bet kurio tasko ze€ X UY ir hiperploks-
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‘aTz—b‘
tumos H(a, b) yra lygus skaiciui W’ kai
r a'z-bzeX ‘aTZ—b
‘a Z—b‘= ,ir ——2> M, to-
b-—a'z,zeY ||a||
‘aTZ—b
max{M (a,b) = min WIZEXUY}Z
a

Atkreipkime démesi, jog, spresdami (3) uzda-
vini, be galo daug karty pasirenkame vektorius
aeR! (a £ 0), kurie skiriasi tik savo ilgiu, bet ne
kryptimi. Reikalaukime, kad ae{ae R* :||a|| = ﬂ}
(M > 0). Tada, uzuot sprend¢ (3) uzdavini, galime
spresti ~ kvadratinio  programavimo  uzdavini
min{fla, b): (a, b) € AB}, kuriame

AB={(a,p)eR"":|a"z—b|21,a#0,ze X UY}

ir fa, b) = ||al|? (a.b) e 4B.
Nesunku patikrinti, jog aibé 4B yra ploks-

Ciasienis ir kvadratiné funkcija fla, b) = a’Da, kai

D= , I € R¥*¥ —vienetiné matrica, yra iski-

lioji erdvéje R/ (A (D)=1,1<i<k,A,,(D)=0) su
koeficientais i§ aibés Z, todél nagrinéta duomeny
klasifikavimo uzdavini galime i$spresti polinominio
sudétingumo algoritmu.

ISvados

1. Kvadratinio programavimo uzdaviniais gali buti
modeliuojamos ivairios problemos.

Kvadratinés funkcijos iSkilumo nagrinéjamoje
erdvéje analizé yra svarbus kvadratinio progra-
mavimo uzdavinio sprendimo etapas.

2.

aeRk,a;tO,beR}
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dél natiiralu hiperplok§tuma H(a, b), su kuria skai-
Cius M yra didziausias, apibrézianiy parametry
acR*(a#0) ir beR ieskoti sprendziant dviejy
lygmenuy optimizavimo uzdavini

)
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QUADRATIC PROGRAMMING PROBLEMS

Nerijus Galiauskas, Julius Zilinskas
Summary

In this paper we consider applications of quadratic programming to solving some problems. First of all we define a
quadratic programming problem as an optimization problem with a quadratic objective function and some constraints. We
present two important properties of a quadratic programming problem: (i) quadratic programming problem with a convex
and with integer number coefficients objective function and linear constraints in complexity class P and (ii) quadratic
programming problem with nonconvex (concave or non convex, non concave) and with integer number coefficients
objective function and linear constraints in complexity class NP-hard. Next we present results of research aimed at
analysing some problems that can be formulated as quadratic programming problems: visualisation of multidimensional
data, search for maximum clique of a graph, and classification of data.

Keywords: quadratic programming, visualisation of multidimensional data, maximum clique of a graph, classi-
fication of data.

KVADRATINIO PROGRAMAVIMO UZDAVINIAI
Nerijus Galiauskas, Julius Zilinskas

Santrauka

Straipsnyje yra nagriné¢jamas kvadratinio programavimo taikymas kai kuriems uzdaviniams spresti. Kvadratinio
programavimo uzdavinys yra apibréziamas, kaip optimizavimo uzdavinys su kvadratine tikslo funkcija ir tam tikrais
apribojimais.Yra pateikiamos dvi svarbios kvadratinio programavimo uzdavinio savybés: (i) kvadratinio programavimo
uzdavinys, kuriame leistinoji aibé yra apribota tiesiskai ir tikslo funkcija yra i8kiloji su koeficientais i§ sveikyjy skaiciuy
aibés, priklauso sudétingumo klasei P ir (ii) kvadratinio programavimo uzdavinys, kuriame leistinoji aibé yra apribota
tiesiskai ir tikslo funkcija yra neiskiloji (igaubtoji arba nei ikiloji, nei igaubtoji) su koeficientais i$ sveikyjy skaiciy aibés,
priklauso sudétingumo klasei NP-hard.Toliau yra pristatomi tyrimo, kurio tikslas buvo iSanalizuoti kelias problemas,
1§ kuriy kiekviena gali biiti modeliuojama kaip kvadratinio programavimo uzdavinys, rezultatai. Analizuojamos Sios
problemos: daugiamaciy duomeny vizualizavimas, didziausios klikos paieska grafe ir duomeny klasifikavimas.

Prasminiai Zodziai: kvadratinis programavimas, daugiamaciy duomeny vizualizavimas, didziausia grafo klika,
duomeny klasifikavimas.
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