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1. Ivadas

Analizinéje skaiCiy teorijoje svarbig vieta
uzima dzeta funkcijy reikSmiy pasiskirstymo ir
universalumo tyrimas. Priminsime, kad dzeta
funkcijos yra kompleksinio kintamojo s =g + it
funkcijos, kurios tam tikroje pusplokStuméje gali
biiti uzraSomos Dirichlé eilute. Viena i§ labiausiai
Zinomy yra Rymano dzeta funkcija {(s), kai o0 > 1,
uzraSoma Dirichlé eilute bei turinti iSraiska Oilerio
sandauga

b -1
<m=;%=ugﬁ).

Pirmieji funkcijos {(s) reikSmiy pasiskirs-
tymo tyrimo rezultatai 1930 m. gauti B. Jeseno ir
A. Vintnerio. Buvo sprendziama problema: kaip
daznai dzeta funkcijos reik§més patenka i tam tikra
duotg aibg.

Tarkime, kad R yra kompleksinés ploks-
tumos uZdaras staCiakampis, kurio kraStinés yra
lygiagrecios koordinatinéms asims. L(T,R) paZy-
mékime aibés {t € [0,T]:log (o + it) € R} Zor-
dano mata.

A teorema ([2]). Pusplokstuméje o > 1 egzistuoja
riba

L(T,R)

Th_{go =W(R,0),
kuri priklauso tik nuo o ir R.

Siuo metu Jeseno-Vintnerio rezultatai yra
Zymiai iSplésti ir pagerinti kokybiskai. Galima
paminéti Siuos garsius matematikus: K. Macumoto,
J. Stoidinga, P. D. T. A. Eliota, A. Ivi¢iy, H. MiSu
ir kt. Lietuvoje dzeta funkcijy tyrimais uzsiima
A. Laurin¢ikas (1996) ir jo mokiniai.

Straipsnio tikslas — gauti Oilerio sandaugy
L(s) diskrety reikSmiy pasiskirstyma kompleksi-
néje plokstumoje. Sia funkcija nagrinéjo E. Bom-
bieri ir D. A. Hejhalas (1995). Priminsime Oilerio
sandaugy apibrézima.

Oilerio sandaugos L(s) yra apibréZiamos taip

. 1
L =¥ ;
(s)=e U (1 — alpp‘s) (1 — adpp‘s)

Cia: aj, yra kompleksiniai skaiCiai, 1 <j <d,d €
N,d = 1,9 € R. Reikalaujama (Bombieri, Hejha-
las, 1995), kad funkcija L(s) tenkinty Sias hipotezes:
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1. Kiekvienam fiksuotam 6 € [0;%)

6 P
laip| <%, j=1,...d
Kiekvienam fiksuotam &€ > 0 teisingas jvertis

Z Z|“jp|2 = 0(x'**).

psx j=1
L(s) yra analiziSkai pratgsiama { visg
kompleksing plokStumg C kaip baigtinés eilés
meromorfiné funkcija su baigtiniu skai¢iumi
poliy ties¢je o0 = 1. Oilerio sandaugos tenkina
funkcine lygti

G(S)L(s)=G(1—5s)-L(1 —5s);

Cia G(s)=Q°[[HeT(Aps+up) su Q>0,
Ap > 0,Reup =0,0'(m) yra gama funkcija.
Funkcija L(s) yra holomorfiné, iSskyrus baigtini
skai¢iy poliy ties¢je o = 1. Funkciné lygtis
normuojama taip, kad turéty Sakni 1, o tai reiskia,
kad G(s)L(s) yra reali funkcija tieséje o = % To
reikia, nes Oilerio sandaugos apibréZime yra
daugiklis 'Y (Bombieri, Hejhalas, 1995).

4. Oilerio sandaugos L(s) gali buti iSreikstos

Dirichl¢ eilutémis
D)

P =) S

s’
=1

n
kai koeficientai b(n) tenkina lygybe

b (p)br(p) _
——— = §pnjloglogx + cj
p
psx
1
+8(——)
log x
su tam tikromis teigiamomis konstantomis

nqg, ..., Ny irx = 2.

IS 1-3 hipoteziy seka, kad pusplokStuméje
o>0 +% funkcija L(s) tenkina S$ias augimo
salygas:

L(o + it) = 0(|t]?)
ir tam tikriems § > 0

T
f |L(c +it)|?dt = O(T), T - co.
0

Dzeta funkciju reikSmiy pasiskirstymo
rezultatus patogu formuluoti taikant ribiniy teoremy
silpno tikimybiniy maty konvergavimo prasme
terminologija. B(S) pazymekime erdvés S Borelio
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aibiy klas¢ ir tegul P, bei P yra tikimybiniai matai
(S,B(S)) erdvéje. Tada sakome, kad P, silpnai
konverguoja i P, kai n — o, jei

lim | fdP, = f fdp

n—)OO
kiekvienai realia1 tolyd21a1 apréztai erdvés S
funkcijai f.

B(S) pazymékime erdvés S Borelio aibiy
klasg¢. Tarkime, kad & yra fiksuotas teigiamas skai-

¢ius toks, kad exp{ } buty iracionalus su visais
sveikaisiais k # 0. Kai N € N, pazymékime

1
un (... )_N—-l-l#{0<k<N -3

¢ia vietoje daugtaskio raSomos salygos, kurias ten-
kina k.

Kompleksinéje plokStumoje C vienetini
apskritima pazymékime y, t. y. y = {s € C:|s| =
1}. Apibrézkime begaliniamatj torg

'Q:l_[)/p;

P
¢ia yp =y visiems pirminiams p. Su sandaugos
topologija ir pataskine daugyba toras Q yra kom-
paktiska topologiné Abelio grupé. Todél erdvéeje
(Q,SB(Q)) galima apibréZti tikimybini Haro matg
my, gaunant tikimybing erdve (Q,B(Q), my).
Tegul w(p) yra w € Q projekcija i koordinating
erdve y,. Tuomet formule

w®(p)
p%|Im
funkcija w(p) pratgsiame i natiiraliyjy skai¢iy aibe
N; ¢ia p%||m Zymi, kad p%*|m, bet p**1 { m.

4 hipotez¢ teigia, kad pusploksStuméje
o> 6 + 1 funkcija L(s) gali buti iSreikSta abso-
liuciai konverguojancia Dirichlé eilute.

Tikimybin¢je erdvéje (Q,B(Q), my) api-
brézkime kompleksines reikSmes igyjantj atsitikting
elementa L(o, w) formule

L(o, ) = Z b(m)w (k) _

meo
m=1

00 d
()

=1
Jo skirstinj pazymékime PJ*, t.y.
PrA) = my(w € Q: L(0, w) € A),
Tada teisingas toks teiginys.

w(m) =

A € B(0).

Teorema. Tarkime, kad Oilerio sandaugos L(s)
tenkina 1-4 hipotezes, o h > 0 yra fiksuotas skai-

Cius toks, kad exp{ } yra iracionalus su visais

sveikaisiais k # 0 Tada pusplokstuméje o > 6 + E'

kai N — oo, tikimybinis matas
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1
I <k<
g HOSk<N:L(o+ikh) € 4},

A € B(C),
silpnai konverguoja j matq P}

2. Teoremos jrodymas

Pateiksime teoremos jrodymo santrauka.

Tarkime, kad

n
pn(t) = Z agk™®, a,, €C
k=1
yra trigonometrinis polinomas. Erdvéje (C,B(C))
apibrézkime tikimybini mata
Py p, (A) = uy(pp(mh) € 4), A € B(0).

Tada jrodome, kad erdvéje (C, B(C)) egzistuoja
tikimybinis matas F, toks, kad matas Py, , kai

N — oo, silpnai konverguOJa 1B,

Apibrézkime
n
pa(t.K) = ) arg (K
k=1
ir tikimybinj mata
Pyp,(A) = uy(pp(mh,g) € A), A€ B(C);

¢ia g(k), ke N,|g(k)| =1 yra pilnai multipli-
katyvi funkcija, t.y. g(ks k) = g(k)g(ky).
[rodome, kad tikimybiniai matai Py, ir PN’pn abu
silpnai konverguoja i ta pati mata, kai N — oo,
Dabar jrodome diskreCia ribing teorema
absoliuciai konverguojan€ioms Dirichlé eilutéms.

Imkime o; > % Tegul

L,(s) = e Z br(nm)
m=1

my %1
- exp{— (E) } (1)
Kadangi galioja 3 hipoteze, daugikli eV galime
parinkti taip, kad le®¥|=1. Todél vietoje (1) eilutes
nagrinésime

o b
Las) = Y 20

5 |- (')

Si eiluté taip pat konverguoja absoliutiai pus-

plokStumeje o > 6 + % Apibrézkime funkcija
s s
l,(s)=—T (—) nS
01 \oy

o1+ic0

J

01—1©
¢ia I'(s) yra Oilerio gama funkcija.

Tegul
- b(m)w(m) m,\ %1
o = 3 L g (2,
kur w € Q.
ApibréZzkime du tikimybinius matus

m=1
Py n(4) = uy(Ly (o + imh) € A), A € B(C)

ir
l,(s)ds .

an(m) = 2mi smS

14
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ir
PN,n(A) = Un (Ln(o- + imh: (‘)) € A)'
A € B(C).
Tuomet jrodome, kad erdvéje (C, B(C)) egzistuoja
tikimybinis matas P, toks, kad, kai N — oo, abu
matai Py ,, ir Py ,, silpnai i ji konverguoja.

Funkcija L, (s) aproksimuosime pagal vidur-
ki, t. y. irodome, kad pusplok tuméje o > 0 +%

lim lim sup

n—-oo N-oo

ZlL(a + ikh)

—L (a+lkh)| =0.

Tegul ap = {p th, p— plrmlnis}. Tore Q
apibréZzkime transformacija Ly(w) tokiu biudu:
Ly(w) = apw, w € Q.

Akivaizdu, kad Ly yra mati, mata i sauganti
transformacija erdvéje (Q,B(Q), my). Taikydami
ergoding teorija (Laurin¢ikas, 1996) irodome, kad
Ly, yra ergodiné transformacija.

Tegul T yra mati, mata i sauganti ergodiné
transformacija erdvéje (ﬁ, F, m). H. L. Montgome-
ry darbe irodyta, kad kiekvienai funkcijai f €
L'(9,F, m) beveik visiems w € { teisinga lygybé

1
5 D f(Tw) = B
k=0

¢ia E(f) yra atsitiktinio dydZzio vidurkis.
Pazymékime aibés Q poaibi Q; toki, kad

eiluté, kai w € Qq,

konverguoty ir galioty jvertis

N

lim

n—->oo

b(K)w (k)

ka+it

ZlL(o + ikh, w)|2dt = O(N),

kaio >0 + % Tokiu atveju my(Q4) = 1.
Galima {rodyti, kad pusplok tuméje o > 6 +
~ kai 0 € 0,

lim lim sup

n—oco N—oo

ZlL(o— + ikh, w)

— Ln(a + lkh w)| = 0.
Dabar, kai w € Q4
Py(A) = uy(L(o + ikh, w) € A), A € B(C).
Irodome, kad erdvéje (C, B(C)), kai N —
oo, abu matai Py ir Py silpnai konverguoja i mata
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B,. 1 cia seka, kad tikimybiniy maty eima {P,}
yra realityviai kompakti ka, o pagal Prochorovo
teorema ji yra ir tir ta (Billingsley, 1968).
Tegul aibé A € B(C) yra mato P tolydumo
aibé. Su visais w € Q4
I\l]l_l’)l;lo un(L(s +ikh,w) € A) = P(A). 2)
Dabar fiksuokime aibe A, o tikimybinéje
erdvéje (Q, B(Q), my) apibrézkime atsitiktini dydi
1 (w) formule
1, kai L(o,w) € A,
n(w) = {0, kai L(o,w) # A.
Akivaizdu, kad dydzio # vidurkis yra

E(n) = -f ndmy = m(w: L(o,w) € A) = P, (A).

Q
3)
Randame kad
MNHZ (L) = @)

beveik w € Q Dar daugiau: i # ir Ly apibréZimy
seka lygybé

N+1 z L (a)) = uy(L(o + ikh, w) € A).

I pastarosms bei (3) — (4) lygybiy randame,
kad beveik visiems w €
Al]im Uy (L(o + ikh, w) € A) = P, (4).

Atsizvelgdami i (2) sary i, gauname

P(4) = PL(A)
kiekvienai mato P tolydumo aibei A. Todél
P(A) = P,(4)

visoms A € B(C), nes tolydumo aibés sudaro
apibréziancia klas¢. Teorema jrodyta.
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D CR TE VALUE-D STR BUT ON OF EULER PRODUCTS ON THE COMPLEX PLANE
Eglé Kil&iauskiené, Roma Kacinskaité
Summary

Let s = o + it be a complex number, and denote by C the sets of integers, and complex numbers, respectively.
The paper aims at investigation of discrete value-distribution of Euler products given by the formula
1

L(s) = e® 1_[
» (1 - alpp‘s) (1 - adpp‘s)
Furthermore, we suppose some additional conditions for the function L(s). We prove discrete limit theorem in

the sense of the weakly convergent probability measures on the complex plane C for the Euler products. The main
statement of the paper is as follows.

Let h > 0 be a fixed real number such that exp {%} is an irrational number with k € Z\{0}, and the function

L(s) satisfies some additional hypotheses. Then, for o > 6 + % 0 € [0; %), the probability measure

1
_ <k<N: [
N+1#{O_k_NL(0+lkh)€A}, A € B(0O),

weakly converges to the distribution of the random element of L(s) as N — oo.
Keywords: Euler products, probability measure, value-distribution, weak convergence.

O LER O SANDAUGU D SKRETUS RE KSM U PAS SK RSTYMAS KOMPLEKS NEJE
PLOKSTUMOJE

Eglé Kilciauskiené, Roma Kadcinskaité
Santrauka
Tarkime, kad Z yra sveikyjy skai¢iy, o C — kompleksiniy skai€iy aibés. Straipsnis skirtas diskreiam

Oilerio sandaugy L(s) reik§miy pasiskirstymo kompleksinéje plok§tumoje tyrimui. Funkcija L(s) yra
apibréZiama formule

L(s) =e!

1] :
, (1 - alpp‘s) (1 - adpp‘s)'

Taip pat reikalaujama, kad ji tenkinty papildomas salygas. Mes irodome diskrecig ribing teorema
tikimybiniy maty silpno konvergavimo prasme kompleksingje plokStumoje C Oilerio sandaugoms.

s TR : - 2mkY) | -
Pagrindinis straipsnio tvirtinimas: tegul h > 0 yra fiksuotas realus skaiCius toks, kad exp {%} biity

iracionalus su k € Z\{0}, o funkcija L(s) tenkina tam tikras hipotezes. Tada, kai o > 6 + %, 6 € [0;%),

tikimybinis matas
1
N—H#{OSkSN:L(G+ikh)EA}, A € B(0),
silpnai konverguoja i L(s) atsitiktini elementa, kai N — oo.
Prasminiai ZodZiai: Oilerio sandaugos, tikimybinis matas, reik§miy pasiskirstymas, silpnas konvergavimas.
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