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1. [vadas

Tegul s=o+it yra kompleksinis kinta-
masis, N, Z, Q, C atitinkamai paZymékime natii-
raliyjy, sveikyjy, racionaliyju ir kompleksiniy
skaiCiy aibes. Tegul E yra elipsiné kreivé wvir§
racionaliyjy skai¢iy kiino Q uzraSoma Vejerstraso
lygtimi

y2 =x° +ax+b, abel.

Kreiveés E diskriminanta pazymekime
A=-16{4a’ + 2757 ) ir tarkime, kad A 0. Tada

kubinio trinario x* +ax+b Saknys yra skirtingos
ir kreivé E yra nesinguliarioji.
Kiekvienam pirminiam skai¢iui p pazymé-
kime v(p) lyginio
y? =x* + ax + b(mod p)
sprendiniy skai¢iy, o /l(p)z p- v(p). Pagal klasi-
kini H. Hasés rezultata teisingas jvertis

A(p)<24/p. (1)

Skaiciy /l(p) tyrimui H. Hasé ir H. Veilis apibrézé
L-funkcija, susijusig su kreive E. Pastaroji funkcija
apibréziama Oilerio sandauga

]—1

-1
B

2s—1
plA P~

Atsizvelgiant | (1) iverti, funkcija Lg(s) konver-

. RNV . 3
guoja absoliuciai pusplokStuméje 0> Pagal

Simuros-Tanijamos teorema [2], funkcija Lz (s)
yra analiziSkai pratgsiama | sveikaja funkcijg ir
tenkina funkcing lygti

s 2-s
[ﬁj F($)Lp(s) = n[z—*@ (2 5)Ly(2-);

2

Cia g — teigiamas sveikasis skaiCius, sudarytas i§
diskriminanto A pirminiy daugikliy, #==*1, o
I'(s) — Oilerio gama funkcija.

Elipsiniy kreiviy L-funkciju tolydy univer-
saluma, kartu ir reik§miy pasiskirstyma analiziniy
funkcijy erdvéje tyré V. Garbaliauskiené ir kt.
(2005).

Tolydi jungtiné ribiné teorema silpno tiki-
mybiniy maty konvergavimo prasme elipsiniy
kreiviy L-funkcijoms analiziniy funkcijuy erdvéje
yra jrodyta [5, 1 lema].

Straipsnio tikslas — gauti diskrety jos ana-
loga. Priminsime, jog diskreciu reikSmiy pasiskirs-
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tymu yra vadinamas pasiskirstymas, kai komplek-
sinio kintamojo menamoji dalis igyja reikSmes i$
aritmetinés progresijos su tam tikru fiksuotu realiu
teigiamu zingsniu /.

Tegul n>2 yra teigiamas sveikasis skaicius.
Sudarome rinkini i§ » elipsiniy kreiviy Ej,...,E,
uzrasSomy Vejerstraso lygtimis

2.3
yi=x+ax+b;, a;b;, el
diskriminantais

A, =—16(4a> +27b2)£0, j=1,...n. Tegu, kaip ir

su atitinkamais

anksciau, ij(p):p—vj(p), 0 vj(p) yra lyginio

yr=x +ajx+bj(m0dp), j=L...,n, sprendiniy

skaiCius.
Apibrézkime
-1 -1
4p) 1 4;(p)
Lg (s)= [l—j—s+ - ] (1—1—SJ >
J [];(_AJ; p p2 1 g p
j=L...,n

Jungtinés diskrecios ribinés teoremos ana-
liziniy funkcijy erdvéje irodymui reikalingos tam
tikros papildomos salygos, kurias turi tenkinti funk-
cijos LE/_ (s). Tegu P yra visy pirminiy skaiciy
aibé, o P, — aibés pirminiy skai¢iy tokios, kad
Pll ﬂP;f@, kai 11712[2, ir

P:UP,,
=1

[ =1,...,r, ¥ 2 n. Dar daugiau, pareikalaukime, kad

Zi:Kl loglogx+b; +O(10g_9’ x), kaix > w;  (2)

p<x
peh

Gia K +..+x.=1 x>0, p(x)= O(log " x) su
6,>1, o b; yra tam tikri realdis skaiCiai. Pazy-
mekime

/1_]‘ (p)

Jr

ir tarkime, kad B;(p) yra konstanta, kai pe P,
t.y., kai pe P, Bi(p)=By,..., Bi(p) = Bi. Tegu
Bll....Bln

Bj(p)z

..B,,
Tarkime, kad V> 0. Dy pazymékime srit]
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DV:{SEC:1<0<%, |t|<V}.

H(G) pazymékime analiziniy srityje G funkcijy
erdve su tolygaus konvergavimo kompaktuose
topologija. H"(G) pazymékime n erdviy H(G) De-
karto sandauga, t. y.
H'(G)= H(G)x..x H(G), n>2.

B(S) pazymékime erdvés S Borelio aibiy klasg.

Tarkime y yra vienetinis kompleksinés ploks-
tumos apskritimas, t. y. y = {s eC:ls|= 1} ir

Q=H7p;
p

¢ia y, = y visiems pirminiams p. Su sandaugos
topologija ir pataskine daugyba toras Q yra
kompaktiska topologiné Abelio grupé, todél erdveje
(Q, B(Q)) egzistuoja tikimybinis Haro matas my.
Tokiu bidu gauname tikimybing erdve (Q, B(Q),
mpy). w(p) pazymékime € projekcija i koor-
dinacing erdveg y,. w(m) apibrézkime formule

o(m)=[Te":

p’llm

o+l

¢ia p” | mreikia, kad p”|m, bet p*" | m. Taip
gauname w(p) pratesimg | visg natiiraliyju skaiciu
aibe N. Tikimybingje erdvéje (Q, B(Q), my)
apibrézkime H'(Dy)-reik§mj atsitiktini elementg
L(s, w) formule

L(s,w) = (L, (8, 0),..., Ly (s,0));

) 2 -1 ) -1
LE,@,@_H[]ngj H[IWJ |
p

PlA; P Y p
seDy,j=1..,n Sio atsitiktinio elemento skirsti-

¢ia

nys tegul yra
P (A)=my (w0 eQ: L(s,0) € A), AcBH"(D,)).
Tegul N €N ir pazymékime
yﬂ)zﬁgﬁWSmsN;ﬁ
Cia vietoje daugtaskio iraSomos salygos, kurias ten-
kina m. Tegul h > 0 yra fiksuotas realus teigiamas

2k
skai¢ius toks, kad exp{%} buty iracionalusis

skai¢ius bet kokiam & € Z \{0}.

Teorema. Tarkime, kad h > 0 yra fiksuotas skaicius
27k
toks, kad CXP{T} biity iracionalusis skaicius vi-

siems keZ\{0}, o rank(B,,)
N — o, tikimybinis matas

= n. Tada, kai
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Py (A4) = uy ((Lg, (s+imh),..., Ly (s+imh) € A),
A eB(H"(Dy)) silpnai konverguoja i matq P(A).

2. Teoremos jrodymas

Kadangi funkcija Lg, (s) pusplokstuméje

3 . C e . .
0> konverguoja absoliuciai, todél ja galima
uzraSyti sandauga

LEJ(S):H(I—aj (f )

(-2
pAN P p

cia a;(p)+p;(p)=7;(p).o pagal (1) nelygybe
o, (| <2y, |8, <2(p, j=1n.

Vadinasi, LE/, (s) yra Matsumoto dzeta funkcijos

II@_@@)

PlA; p

atskiras atvejassu a =0 ir f= S galioja augimo
verciai [9]:

Ly (o+it)=0(1["), |tz 19, a; >0

ir
T
ﬁ Ly (o +in)]} di=0(T), T .
0

Teoremos jrodymui reikés Prochorovo teore-
my, susiejanciy tikimybiniy maty Seimos reliatyvy
kompaktiskuma su suspaustumu.

Tegul {P} yra tikimybiniy maty Seima edvé-
je (S, B(S)). Priminsime, kad tikimybiniy maty Sei-
ma {P} yra reliatyviai kompaktiska, jei kiekviena
Seimos {P} elementy seka turi silpnai konverguo-
janti poseki. Seima {P} yra suspausta, jei kiekvie-
nam ¢ >0 egzistuoja kompaktiska aibée K S
tokia, kad visiems matams P e {P} galioty nely-
gybé P(K)>1-e.

1 lema. Tikimybiniy maty Seima {Py} yra
reliatyviai kompaktiska.

Irodymas. Tegul PEj yra atsitiktinio elemen-
to LEj (s,) skirstinys, j = 1,..., n. Apibrézkime
tikimybinj mata

P y(A)=uy (LE, (s +imh) € A), A € B(H(D))).
Tuomet tikimybinis matas P; 5, kai N —> oo,
silpnai konverguoja { mata PE/_, j=1,., nJ6].
Vadinasi, tikimybiniy maty Seima {FP;y} yra
reliatyviai ~ kompaktiska, j = 1,..., n. Kadangi
H (Dy ) yra pilna separabili metriné¢ erdve [3],
tuomet remiantis Prochorovo teorema [1] gauname,
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kad Seima {P; vy} yra suspausta. Tai reiskia, kad

kiekvienam &>0 egzistuoja kompaktiska aibé
K; c H(Dy) tokia, kad

£
Pj,N(H(DV)\Kj) < ;, j=1.,n (3
Tikimybingje erdvéje (Qo, DB(Qo), P)
apibrézkime atsitiktini dydj € toki, kad

1

POy =mh)=——, m=0,1,....N;
Oy ) N+1

¢ia N e N ir H(Dy)-reikSmis atsitiktinis elementas
Ly(s) yra apibréztas formule

Ly(9) = (Lg, ()L ()
éia LE_/‘,N (S) = LEj (S+IHN), ] = 1,..., n

Tuomet pagal P; y apibrézima ir (3) gauname
j=1 n.

“4)

Tuomet aibé K

P(Ly , e HDy)\K ))<=, j=1,.,
Js . n

Dabar tegul K = K; x..x K.
yra kompaktiska erdveje H"(D,) ir pagal (4)
gauname

Py (H"(Dy)\K)=P(Ly(s) € H"(Dy)\K)

-P U(LE.,-,N (s)e H(Dy)\K)

J=1

< ZHZP(LELN (s)e H(Dy)\K ;) <.

i=1

©)

Pastaroji nelygybé parodo, kad Seima {Py} yra
suspausta. Taigi, pagal Prochorovo teorema [1]
Seima {Py} yra reliatyviai kompaktika. Lema

irodyta.
Dabar tegul si,..., s, yra atitinkami srities Dy
taskai ir 0] = man Tada 0, =0;—0;<0.
1< j<n /

Imkime sritj

ﬁ,, ={seC:a<02}.
Be to, tegul u;; yra bet kokie kompleksiniai skaiciai,
1<j<n, 1</<r. Apibrézkime  funkcija

u:H"(D,)— H(D,) formule
Z/l(LE1 ,...,LEn ) = ZZquLE/ (Sl + S),
j=1 1=
Cia se(bV), LEj e H(Dy), j=1,.., n. Tegul
W(s) = u(Lg, (5)os L (5).

2lema. W (s +i0, ) —=—u(L(s));
—0

171

D

¢ia — Zzymi  konvergavima  pagal
N—w
pasiskirstyma.

Irodymas. Lemos jrodymas analogiskas 14 lemos i$
[7] irodymui. Pagal 1 lemg egzistuoja seka NV, tokia,

kad matas P N, » kai Ny — o, silpnai konverguoja

1 tikimybini matg P srityje (H"(Dy), B(H"(D)))).

Tegul P yra H'(Dy)-reik§mio atsitiktinio elemento
Li(s)= (L, () L, (5))

skirstinys. Tada

Ly, T L (6)
N;—o0
Funkcija u yra tolydi, todél
D
u(Ly )——u(Ly).
N, —w
Taigi, pagal W apibrézima randame
W(s+i0y ) ——u(Ly). (7)
N, >0
y o : 3
Pagal funkcijos wu apibrézima, kai © >E,
W(s)= ZZ uyLp (s, (8)
j=1 I=1
JI€ (m) o
—ZZ nes S§ioje srityje

j=1 =1

Lg,(s) yra iSreiSkiama absoliuciai konverguojan-

¢ia Dirichlé eilute
O ()
Le, ()= 2 72 =,
m=1

o+ pf+e

Jj=1

geeey

Be to, ¢ ;(m)=0(m ) kiekvienam & > 0.

Funkcija W(s) tenkina tokias pat salygas, kaip ir
Lg, (s) funkcija. Taigi, pakartoje teoremos i3 [8]

irodyma, gauname, kad tikimybinis matas
1y W (s +imh) € A), A€ B(H(D,))
silpnai konverguoja { atsitiktinio elemento

3 - a,,w(m)
(s,w) = ;—ms

skirstini. Jeigu s € Dy, turime

2 ¢ (ma(m)
LE,. (S,CU)ZZ]—S, j=1,.., n.
m=l1 m
I$ funkcijos u apibrézimo ir (8) gauname

W0 =33, T -

msts
J=1 I=1 m=1

- i Zr:uﬂLEj (s, +s,0)=u(L(s,w)).

j=1 1=l

©)
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Vadinasi (9) tikimybinis matas, kai N — oo,
silpnai konverguoja i atsitiktinio elemento u(L(s,®))
skirstini. Taigi gauname lemos tvirtinima.
Teoremos jrodymas. 18 2 lemos turime

W(s+il) )%)u(L(S));

¢ia N, toks pat, kaip ir 2 lemos irodyme. I§ ¢ia ir (7)
turime, kad atsitiktinis elementas turi ta pati
skirstini, t. y.

D
u(L)=u(L,). (10)
Dabar tegul u, :H (lA)V) — C yra apibréziama for-
mule
u()=70), [feHDy).

Vadinasi, funkcija u; yra mati. Todél, remiantis
(10) lygybe

D
u(L)(0)=u(Ly)(0).

Tuomet i§ funkcijos u apibréZimo gauname

Zn:i”ﬂLE, (Sl)gzn:zr:“_ﬂLEu (sp), (1D

J=1 I=1 j=1 1=1
bet kokiems kompleksiniams skai¢iams u;. Erdves
R>"  hiperplok§tuma sudaro apibréziandia klase
[1]. Todél hiperplokstumos taip pat sudaro ir erdvés
C™ apibréziancia klase. Vadinasi, i$ (11) matome,
kad C"-reik$miai atsitiktiniai elementai Lg (s;) ir

L,...

LEI/(S[)7 J = 1:"'5 n, l turl tQ patl

skirstinj.
Tegul K yra juostos Dy kompaktiskas poaibis
ir fi,.., f,, € H(Dy ). Tuomet kiekvienam & >0

G ={(u,...,u,) eH”(DV):suII() lu;(s)=f;(s) e,

’rﬂ

j=1L..,n}.

Tegul seka {s;} yra tir§ta srityje K. Be to, tegul
G, ={(uysu,) € H" (Dy):|u;(s)) = f;(s)) IS e, T
j=Lo,n, I=1L...r}.

uomet i§ atsitiktiniy elementy LEj (s;) ir LElj (s;)
savybiy gauname
my(weQ:L(s,0)eG,)=P(L(s)eG,). (12)
Kadangi seka {s;} yra tir$ta srityje K, tai G, > G,

kai » = co. Todél, jeigu (12) formuléje  tolinsime
1 begalybe, gausime
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my(weQ:L(s,w)eG)=P(L(s)eG). (13)

Erdvée H"(Dy) yra separabili. Todél baigtiné sfery

sankirta sudaro apibréziancia klase [1]. IS ¢ia ir (12)
gauname

(14)

Vadinasi, matas PN1 ,kai N| — o0, silpnai konver-

guoja 1 atsitiktinio elemento L skirstini. Todél, rem-
damiesi 1 lema ir 1.1.9 teorema i§ [10] gauname
teoremos tvirtinima, nes atsitiktinis elementas L
(14) sarysyje nepriklauso nuo sekos N; parinkimo.
Taigi turime, kad matas Py(4), kai N — oo,

silpnai konverguoja i atsitiktinio elemento L(s, w)
skirstini P;(A).
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JOINT DISCRETE VALUE-DISTRIBUTION FOR THE L-FUNCTIONS OF ELLIPTIC CURVES
Lina S‘adbaraité, Roma Kacinskaité
Summary

The paper aims at analysis of joint discrete value-distribution for L-functions of elliptic curves in the space of
analytic functions. We consider the collection of functions L E, (s) of the curves E ; defined by Euler product

-1 -1
T2 )

plA, PIA, p

respectively, j=1,...,n. Here s =0 +if is a complex variable, p is a prime number, lj (p)= p—V; (p), and v; (p)
is the number of solutions of the congruence y2 =x’+a X+ b i (mod p), Jj=1,...,n, and the elliptic curves £ j are
_ 3 2

——164a’ + 2762 )% 0,

given by the Weierstrass equations y2 =x’+a jx+b I (mod p) with discriminant A j

27
j =1,...,n, respectively. Additionally, we use the step #> 0 of an arithmetical progression such that eXp{T} is

irrational for k € Z\ {0}. Applying additional conditions for LE/_ (s), we obtain a discrete limit theorem in the sense

of the weakly convergent probability measures in the space of analytic functions with an explicitly given form.
Keywords: elliptic curve, L-function, probability measure, weak convergence.

DISKRETUS JUNGTINIS ELIPSINIU KREIVIU L-FUNKCIJU REIKéMlU PASISKIRSTYMAS
Lina S‘adbaraite', Roma Kacinskaitée

Santrauka

Straipsnis skirtas diskreciam jungtiniam elipsiniy kreiviy L-funkeijy reik§miy pasiskirstymo analiziniy funkcijy
erdvéje tyrimui. Nagrinéjame rinkinj kreiviy E_ ; funkcijy L E (8), apibréziamy atitinkamomis Oilerio sandaugomis

-1 -1
o Tl T2

plA, PIA, p

Cia s=o+it yra kompleksinis kintamasis, p — pirminis skaiéius, /lj (p)z p—v; (p), v (p) yra lyginio
y2 =x’+a X+ b ; (mod p), j=1,...,n sprendiniy skaicius, o kreivés £ j yrauzraSomos atitinkamomis Vejerstraso

lygtimis yr=x+ a;x+b; (modp) su diskriminantu A ; = —16(4a§ + 27b]2~ )¢ 0, j=1,.,n Taip pat mes

27k
naudojame aritmetinés progresijos zingsni 4 > 0 toki, kad eXP{T} bty iracionalus skai¢ius, kai k € Z\{0}.

Pritaik¢ papildomas salygas funkcijoms LE,. (s), gauname diskre¢ia jungting teorema silpno tikimybiniy maty

konvergavimo prasme analiziniy funkcijy erdvéje su isreikstiniu mato pavidalu.
Prasminiai ZodZiai: elipsiné kreive, L-funkcija, tikimybinis matas, silpnas konvergavimas.
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Apzvalginiai straipsniai
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