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Įvadas

Tiriamoji problema ir jos aktualumas

Cheminės reakcijos supa mus visus įvairiose gyvenimo situ-
acijose. Vis dėlto medžiagos nepradeda sąveikauti viena su kita
ir cheminės reakcijos prasideda tik tada, jei visos būtinos sąlygos
yra įvykdytos. Įvairių sričių, tarp jų chemijos, aplinkos, mais-
to ir farmacijos, pramonei, norint paspartinti chemines reakcijas,
reikia specialių medžiagų, vadinamų fermentais. Pats įgalinimo
/ spartinimo procesas vadinamas katalizės procesu. Pastarai-
siais metais pasirodė reikšmingų taikymų, pavyzdžiui, atrastas
fermentas, skaidantis plastiką [40, 60]. Bioreaktoriai (speciali
aplinka / įrenginys) atlieka svarbų fermentų panaudojimo vaid-
menį, į save talpindami / įmobilizuodami fermentą [22, 48, 56].

Disertacijoje nagrinėjami bioreaktoriai, sudaryti iš mažų mik-
robioreaktorių. Praktikoje jie naudojami, nes yra patikimi ir neb-
rangūs, bei taikomi įvairiose chemijos, aplinkos, maisto ir farma-
cijos pramonės šakose [22, 48, 56].

Mikroreaktoriais grįstos bioreaktorių sistemos pastaruoju me-
tu taip pat sulaukė mokslininkų dėmesio – tiriamas tokių sistemų
efektyvumas [10, 12, 13]. Vis dėlto mokslinėje literatūroje papras-
tai nagrinėjami matematiniai modeliai gerokai supaprastinami –
laikoma, jog reakcijos dalis yra tiesinė.

2015–2018 m. Vilniaus universiteto Gyvybės mokslų centre
atlikti eksperimentai su mikrokatalizatoriais, kurių metu buvo
naudojama nespecifinė gliukozės dehidrogenazė (GDH) ir deguo-
nį redukuojanti lakazė (LAC) [42, 43]. Minėtų eksperimentų me-
tu, pasitelkus laisvuosius elektronus, buvo sukonstruota tokia sis-
tema, kuri per anglies / aukso nanovamzdelius sujungia skirtingas
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nepriklausomas chemines reakcijas. Vienas pagrindinių diserta-
cijos uždavinių – pasiūlyti matematinį modelį bei kompiuterinę
modelio realizaciją tokiai sistemai.

Tyrimo objektas, darbo tikslas ir uždaviniai

Šios disertacijos tyrimo objektas – matematiniai ir kompiute-
riniai bioreaktorių cheminės kinetikos modeliai, aprašantys che-
minę kinetiką bioreaktoriuose, grįstuose mikrobioreaktoriais.

Šio darbo tikslas yra tinkamai imituoti ir optimizuoti mikro-
bioreaktoriais grįstas bioreaktorių sistemas, pasiūlant originalius
taikomuosius matematinius ir kompiuterinius modelius.

Tyrimo tikslui pasiekti keliami tokie uždaviniai:

1. Apibendrinti esamus bioreaktorių matematinius modelius.
2. Pasiūlyti matematinį ir kompiuterinį mikrobioreaktorių,

kurių pagrindą sudaro anglies nanovamzdeliai, modelį.
3. Pasiūlyti algoritmą, grįstą homotopijos perturbacijos meto-

du, apytiksliams analiziniams sprendimams rasti anksčiau
nenagrinėtiems modeliams, įvertinti aproksimacijų tikslu-
mą dviejų sluoksnių biokatalizės sistemose.

4. Sukurti skaitinį modelį daugiakriteriniam optimizavimo už-
daviniui, kuris leidžia ieškoti optimalių bioreaktorių konfi-
gūracijų.

5. Išanalizuoti atvirų ir uždarų bioreaktorių sistemas pasiūly-
tais matematiniais ir skaitiniais modeliais.

Tyrimo metodai
Disertacijoje naudojame skaitinius metodus (baigtinių skir-

tumų metodas) iš matematinio modeliavimo teorijos, perturbaci-
jos metodus iš aproksimacijos teorijos, lygiagretinimo analizę iš
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lygiagretaus skaičiavimo teorijos, daugiatikslį optimizavimą ieš-
kant Pareto fronto metodų iš optimizacijos teorijos.

Darbo naujumas ir praktinė jo vertė
Šiame darbe aprašyto tyrimo rezultatai leidžia efektyviau

kurti bioreaktorius jų projektavimo stadijoje. Disertacijoje pa-
teiktos substrato koncentracijos pasiskirstymo analizinės aproksi-
macijos ribiniais atvejais. Analizinės aproksimacijos leidžia nag-
rinėti sistemos savybes išreikštiniu pavidalu. Naudojant sukurtas
programas galima modeliuoti mikrobioreaktorių veikimą, siste-
mos laikinio efektyvumo ir išeigos faktorių priklausomybes nuo
įvairių parametrų.

Dalis doktorantūros metu gautų rezultatų panaudoti įgyven-
dinant projektą „Atvirų biologinių sistemų skaičiavimas: bakte-
rijos auga ir mikroreaktoriai“, finansuotą dotacijos projekto Nr.
S-MIP-17-98 (Lietuvos mokslo taryba, mokslininkų grupių pro-
jektai). Mokslinis naujumas ir jo svarba:

1. Mikrobioreaktorių matematinis modelis, atsižvelgiantis į
papildomus mikrobioreaktoriaus sluoksnius ir pradines bei
kraštines sąlygas.

2. Mikroreaktoriaus su anglies nanovamzdeliais matematinis
modelis.

3. Homotopijos perturbacijos metodo apribojimai ir pateiktos
naudojimo rekomendacijos.

4. Kompiuterinis modelis daugiakriteriniam optimizavimui ieš-
kant optimalių mikrobioreaktorių konfigūracijų.

5. Išgautos naujos žinios apie bioreaktorių parametrus, su ku-
riais didėja nagrinėtų sistemų laikinis efektyvumas.
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Ginamieji teiginiai
1. Pasiūlytas trijų sluoksnių matematinis modelis gali būti

sėkmingai taikomas modeliuojant cheminę kinetiką mikro-
reaktoriuose su anglies nanovamzdeliais.

2. Prie didelio laiko uždaros sistemos bioreaktorių laikinis
efektyvumo koeficientas artėja prie atviros sistemos laiki-
nio efektyvumo koeficiento.

3. Analizinės aproksimacijos, gautos homotopijos perturbaci-
jos metodu, ribiniams atvejams yra teisingos tik tada, jei
metodo „mažas“parametras patenka į konvergavimo sritį.
Skirtingoms bioreaktoriaus konfigūracijoms būtinas skirtin-
gas pradinis lygties ištiesinimas, norint gauti tikslias aprok-
simacijas.

4. Bioreaktoriaus, grįsto nesąveikaujančiais mikrobioreakto-
riais, cheminė kinetika gali būti sėkmingai modeliuojama,
vienos dimensijos erdvėje nagrinėjant vienetinį mikrobiore-
aktorių su išoriniu (difuzijos) sluoksniu.

Rezultatų aprobavimas

Trys straipsniai paskelbti žurnaluose su citavimo indeksu Cla-
rivate Analytics Web of Knowledge duomenų bazėje (WoS) [A1],
[A3], [A4], ketvirtasis rankraštis [A2] yra recenzavimo stadijoje,
viena publikacija išleista periodiniame, recenzuojamame žurnale
[A5]. Pagrindiniai disertacijos rezultatai, paskelbti mokslo žur-
naluose, apima skaitinę modelių analizę bei simbolinius modelių
sprendimus ir analizę įvairiais pjūviais. Rezultatai taip pat pub-
likuoti tarptautinių konferencijų darbuose [A6–A9].
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1. Matematinis cheminės kinetikos
bioreaktoriuose modeliavimas

1.1. Bioreaktoriai

Bioreaktorių pradžia yra laikoma 1944 metai, kai De Beze
ir Lybmanas mielių gamybai panaudojo pirmąją didelę fermentų
talpyklą. 1950 m. Monodas, Novickis ir Šilardas sukūrė nuo-
lat maišomą talpyklą – (bio)reaktorių koncepciją [38, 39]. Ši
koncepcija tapo labai populiari ir iki šiol taikoma pramoniniuose
tyrimuose.

Ilgą laiką medžiagos buvo maišomos reaktoriuose, taip ga-
minant produktą. 1974 m. buvo pristatyti mikrobioreaktorių
(granulių) pagrindu sukurti bioreaktoriai [58]. Nauja sistema
susidarė iš talpykloje patalpintų mikrobioreaktorių (dažniausiai
katalizatorių), kurie įgalina produkto gamybą. Nuolat maišomi
bioreaktoriai iki šiol atlieka svarbų vaidmenį, jie naudojami kine-
tiniams tyrimams, lengvai galima tirti temperatūros, katalizato-
riaus dalelių savybes ir kitų parametrų įtaką [58]. Prie nuolatinio
maišymo cheminiai procesai nusistovi, todėl įmanoma nagrinėti
supaprastintą cheminių reakcijų grandinę [2, 52]. Tokios siste-
mos paprastai grindžiamos fermentais (pavienių arba daugelio),
ląstelėmis (pvz., bakterijos), ląstelių organizmais arba audiniais
[19].

1.1.1. Nuolat pildomi ir maišomi reaktoriai

Nuolat pildomų ir maišomų reaktorių kinetika kartais vadi-
nama „juodosios dėžės“modeliu, nes visos reakcijos yra sujungia-
mos į vieną bendrą reakciją [35]. Tipiškos lygtys, apibūdinančios
„juodosios dėžės“modelius, yra labai panašios į fermentinę ki-
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netiką. Tiek fermentinei, tiek šio reaktoriaus kinetikai būdinga
tai, kad vienoje reakcijoje dažnai yra vienas substratas ir vienas
produktas.

1.1.2. Nuolat maišomi uždari reaktoriai

Nuolat maišomi uždari reaktoriai nėra pildomi, jų pranašu-
mas yra jų paprastumas ir universalumas [17]. Skirtingai nei
nuolat pildomuose bioreaktoriuose, nepildomuose nėra nuolat pa-
pildoma substratu. Tokioje talpykloje nuolat maišant į sistemą
neįleidžiamas naujas substratas, todėl ji žinoma kaip uždara sis-
tema.

1.1.3. Mikrobioreaktoriai su anglies nanovamzdeliais

Neseniai atlikti eksperimentai pademonstravo mikroreakto-
rių (dirbtinių katalizatorių) su anglies nanovamzdeliais koncep-
ciją ir veikimą [42, 43]. Eksperimentuose sukonstruotos dirbtinės
(gamtoje nesutinkamos) cheminės reakcijos, demonstruojančios
laisvųjų elektronų sujungimo mechanizmą. Nespecifinė gliukozės
dehidrogenazė (GDH) ir deguonį redukuojanti lakazė (LAC) bu-
vo sujungtos per anglies nanovamzdelius arba aukso nanodaleles,
cheminius procesus įgalinant laisvųjų elektronų pernašą. Sistema
parodė veiksmingą angliavandenių vertimą į produktą be tarpinių
medžiagų.

Modeliuodami tokią sistemą atsižvelgiame į šias biochemines
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reakcijas, vykstančias mikroreaktoriuje:

L + E1ox
k1−→ P + E1red, (1)

E1red
k2−→ E1ox + 2e−, (2)

E2ox + 4e− k3−→ E2red, (3)

E2red + O2
k4−→ E2ox + 2H2O, (4)

čia L – laktozė, O2 – deguonis, H2O – vanduo, Ei,ox ir Ei,red

oksiduotos ir redukuotos fermentų formos Ei, i = 1, 2, E1 žymi
GDH, E2 – LAC, P yra reakcijos produktas, k1 ir k4 yra fermentų
reakcijų konstantos, o k2, k3 elektronų pernašos konstantos. Lai-
kysime, jog abu katalizuojantys procesai (1)–(2) ir (3)–(4) vyksta
pagal Michaelio–Menten kinetiką.

Šiame darbe pasiūlytas tokios sistemos matematinis ir kom-
piuterinis modelis. Kadangi tokia sistema nauja ir nebuvo tirta,
laikinio efektyvumo tyrimas, taip pat proceso trukmės tyrimas
nagrinėjamas disertacijoje. Pasiūlyto modelio rezultatai palygin-
ti su eksperimentiniais duomenimis.

1.2. Matematinis modelis

Matematinis biocheminių procesų modeliavimas laikomas svar-
biu ir naudingu įrankiu įvairių medžiagų ir procesų analizei, pro-
jektavimui bei optimalių medžiagų paieškai, įskaitant fermentus,
baltymus ir biokurą [26, 36, 44]. Kompiuterinis modeliavimo me-
todas leidžia optimizuoti mikroreaktorių konfigūracijas, žymiai
sutrumpinti jų kūrimo laiką ir kainą [36, 41, 55]. Nagrinėsi-
me sferinį mikroreaktorių, įdėtą į talpyklą su tirpalu, talpinančiu
substratą. Fermentu pripildytame mikroreaktoriuje analizuosime
fermentu katalizuojamą reakciją:
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S E−→ P, (5)

čia substratas (S) jungiasi prie fermento (E) ir paverčiamas pro-
duktu (P) [20, 22]. Šiame darbe mažosiomis raidėmis žymėsime
dimensinius dydžius, pvz., koncentraciją s = s(r, t), o didžio-
siomis – bedimensius dydžius. Pavyzdžiui, r0 – MR spindulys,
atstumas nuo mikroreaktoriaus centro, metrais. Kvazistaciona-
rumo atveju fermentų reakcijų kinetiką gerai aprašo Michaelio-
Menten lygtis:

v(s) = Vmaxs

KM + s
, (6)

čia s = s(r, t) substrato koncentracija, v – tūrinis reakcijos grei-
tis yra funkcija nuo koncentracijos s, Vmax maksimalus fermento
greitis, KM Michaelio konstanta [27, 49].

1.2.1. Pagrindinės lygtys

Paprasčiausias koncentracijos pasiskirstymas mikrobioreakto-
riuje yra modeliuojama antros eilės dalinių išvestinių lygtimis:

∂sm
∂t

= Dm · 4sm + Vmaxsm
KM + sm

(7)

čia sm – substrato koncentracija mikrobioreaktoriuje, t – laikas,
r – atstumas iki dalelės centro, Dm – medžiagos difuzijos koe-
ficientas, KM – Michaelio konstanta ir 4 – Laplaso operatorius
sferinėse koordinatėse. Mikroreaktoriaus sritis vienmačiu atveju
apibrėžiama intervale 0 < r < r0 [2].

Pirmoji diferencialinės lygties dalis nusako medžiagos difuziją
pagal antrą Fiko dėsnį [24]. Antroji lygties dalis nusako cheminę
reakciją. Ši dalis reikalinga, jei cheminė medžiaga reaguoja kaip
reagentas. Pradinėse sąlygose apibrėžiamos medžiagų koncentra-
cijos mikroreaktoriaus viduje ir išorėje:
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sm(r, 0) = f(r), r ∈ Ω, sm(r, 0) = g(r), r ∈ Γ, (8)

čia Ω – srities vidus, Γ – srities kraštas su žinomomis funkcijomis
f ir g [5, 49]. Atvirose sistemose yra užrašoma taip:

sm(r, 0) = 0, 0 < r < r0, sm(r, 0) = s0, r = r0, (9)

t. y. substrato nėra dalelėse, o pastovi koncentracija tirpale
ant dalelės krašto [2, 11]. Paprasčiausia kraštinė sąlyga, kai
medžiagos koncentracija yra pastovi ir laikui bėgant nesikeičia
s
∣∣∣
Γ

= const, dažnai sm(r0, t) = s0, t > 0.

1.2.2. Bedimensis modelis
Anksčiau aprašyta sistema turi dimensinius matavimo viene-

tus. Praktikoje, ypač matematiniame formulavime, dažnai dėl
paprastumo nagrinėjami bedimensiai modeliai. Apibrėžkime be-
dimensį modelį lygtims (7)-(9), kur dimensinis kintamasis r ir ne-
žinoma koncentracija sm(r) yra keičiama į bedimensius dydžius:

R = r

r0
, Sm = sm

KM
, S0 = s0

KM
, T = Dmt

r2
0
, (10)

čia R – bedimensis atstumas iki centro, Sm(R) – bedimensė kon-
centracija, S0 – bedimensė pradinė koncentraciija, T – bedimensis
laikas. Pagrindinės lygtys (7) bedimensėje srityje (0 < R < 1)
tampa:

∂Sm
∂T

= 4Sm − σ2 Sm
1 + Sm

, (11)

čia σ2 = VmaxR
2
0/(KMDS,m) yra difuzijos modulis [25, 50, 56].

Difuzijos modulis σ2 palygina reakcijos greitį (Vmax/KM) su di-
fuzija per fermentu pripildytą mikroreaktorių (DS, m/R

2
0). Jei
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σ2 � 1, fermento kinetiką valdo reakcijos narys. Difuzija valdo
procesą, kai σ2 � 1. Kai KM � s0, t. y. kai reakcija elgia-
si tiesiškai koncentracijos atžvilgiu ir procesas yra nusistovėjęs
∂Sm/∂T = 0, žinomas analizinis sprendinys:

S(R) = S0 sinh(σR)
R sinh(σ) . (12)

1.3. Mikroreaktorių veikimo charakteristikos
Laikinis efektyvumo faktorius apibūdina mikroreaktorių

difuzijos ir reakcijų sąveiką [8, 21]. Produktas / substratas turi
prasiskverbti per išorinį difuzijos sluoksnį, per poras, kad prasi-
dėtų reakcija, todėl tikrasis greitis gali būti apribotas difuzijos
greičio, kuriuo difuziniai reagentai pasiekia katalizatorių [57],

ηt = 3
∫ r0

0 v(sm, s(r, t))r2dr
r3

0 v(s0, t)
. (13)

Laikinį efektyvumą nusistovėjus žymėsime ηo = limt→∞ ηt. Čia
ηo dar žinomas kaip bendras laikinis efektyvumo koeficientas,
randamas nusistovėjus procesui, η∗ – žymimas efektyvumo koe-
ficientas, priklausantis nuo bedimensio laiko.

Proceso trukmė yra dar viena svarbi biotechnologinių pro-
cesų savybė [28]. Biotechno- loginių procesų kūrėjai dažnai sie-
kia kuo labiau sumažinti laiko sąnaudas [53]. Proceso laikas th
ir atitinkamas bedimensis laikas Th – tai laikas, reikalingas vi-
sam substrato, bandymo pradžioje įpilto į reaktoriaus sistemą,
fermentiniam virsmui į produktą,

th =
{
t :
∫ t

0

∫ r0

0
v(sm(r, t)) r2 dr dt = (r3

1 − r3
0)s0

3

}
. (14)
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1.4. Homotopijos perturbacijos metodas

Kai kurios netiesinės reakcijos-difuzijos lygtys gali būti ana-
litiškai sprendžiamos taikant homotopijos perturbacijos metodą
(HPM) [29, 32, 47].

Tarkime, turime netiesinę diferencialinę lygtį srityje Ω su ne-
žinoma koncentracija S = S(r):

A(S) = f(b), b ∈ Ω, B(S, Sb) = 0, b ∈ ∂Ω, (15)

čia A – diferencialinis operatorius, f(b) – žinoma analitinė funk-
cija, B – kraštinis operatorius, ∂Ω yra srities Ω kraštas. Atskyrę
A(S) į tiesinę L(S) ir netiesinę N(S) dalis, gauname:

A(S) = L(S) +N(S). (16)

Naudodami homotopijos apibrėžimą [30] sukonstruojame homo-
topiją su parametru ε taip, kad būtų tenkinama sąlyga:

H(u, ε) = (1− ε) · [L(u)− L(uin)]︸ ︷︷ ︸
tiesinė dalis

+ε · [A(u)− f(b)]︸ ︷︷ ︸
sprendinys

= 0. (17)

Taigi tolygiai keičiant parametrą ε turėtų būti užtikrintas tolygus
perėjimas nuo pradinio sprendinio prie lygties (15). Parametro
ε kitimas nuo 0 iki 1 daro įtaką S transformacijai iš uin(r) į
u(r). Kai parametro ε > 0 reikšmė yra maža, jis dažnai lai-
komas mažuoju parametru ir tada sprendinys, pagal klasikinę
perturbavimo techniką, gali būti parašytas kaip ε laipsnių seka
u = u(r) =

∑∞
i=0 ui(r)εi. Kai vietoje ε įstatome vienetą (ε = 1),

turėtume gauti lygties sprendinį (15)

S(r) = S = lim
ε→1

∞∑
i=0

ui(r)εi =
∞∑
i=0

ui(r). (18)
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Esant nedideliems netiesiškumams, eilutė u(r) konverguoja, o
taškas ε = 1 yra konvergavimo srityje ir aproksimacija tinka.
Skyriuje 3.2.2 parodysime, kad praktikoje aproksimacijos dažnai
yra nepriimtinos. Daugeliu atvejų rasti bendrą ui(r) formą yra
sudėtinga, todėl autoriai dažnai pateikia Sk(r) =

∑k
i=0 ui(r) va-

dinamą k – eilės HPM lygties artiniu (15).

1.5. Skaitinis modeliavimas

Nagrinėjame vienmatį, matematinį bioreaktoriaus modelį.
Kintamieji r ir t yra apibrėžti srityje: Ωh = {0 6 r 6 r0, 0 6

t 6 T}. Tolydi sritis Ω pakeičiama diskrečiu taškų rinkiniu Ωh.
Viena iš paprasčiausių ir dažniausių realizacijų yra dviejų diskre-
čių sričių diskretizavimas [6, 34]:

r = ih, i = 0, 1, ..., N,N = r0
h
, t = jτ, j = 0, 1, ...,M,M = T

τ
.

Mazgai dalija sritį Ω į tolygius stačiakampius. Tų taškų rinkinys
taip pat vadinamas tinkleliu, o sankirtos – mazgais. O h ir τ ati-
tinkamai vaizduoja žingsnius erdvėje ir laike. Tinklelis ir mazgai
sudaro atskirą rinkinį Ωh. Mazgai (i, j), kai i = 1, 2, .., N − 1
ir j = 1, 2, ..,M , vadinami vidiniais mazgais. Kiekvienam vidi-
niam mazgui sudaromos baigtinių skirtumų schemos lygtys, čia
kraštiniai atvejai i = 0, N ir j = 0 turi tenkinti kraštines sąlygas.

Išreikštinė schema leidžia suformuluoti schemos lygtį tokia
tvarka, kad kiekvienas vidinis taškas priklauso tik nuo ankstes-
nių laiko verčių. Tokio tipo lygtys leidžia lengvai pritaikyti kraš-
tines sąlygas. Po kiekvienos iteracijos nustatytu laiku t galima
apskaičiuoti kitą žingsnį t+ τ . Nors aiškus schemos skaičiavimo
algoritmas lengvai įgyvendinamas, tačiau siekiant sėkmingai nau-
doti šią schemą būtina įvykdyti stabilumo sąlygą: τ 6 h2/(2D)
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[6]. Ši sąlyga turi būti įvykdyta kiekvienai lygčių sistemai.

1.6. Kitų autorių tyrimai

Sferinių vieno ar dvisluoksnių mikroreaktorių matematiniai
modeliai nėra nauji [4, 22, 49, 54]. Vis dėlto substrato pasiskirs-
tymas dažnai modeliuojamas laikant, jog reakcijos narys tiesinis
[22, 33, 44]. Vienas iš šio darbo tikslų – išsamiai ištirti fizikinių
ir kinetinių parametrų įtaką netiesinėms bioreaktorių sistemoms,
kurios grįstos mikrobioreaktoriais.

Nuolat maišomų nepildomų bioreaktorių sistemos dažniausiai
lyginamos, kai koncentracijos dinamika pasiekia kvazistacionaru-
mą – nusistovi. Vis dėlto, net ir tiesinės reakcijos nario atveju,
yra stebima netiesinė laikinio efektyvumo dinamika [10, 12]. Vie-
nas iš šio darbo tikslų realizuoti nepildomo bioreaktoriaus kom-
piuterinį modelį ir ištirti laikinio efektyvumo dinamiką, kai re-
akcijos narys netiesinis. Taip pat ištirti fizinių ir kinetinių para-
metrų įtaką laikiniam bioreaktoriaus efektyvumui.

Neseniai buvo pasiūlyti dirbtiniai mikrokatalizatoriai, užtik-
rinantys dvi reakcijas su laisvųjų elektronų pernaša [42, 43]. Eks-
perimentų metu naudojama nespecifinė gliukozės dehidrogenazė
ir deguonis išsiskiria redukuojant laktozę – šie procesai įgalin-
ti naudojant anglies nanovamzdelius. Vienas iš šio darbo tikslų
– pasiūlyti mikrobioreaktoriaus matematinį modelį bei sukurti
kompiuterinę modelio realizaciją tokiam nuolat maišomam ne-
pildomam bioreaktoriui. Taip pat ištirti fizikinių ir kinetinių pa-
rametrų įtaką laikiniam bioreaktoriaus efektyvumui.
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2. Mikroreaktorių dalelėmis grįstų bioreaktorių
matematiniai modeliai

Šiame skyriuje nagrinėjami trys matematiniai mikrobioreak-
torių modeliai. Pirmųjų dviejų modelių analizė aprašyta pub-
likacijose [A1, A3]. Siūlomas mikrobioreaktorių, pagrįstų ang-
lies nanovamzdeliais, matematinis modelis pateiktas rankraštyje
[A2].

2.1. Nuolat pildomo ir maišomo reaktoriaus modelis
2.1.1. Pagrindinės lygtys

Darant prielaidą, kad mikroreaktoriai yra sferinės dalelės ir
yra simetriškos, galima srities homogenizacija imobilizuoto fer-
mento pasiskirstymo mikrobioreaktoriaus viduje. Tada substrato
koncentraciją galima modeliuoti vienmatėje erdvėje (0 < r < r0,
t > 0),

∂sm
∂t

= Dm∆sm − v(sm), (19)

čia sm = sm(r, t) – koncentracija mikroreaktoriaus viduje, ∆ –
Laplaso operatorius, r0 – mikroreaktoriaus spindulys, Dm – difu-
zijos koeficientas mikroreaktoriuje [7, 49]. Daroma prielaida, kad
tirpalas nuolat maišomas, ir taikoma Nernsto sluoksnio prielaida
(plonas sferinis apvalkalas, esantis šalia MR paviršiaus). Subst-
rato koncentracija aprašoma (r0 < r < r1, t > 0),

∂sd
∂t

= Dd∆sd, (20)

čia sd = sd(r, t) – koncentracija difuziniame apvalkale, Dd –
difuzijos koeficientas apvalkale, h = r1 − r0 – apvalkalo sto-
ris [7, 15, 56].
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2.1.2. Pradinės ir kraštinės sąlygos

Laikoma, jog pradžioje (t = 0) mikroreaktoriaus viduje kon-
centracija yra pasiskirsčiusi tolygiai:

sm(r, 0) = 0, 0 ≤ r ≤ r0. (21)

Reakcija prasideda, kai mikroreaktorius įpilamas į indą, ku-
riame yra šiek tiek substrato, kuris pasiskirstęs tolygiai už mik-
roreaktoriaus ribų,

sd(r, 0) = s0, r0 ≤ r ≤ r1, (22)

čia s0 – pagrindinė substrato koncentracija tirpale. Dėl simetri-
jos sferinio mikroreaktoriaus centrui nustatoma tolygaus srauto
sąlyga (t > 0),

Dm
∂sm
∂r

∣∣∣
r=0

= 0. (23)

Dėl maišymo ir sistemos atvirumo substrato koncentracija tirpale
išlieka pastovi visais laiko momentais (t > 0) [18, 21, 45],

sd(r1, t) = s0. (24)

Pasiskirstymo koeficientas φ naudojamas nustatyti trūkį tarp
dviejų gretimų regionų (t > 0),

Dm
∂sm
∂r

∣∣∣
r=r0

= Dd
∂sd
∂r

∣∣∣
r=r0

, sm(r0, t) = φsd(r0, t). (25)

Pasiskirstymo koeficientas φ yra mažesnis už vienetą, nes vi-
dutinė substrato koncentracija mikroreaktoriuje neviršija kon-
centracijos tirpale [16, 54]. Laikysime, kad sistema nusisto-
vi, kai t → ∞, t. y. sm, s(r) = limt→∞ sm(r, t), sd,s(r) =
limt→∞ sd(r, t).

15



2.2. Nuolat maišomo uždaro reaktoriaus modelis
2.2.1. Pagrindinės lygtys

Uždaros sistemos atveju lygtys mikroreaktoriuje ir apvalka-
le išlieka tokios pat, skiriasi tik tirpalo kraštinės sąlygos. Dėl
intensyvaus tirpalo maišymo laikoma, kad substratas pasiskirsto
tolygiai difuzijos apvalkalo išorėje, o jo koncentracija priklauso
tik nuo laiko [21, 45]. Tada greitis, kuriuo substratas palieka
mikroreaktorių 4π(r3

2−r3
1)/3, visada lygus greičiui, kuriuo jis pa-

tenka į difuzijos apvalkalą per srities paviršių, kurio plotas 4πr2
1,

dsb
dt = −1

q
Dd

∂sd
∂r

∣∣∣
r=r1

, t > 0, (26)

čia sb(t) – substrato koncentracija tirpale (konvekcinis apval-
kalas, r1 ≤ r ≤ r2), q yra konvekcinio gaubto tūrio santykis
(r1 ≤ r ≤ r2) į difuzinio apvalkalo išorinio paviršiaus plotą
(r = r1), q = 4π(r3

2 − r3
1)/3/(4πr2

1) = (r3
2 − r3

1)/(3r2
1). Reikš-

mė 1/q gali būti laikoma absorbavimo koeficientu [10, 11]. Čia
h2 = r2 − r1 – konvekcinio apvalkalo storis.

2.3. Mikrobioreaktorius su anglies nanovamzdeliais
Nagrinėkime vienodų sferinių mikroreaktorių, esančių tirpa-

le, kuriame yra laktozės ir deguonies, modelį. Jei VS yra visos
talpyklos tūris, kurioje yra N identiški sferiniai R0 spindulio mik-
roreaktoriai, tūris lygus VS/N , o spindulys R lygus 3

√
3V/(4Nπ).

Nagrinėjamuose eksperimentuose VS = 2, 4 cm3, R0 = 0, 25 mm,
N = 981 ir R ≈ 0, 84 mm. Realiuose eksperimentuose porėti
mikroreaktoriai buvo paruošti iš silicio dioksido ir užpildyti bien-
zymu. Turint bendrą mikroreaktorių tankį ρr ir silicio dioksi-
do tankį ρc, poringumas gali būti apskaičiuojamas taip [3, 59]:
φ = 1− ρr/ρc. Mūsų atveju ρr = 0, 96 g/cm3, ρc = 2, 2 g/cm3 ir
φ ≈ 0, 56.
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2.3.1. Pagrindinės lygtys
Darant prielaidą, kad abu fermentų katalizavimo procesai

(1)–(2) ir (3)–(4) vyksta pagal Michaelio–Menten kinetiką, ga-
lima užrašyti 0 < r < R0, t > 0:

V1 = V1(Lm) = VLLm
KL + Lm

, V2 = V2(Om) = VOOm
KO +Om

, (27)

čia Lm(r, t) ir Om(r, t) – laktozės ir deguonies koncentracijos mik-
robioreaktoriuje, VL = 2k2E10 ir VO = 4k3E20 – fermentų greičiai,
KL = 2k2/k1 ir KO = 4k3/k4 – Michaelio konstantos, E10 ir E20

– fermento koncentracijos. Kvazistacionarios būklės tūrinės reak-
cijos greitis V gali būti išreikštas laktozės ir deguonies funkcija,

V = V (Lm, Om) = 2V1V2
V1 + 2V2

. (28)

Atsižvelgiant į (28) reakcijas, gaunamos šios reakcijos-difuzijos
lygtys (0 < r < R0, t > 0) [3]:

∂Lm
∂t

= DL, m∆Lm − V,
∂Pm
∂t

= DP, m∆Pm + V,

∂Om
∂t

= DO, m∆Om −
V

2 , (29)

čia Pm(r, t) produkto koncentracija, DL,m, DP,m ir DO,m atitin-
kami difuzijos koeficientai [14, 51].

Jokios fermentinės ir ET reakcijos nevyksta už MR ribų (R0 <

r < R). Darydami prielaidą, kad tirpalas nuolat maišomas, ir
taikydami Nernsto apvalkalo sluoksnio prielaidą, turime (R0 <

r < R1, t > 0),

∂Cd
∂t

= DC, d∆Cd, C = L,P,O, (30)

17



čia Ld(r, t), Pd(r, t) ir Od(r, t) laktozės, produkto ir deguonies
koncentracijos mikrobioreaktoriuje, R1 −R0 yra Nernsto sluoks-
nio storis. Toliau nuo difuzijos apvalkalo tirpalas maišomas ir
visų tirpių rūšių koncentracijos yra vienodos apvalkalo išorėje ir
priklauso tik nuo laiko [12, 46]. Tirpalo tūris, iš kurio substratas
per laiko vienetą patenka į talpyklą, kurios tūris 4π(R3 −R3

1)/3,
visada lygus tam, kuriuo jis palieka difuzijos apvalkalą per srities
paviršių 4πR2

1,

dCb
dt = −1

q
DC,d

∂Cd
∂r

∣∣∣
r=R1

, C = L,P,O, (31)

čia Lb(t), Pb(t) ir Ob(t) yra laktozės, reakcijos produkto ir
deguonies koncentracijos tūrio masėje (R1 ≤ r ≤ R), q =
4π(R3 −R3

1)/(12πR2
1) = R3 −R3

1/(3R2
1). Vertė 1/q taip pat gali

būti laikoma absorbcijos koeficientu [10, 11].

2.3.2. Pradinės sąlygos
Laikysime, kad iš pradžių ištirpęs deguonis tolygiai pasiskirs-

to MR, o jame nėra laktozės ir išskaidyto produkto (0 ≤ r ≤ R0),

Lm(r, 0) = 0, Pm(r, 0) = 0, Om(r, 0) = φO0, (32)

čia O0 – deguonies koncentracija, o φ – pasiskirstymo koeficien-
tas [31, 54], dar žinomas kaip porėtumo koeficientas [14, 61]. Re-
akcija prasideda, kai laktozė pilama į tirpalą, kuriame yra mikro-
reaktorius. Laikoma, jog visi tirpūs junginiai pasiskirsto tolygiai
ir už mikroreaktoriaus ribų:

Ld(r, 0) = 0, Pd(r, 0) = 0, Od(r, 0) = O0, R0 ≤ r ≤ R1,

Lb(0) = L0, Pb(0) = 0, Ob(0) = O0.

(33)
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2.3.3. Kraštinės sąlygos
Dėl simetrijos MR centre yra apibrėžtos nulinio srauto kraš-

tinės sąlygos (r = 0, t > 0),

DC, m
∂Cm
∂r

∣∣∣
r=0

= 0, C = L,P,O. (34)

Dėl išorinės ir vidinės difuzijos srautas per difuzijos apvalkalą tu-
ri būti lygus srautui, patenkančiam į mikroreaktoriaus paviršių.
Pasiskirstymo koeficientas φ yra naudojamas apibūdinti jungi-
nių koncentracijos pasiskirstymą tarp dviejų sričių (t > 0, C =
L,P,O),

DC, m
∂Cm
∂r

∣∣∣
r=R0

= DC, d
∂Cd
∂r

∣∣∣
r=R0

, Cm(R0, t) = φCd(R0, t).
(35)

Visoms medžiagoms buvo taikomas tas pats pasiskirstymo koe-
ficientas φ [31, 54]. Srityje tarp difuzijos ir konvekcinių sričių
(r = R1) reikalingas koncentracijų tolygumas (t > 0),

Cd(R1, t) = Cb(t), C = L,P,O. (36)

Ribinės sąlygos (36) ir pagrindinės lygtys (31) būdingos tik
uždaroms sistemoms [A1].

3. Simbolinis ir skaitinis modeliavimas

Šiame skyriuje pateikiami matematinių modelių analiziniai
sprendiniai ribiniais atvejais, analizinės aproksimacijos, skaitinis
sprendimas, skaičiavimų lygiagretinimas bei formuluotė daugia-
kriteriniam optimizavimui. Skyriaus rezultatai yra publikuoti
[A3,A4,A6].
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3.1. Analiziniai sprendiniai
Nagrinėkime atvirą nuolat pildomo ir maišomo reaktoriaus

modelį, apibrėžtą skyriuje 2.1, ribiniu atveju, procesui nusisto-
vėjus, t. y. prie didelio laiko. Tokiu atveju kai kurie analiziniai
sprendiniai prie šių sąlygų gali būti rasti analiziškai.

3.1.1. Pirmos eilės analizinis sprendinys

Prie mažų substrato koncentracijų (s0 � KM) Michaelio-
Menten kinetika artėja prie pirmos eilės kinetikos, v(sm) ≈
Vmaxsm/KM. Darant nusistovėjimo prielaidą, lygtis (19) tampa
Dm∂/∂r

(
r2∂sm, s/∂r

)
= r2Vmaxsm, s/KM. Tokia lygtis su kraš-

tinėmis ir pradinėmis sąlygomis yra sprendžiama ir gaunamas
analizinis sprendinys [A3] 0 ≤ r ≤ r0:

sm, s(r) = φs0r1
r
× θr0 sinh(σr/r0)
θr1 sinh σ + φ(r1 − r0)(σ cosh σ − sinh σ) ,

(37)

bei srityje r0 ≤ r ≤ r1:

sd, s(r) = s0r1
r
× θr sinh σ + φ(r − r0)(σ cosh σ − sinh σ)
θr1 sinh σ + φ(r1 − r0)(σ cosh σ − sinh σ) .

(38)

Analizinės laikinio efektyvumo išraiškos taip pat gali būti iš-
skaičiuotos turint analizinę išraišką,

η = 3
σ2 (σ coth σ − 1), (39)

čia β = θr1/(r1 − r0) = Dd(r0 + h)/(Dmh).
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3.1.2. Nulinės eilės analizinis sprendinys

Prie didelių koncentracijų (s0 � KM) Michaelio-Menten ki-
netika artėja prie nulinės eilės kinetikos v(sm) ≈ Vmax. Ta-
da pagrindinės lygtys (19) koncentracijai nusistovint artėja prie
Dm

∂
∂r

(
r2 ∂sm, s

∂r

)
= Vmax r

2. Lygčių (3.1.2) su kraštinėmis sąlygo-
mis analizinis sprendinys gaunamas:

sm, s(r) = φs0 −
Vmax
6Dm

(
r2

0 − r2 + 2φr2
0

β

)
, (40)

sd, s(r) = s0 −
Vmaxr

3
0

3Dd

(1
r
− 1
r1

)
. (41)

3.2. Analizinės aproksimacijos homotopijos perturbacijos
metodu

3.2.1. Analizinės aproksimacijos
Modelį (19) taip pat nagrinėjo Radžendranas ir kiti [23, 37],

kurie siūlė naudoti mažą parametrą ε ir pateikė pirmosios ei-
lės apytikslius sprendinius. Panagrinėkime nežinomą koncent-
raciją S̃(r̃), išreikštą per mažą parametrą [9] S̃(r̃, ε) = S̃0(r̃) +∑∞
n=1 S̃n(r̃)εn. Kai ε = 0, turime pradinį paprastesnės lygties

sprendinį, kai ε = 1, gauname tikrą sprendinį. Problemos yra
dvi: pirma – mažo parametro reikšmė 1 ne visada patenka į kon-
vergavimo sritį, antra – dažniausiai dėl sudėtingos skaičiavimo
procedūros pateikiama k-tosios eilės analizinė aproksimacija, o
ne galutinis sprendinys.

Srityje 0 < r̃ < 1 įvedame mažą parametrą ε [9]. Pademonst-
ruosime, jog aproksimacijai didžiulę įtaką turi pradinis lygties
ištiesinimas. Panagrinėkime skirtingus modelius:(

S̃′′(r̃) + 2
r̃
S̃′(r̃)

)
− ε σ

2S̃(r̃)
1 + S̃(r̃)

= 0, (M1)
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(
S̃′′(r̃) + 2

r̃
S̃′(r̃)

)(
1 + S̃(r̃)

)
− εσ2S̃(r̃) = 0, (M2)

S̃′′(r̃) + 2
r̃
S̃′(r̃)− σ2S̃(r̃) + S̃ε(r̃)

(
S̃′′(r̃) + 2

r̃
S̃′(r̃)

)
= 0, (M3)

(
S̃′′(r̃) + 2

r̃
S̃′(r̃)

)
− σ2 + ε

σ2

1 + S̃(r̃)
= 0, (M4)

(
S̃′′(r̃) + 2

r̃
S̃′(r̃)

)(
1 + εS̃(r̃)

)
− σ2S̃(r̃) = 0. (M5)

Nors mažo parametro įvedimas į lygtis (M2) ir (M5) yra apra-
šytas mokslinėje literatūroje [23, 37], tačiau modeliai (M1), (M3)
dar nėra analizuoti.

Išsprendę modelius homotopijos perturbacijos metodu (M1),
gauname analizines aproksimacijas:

S̃M1, n(r̃) =


n∑
i=0

Cir̃
2i, 0 < r̃ < 1,

Cn+1 + Cn+2
1
r̃
, 1 < r̃ < 1 + ν̃.

(42)

Analogiškai modeliai (M2) – (M5) turi išraiškas:
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S̃M2, 0(r̃) =

φS0,

S0,
(43)

S̃M2, 1(r̃) =


σ2φS0

(
(1 + ν̃)γr̃2 − 2(1 + ν̃)φ− (1 + ν̃)γ + 2φ

)
/(

6γ(1 + ν̃)(φS0 + 1)
)
,

−σ2φS0((1 + ν̃)− r̃)/(3γ(1 + ν̃)(φS0 + 1)r̃),

(44)

S̃M3, 0(r̃) =


C1 sinh((1/2)

√
2r̃)

r̃
,

C2 + C3
r̃
,

(45)

S̃M4, 0(r̃) =


((1+ν̃)γr̃2σ2+6(1+ν̃)γS0+2σ2)

(6γ(1+ν̃)) ,

C5 + C6
r̃
,

(46)

S̃M5, 0(r̃) =


C4 sinh(σ2r̃)

r̃
,

C7 + C8
r̃
.

(47)

konstantos Ci, i = 1, . . . , 8 randamos sprendžiant kraštines są-
lygas. Konstantos tekste nepateiktos dėl didžiulių jų išraiškų.
Nagrinėkime (M1) n-tosios eilės sprendinį srityje 0 < r̃ < 1 ieš-
kodami sprendinio pavidalu:

S̃mM6(r̃) =
m∑
n=0

anr̃
2n. (M6)

Randame narių an išraiškas:

an = 1
n!

a0ε
n∑n

i=0 bia
i
0∑2n+1

j=0
(2n+1

j

)
aj0
. (48)
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Išsprendę lygtį su kraštinėmis sąlygomis randame:

a0 = φS̃0 −
1
6σ

2φS̃0
2(1 + ν̃)φ+ (1 + ν̃)γ − 2φ

(1 + ν̃)γ(φS̃0 + 1)
,

a1 = 1
6 ·

εa0
1 + a0

, a2 = 1
120 ·

ε2a0
a3

0 + 3a2
0 + 3a0 + 1

, ..

3.2.2. Analizinės aproksimacijos

Nagrinėdami artinių radimą homotopijos perturbacijos meto-
du (19)–(25) modeliui gauname analizinę aproksimaciją [A3]:

sm, s(r) ≈ sm, H(r) = s0φ−
Pσ2φs0

2

(
1− r2

r2
0

+ 2φ
β

(49)

+ 3P 2σ2

20

(
8 φ
β

(
1 + 5φ

β

)
− 3
(

1− r4

r4
0

)
+ 10

(
1 + 2φ

β

)(
1− r2

r2
0

)))
,

sd, s(r) ≈ sd, H(r) = s0 −
Pσ2φs0r0

θ

(
1
r
− 1
r1

)(
1 + 3P 2σ2

5

(
1 + 5 φ

β

))
,

(50)

čia P = KM/(3(φs0+KM)) = 1/(3(φS0+1)) . Nors išraiška (49)-
(50) sudėtinga, jos analizinė aproksimacija veikia gerai, tačiau
tikrai ne visur. 1 lentelėje pateikiamos koncentracijos reikšmės
taškuose R = 0 ir R = 1. Absoliutinė procentinė paklaida žy-
mima e(R) = (|Sm, s(R)− Sm, H(R)|/Sm, s(R))× 100%, čia Sm, s

koncentracija paskaičiuota skaitiniais metodais, Sm, H koncentra-
cijos reikšmė analizinės aproksimacijos.

HPM gautos substrato koncentracijos analizinės aproksima-
cijos yra pakankamai tikslios tada, kai fermento kinetika valdo
MR veikimą. Kitaip tariant, kai σ < 1, bei nėra neatsižvelgiama
į Biot skaičių β ir substrato koncentraciją S0. Analizinė aprok-

24



1 lentelė: Koncentracijos reikšmės suskaičiuotos skaitiniais metodais ir
homotopijos perturbacijos metodu

S0 β σ2 Sm, s(0) Sm, H(0) e(0)
10 10 0,1 4,99 4,98 0,13
0,1 10 0,1 0,05 0,05 0,72
10 0,1 0,1 4,94 4,85 1,85
0,1 0,1 0,1 0,05 0,04 8,75
1 1 1 0,45 0,40 10,41
10 10 10 4,13 3,53 14,56
0,1 10 10 0,02 0,06 223
10 0,1 10 0,95 -2,90 406
0,1 0,1 10 0,00 12,94 366162

simacija yra praktiškai bevertė, kai MR veikia difuzijos valdymo
būdu, ypač esant žemoms β reikšmėms.

3.2.3. Analizinių sprendinių palyginimas

Kai randame apytikslį analizinį sprendinį S̃∗(r̃), norėtume
gauti jo skaitinį tinkamumą. Panagrinėkime kvadratinės paklai-
dos funkciją E :

E = E(S̃∗)

=
∫ 1

0

(
D∗(r̃)∆S̃∗(r̃)− a∗(r̃) σ

2S̃∗(r̃)
1 + S̃∗(r̃)

)2
dr. (51)

Kadangi žinome, jog nagrinėjamas operatorius A(S)− f(b) = 0
vienmatis, galime nagrinėti kvadratinę paklaidą integruodami
per visą dominančią sritį. Nuostolių funkcija E priklauso ne
tik nuo sistemos kintamojo, bet ir nuo sistemos hiperparamet-
rų E(S̃0, φ, ν̃, γ, σ

2), ir, jei mes nustatome sistemos parametrų
sritį, tada galime sužinoti bendrą aproksimacijos paklaidą, kurią
galima apskaičiuoti taip:
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ET = ET (S̃∗, φ, ν̃, γ, σ2) (52)

=
∫ S̃0,v

0

∫ φv

0

∫ ν̃v

0

∫ γv

0

∫ σ2
v

0
Edν̃dγdσ2dφdS̃0.

Fiksuokime prasmingus bioreaktoriaus sistemos parametrus S̃0,v =
10, φv = 1, ν̃v = 1, γv = 10, σ2

v = 10. Nagrinėjamų modelių (M1)
– (M6) paklaida pateikta 2 ir 3 lentelėje. Atvejai ’-’ rodo, jog dėl
eksponentiškai augančių skaičiavimų resursų ir didelių analizinių
išraiškų nebuvo galima jų apskaičiuoti.

2 lentelė: Paklaidos ET analizinių išraiškų, gautų iš modelių (M1) –
(M6) .

0-eilės 1-eilės 2-eilės
(M1) 3, 7× 104 3,8× 103 8, 12× 102

(M2) 3, 7× 104 3,8× 103 –
(M3) 3, 2× 105 – –
(M4) 3, 3× 103 8, 8× 105 –
(M5) 2,24× 102 – –
(M6) 7, 9× 104 2, 1× 104 2,7× 102

Iš 2 lentelės galima pastebėti, kad skirtingų modelių klaidos
gali skirtis net keliomis eilėmis. Pirmiausia verta paminėti, kad
modeliai (M3) ir (M4) veikia ženkliai prasčiau. Jei pažvelgtume į
modelį (M5), paklaida būtų mažiausia pirmosios eilės analizinės
aproksimacijos. Vis dėlto šis modelis yra labai sudėtingas. Ki-
ta vertus, modelis (M6) turi bendrą aproksimacijos formą (48),
kuria galima apskaičiuoti k-osios eilės apytikslius narius.

Iš 3 lentelės matyti, kad, kai turime fiksuotus sistemos para-
metrus S̃0, φ, ν̃, γ, σ

2, paklaida E reikšmingai skiriasi. Skirtingai
įvedus nedidelį parametrą ε, nulinės ar pirmosios eilės aproksi-
macijos paklaidų eilė gali būti skirtingo dydžio. Pirma, pažvelgę
į (M3) ir (M4) modelius, pamatėme, kad nulinės eilutės aproksi-
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3 lentelė: Analizinių aproksimacijų (M1) – (M6) paklaidos prie fiksuotų
parametrų: S0 = 100, φ = 0.5, σ2 = γ = ν̂ = 1

0-eilės 1-eilės 2-eilės
(M1) 9, 6× 10−1 2, 12× 10−9 5× 10−10

(M2) 9, 6× 10−1 2, 12× 10−9 1,6× 10−14

(M3) 4, 4× 102 1, 59× 102 –
(M4) 9,7× 10−5 9, 7× 10−1 –
(M5) 1, 46× 103 – –
(M6) 9, 6× 10−1 1× 10−9 4× 10−10

macija veikia gerai, o pirmosios eilės aproksimacija pateikia blo-
gesnius rezultatus. Toks elgesys suponuoja, jog mažo parametro
ε reikšmė „vienas“nepatenka į konvergavimo sritį.

3.3. Lygiagretinimas

Disertacijoje atliktiems skaičiavimams pasitelktas R paketas
skaičiavimams vizualizuoti ir lygiagretinti. Šiame darbe mes
naudojame plačiai paplitusį R paketą parallel , nors yra ir
kitų alternatyvų, tokių kaip foreach ir doParallel (dok-
torantūros metu autorius naudojo R versijas 3.2–3.4.4). Pag-
rindinė lygiagretaus skaičiavimo paketo parallel funkcija yra
mclapply, ji atlieka tą patį funkcionalumą kaip lapply, bet skai-
čiavimai yra lygiagretinami. Tyrėjams metodas lapply lei-
džia atlikti tam tikras funkcijas f(.) su nurodytais argumen-
tais arba parametrų sąrašu p = (p1, p2, ..., pN ) ir sukuria sąra-
šą y = (f(p1), f(p2), ..., f(pN )). Natūralu, kad jei parametrai p
nusakomi kaip nepriklausomos užduotys, jos lengvai lygiagretina-
mos. Skaitinės schemos buvo realizuotos C++ kalba ir vykdomos
lygiagrečiai R kalboje.
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3.4. Formuluotė optimalių konfigūracijų paieškai

Jei norėtume rasti pageidaujamas mikroreaktorių konfigūra-
cijas, turinčias tam tikrų savybių, ar norėtume rasti nežinomus
sistemos parametrus, turėtume išspręsti optimizavimo uždavinį.
Kadangi yra keletas sistemos hiperparametrų, turėtume daugia-
kriterinį optimizavimo uždavinį [62]. Suformuluokime daugiakri-
terinio optimizavimo uždavinį bioreaktoriui optimizuoti.

3.4.1. Trijų tikslų optimizavimas

Nagrinėjame biokatalitinį mikroreaktorių, aprašytą 2.2 sky-
riuje. Į MR pripildyto fermento koncentracija yra lygi e0, o mik-
roreaktoriaus tūris lygus (Vr = 4πr03/3). Norint turėti fermen-
to koncentracijos išraišką, dekomponuosime maksimalų reakcijos
greitį Vmax = kcate0, čia kcat yra reakcijos greitis. Visas panaudo-
to fermento kiekis yra e0VrN , čia N yra mikroreaktorių skaičius.
Suformuluosime daugiakriterinio optimizavimo uždavinį su tri-
mis tikslo funkcijomis,

ϕ1(r0, e0, s0, r2) = t0,9 = {t : sb(t) = 0, 1s0},

ϕ2(r0, s0, r2) = 0, 9s0
r3

2 − (r0 + h1)3

r3
2

, (53)

ϕ3(r0, r0, r2) = e0r
3
0

r3
2
,

čia ϕ1(·) reiškia darbo laiką t0,9, reikalingą sunaudoti 90 % pra-
dinio substrato kiekio [A1], ϕ2(·) – substrato tūrio vienetas, rei-
kalingas pagaminti produktui, o ϕ3(·) – bendras fermento kiekis,
sunaudotas reaktoriaus tūrio vienete. Pirmasis ir trečiasis tikslai
turėtų būti kuo mažesni, o antrasis – maksimalus.

Kintamųjų intervalai pateikti 4 lentelėje. Darant prielaidą,
kad reaktorius labai maišomas, jo storis h1 nekinta [A1, A3]. Ta-
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4 lentelė: Optimizavimo kintamieji x = (r0, h2, e0, s0)T bioreaktoriui
optimizuoti

Kintamasis Aprašymas Intervalas Vienetai
r0 MR spindulys [10−4, 10−3] m
h2 Apvalkalo sluoksnis [10−4, 10−3] m
e0 Fermento koncentracija [10−8, 10−4] M
s0 Substrato koncentracija [10−5, 10−1] M

da spindulys r2 gali būti išreikštas per (nepriklausomus) spren-
dimo kintamuosius r0, h2 ir h1 taip: r2 = r0 + h1 + h2.

Nagrinėjama optimizavimo problema yra daugiakriterinis op-
timizavimas su trijų tikslų (54) optimizavimu. Kintamieji pa-
teikti 4 lentelėje. Dėl patogesnio normalizavimo pereisime prie
logaritminės skalės, kuri palengvina nagrinėjamų sričių tinkamą
padalijimą. Tada kintamieji keičiami:

x = (x1, .., x4)T , x1 = lg r0, x2 = lg e0, x3 = lg s0, x4 = lg h2 ,
ir sritimi

A = {x : −4 6 x1, x4 6 −3,−8 6 x2 6 −4,−5 6 x3 6 −1}.
(54)

Detalesnis formulavimas, įskaitant ir dvitikslę optimizaciją,
yra pateiktas publikacijoje [A4].

4. Kompiuterinio modeliavimo taikymas
bioreaktorių savybių tyrimui

Kompiuterinio modeliavimo rezultatai ir bioreaktorių sąvybių
tyrimai pateikti publikacijose [A1-A3, A5-A9].
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4.1. Nuolat pildomo ir maišomo reaktoriaus savybės

Atliekant visus kompiuterinio modeliavimo eksperimentus,
šios modelio parametrų vertės buvo laikomos pastoviomis: [1,
20, 22],

Dd = 600µm2/s, Dm = 200µm2/s,

KM = 100µM, r0 = 250µm, φ = 0, 6. (55)

Daugelyje skaitinių eksperimentų, atliktų šiame darbe, laikas
th buvo žymiai didesnis nei nusistovėjimo laikas tss (kvazis-
tacionarumas). Pasiekus koncentracijos nusistovėjimo būseną,
substrato koncentracija sm(r, t), taip pat fermento reakcijos grei-
tis v(sm(r, t)) laikui bėgant praktiškai nesikeičia, v(sm(r, t)) =
v(sm, s(r)) kai t > tss.

4.1.1. Skaičiavimų eiga

Ištirta vidinės ir išorinės masės mainų įtaka mikroreaktorių
efektyvumui, taip pat substrato sunaudojimo trukmei. Mikro-
reaktoriaus veiksmas tiriamas prie skirtingų modelio parametrų
reikšmių. Kaip pagrindinis MR efektyvumo rodiklis naudojamas
bendras efektyvumo koeficientas ηo, o proceso trukmės matas –
bedimensis laikas Th.

4.1.2. Įtaka proceso efektyvumui

Apskaičiuotas faktorius ηo skirtingoms difuzijos modulio σ,
Biot skaičiaus β reikšmėms bei prie skirtingos S0 koncentracijos.
1c paveikslėlis rodo koeficiento kitimą ηo, priklausomybę nuo σ
ir β. 1c paveikslėlyje galima pastebėti, jog bendras efektyvumo
koeficientas ηo didėja mažėjant difuzijos moduliui σ ir artėja prie
pastovios reikšmės, kuri beveik nekinta visoms Biot skaičiaus β
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reikšmėms.

Esant mažai substrato koncentracijai (S0 � 1) ir mažoms
reikšmėms σ, turime, jog coth(σ) ≈ (1/σ + σ/3), o koeficientas
ηo artėja prie φ visoms galimoms β reikšmėms, t. y. ηo ≈ φ,
kai S0 � 1 ir σ < 1. 1c paveikslėlis parodo, jog ηo artėja
prie maksimumo, kuris yra šiek tiek didesnis nei φ, ηo reikšmė
0, 75 > φ = 0, 6. Taip yra dėl mažos substrato koncentracijos
(S0 = 1). 1a paveikslėlis rodo ηo kitimą nuo koncentracijos S0

ir difuzijos modulio σ prie Biot skaičiaus reikšmės β = 10, o 1b
paveikslėlis rodo ηo kitimą nuo S0 ir β prie σ = 1.
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1
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100
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0.1

1
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100

η 0
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0.8
1

a)
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1
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η 0

0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

b)

1 pav.: Laikinio efektyvumo ηo priklausomybė nuo bedimensės kon-
centracijos S0 keičiant difuzijos modulį σ (a), ir Biot skaičių β (b) bei
keičiant σ ir Biot skaičių β (c)

1 paveikslėlis rodo, jog mikroreaktoriaus efektyvumą galima
žymiai pagerinti padidinant substrato koncentraciją (S0), taip
pat sumažinant difuzijos modulį σ, t. y. sumažinant dalelių
difuzijos pasipriešinimą. Efektyvumą taip pat galima šiek tiek
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pagerinti didinant Biot skaičių β, t. y. mažinant išorinę difuzijos
varžą.

4.1.3. Įtaka proceso trukmei

Norint nustatyti difuzijos apribojimų ir pradinės substrato
koncentracijos įtaką proceso trukmei, buvo imituotas mikroreak-
toriaus veikimas ir apskaičiuotas bedimensis laikas Th keičiant
difuzijos modulio σ, Biot skaičiaus β ir bedimensės koncentraci-
jos S0 reikšmes. 2c paveikslėlyje parodytos apskaičiuotos laiko
vertės Th, priklausomai nuo σ ir β, esant bedimensei koncentra-
cijai S0 = 1. Th priklausomybė nuo substrato koncentracijos yra
parodyta 2c. Kaip galima pastebėti 2c paveikslėlyje, laikas Th

didėja mažėjant tiek difuzijos moduliui σ, tiek Biot skaičiui β.
2a paveikslėlyje parodytas laikas Th, keičiant difuzijos modulio σ
ties, β = 10, o 1b paveikslėlis rodo Th, priklausomybę nuo S0 ir
β su difuzijos modulio reikšme σ = 1.

2 paveiksluose galima pamatyti netiesinį laiko padidėjimą Th,
padidėjus substrato koncentracijai S0. Detalesnė analizė buvo
pateikta ir publikuota straipsnyje [A3].

4.2. Nuolat maišomo uždaro reaktoriaus savybės
Atliekant visus kompiuterinio modeliavimo eksperimentus,

šios tipinės modelio parametrų vertės buvo pastovios [1, 20, 22]:

Dd = 600µm2/s, Dm = 200µm2/s, KM = 100µM,

r0 = 250µm, φ = 0, 6 . (56)

32



S0

0.01
0.1

1
10

100

σ

0.1

1

10

T h

1
10
100
1000
10000
100000

a) β

1
10

100

S0

0.01
0.1

1
10

100

T h

10

100

800

b)

2 pav.: Bedimensė laiko Th priklausomybė nuo bedimensės koncentraci-
jos S0 keičiant difuzijos modulį σ (a) ir Biot skaičių β (b), bei difuzijos
modulį σ ir Biot skaičių β

4.2.1. Laikinio efektyvumo koeficiento netiesinė dinamika

Bendro trumpalaikio efektyvumo koeficiento η∗o dinamika
kaip bedimensio laiko T funkcija yra parodyta 3 paveikslėly-
je. Efektyvumo koeficientas η∗o buvo apskaičiuotas prie skirtingų
pradinių substrato koncentracijų S0 (3a paveikslėlis), difuzijos
modulio σ (3b paveikslėlis), Biot skaičiaus β (3c paveikslėlis), at-
virkštinės adsorbcijos koeficiento θ (3d paveikslėlis) ir pasiskirs-
tymo koeficiento φ (3e paveikslėlis) reikšmių. Kiti modeliavimo
parametrai buvo tokie patys kaip ir pradiniame eksperimente.
Paryškintos raudonos linijos 3 paveikslėlyje rodo konkretų efek-
tyvumo koeficiento η∗o atvejį. Nusistovėjusios laikinio efektyvumo
koeficiento ηo,ss vertės pavaizduotos vientisomis juodomis linijo-
mis. Spalva nurodo normalizuotą likutinę koncentraciją.

Kaip galima pamatyti 3a paveikslėlyje, laikinis efektyvumo
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3 pav.: Laikinio efektyvumo koeficiento η∗
o priklausomybė nuo skir-

tingos pradinės koncentracijos S0 (a), difuzijos modulio σ (b), Biot
skaičiaus β (c), santykio θ (d) ir pasiskirstymo koeficiento φ (e)

koeficientas įgyja didesnes reikšmes proceso eigoje esant žemai
substrato koncentracijai, kai Michaelio-Menten kinetika artėja
prie pirmosios eilės kinetikos (S0 � 1, s0 � KM), o ne esant dide-
lėms koncentracijoms, kai MR veikia pagal nulinės eilės fermento
kinetiką (S0 � 1, s0 � KM). Be to, esant vidutinėms ir dide-
lėms koncentracijoms, bendras efektyvumo koeficientas η∗o(T ) yra
nemonotoninė laiko T funkcija, o efektyvumo maksimumas pasie-
kiamas maždaug tuo pačiu metu, kai pastoviosios būklės veiks-
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mingumas pasiekiamas esant mažoms koncentracijoms. Esant
didelėms koncentracijoms, trumpalaikis efektyvumo koeficientas
η∗o pasiekia maksimalų ir palaiko aukščiausią efektyvumą (η∗o ar-
ti vieneto). Kurį laiką vėliau jis drastiškai mažėja ir artėja prie
pastoviosios reikšmės.

3a ir 3b paveikslėlyje parodyta, jog MR efektyvumas tam
tikrą laiką gali būti žymiai padidintas, pvz., padidinant pradinę
substrato koncentraciją S0 ar sumažinant difuzijos modulį σ, t.
y. mažinant dalelių difuzijos varžą. Visos vientisos juodos li-
nijos 3 paveikslėlyje sutampa su laikinio efektyvumo koeficiento
η∗o nusistovėjusiomis vertėmis (T = 103), išskyrus vertes, mode-
liuojamas mažiausiomis difuzijos modulio reikšmėmis, σ < 0, 1.
Tolesni skaičiavimai (T > 103) parodė, kad ηo,ss vis dėlto taip
pat pasiekiama ir prie σ < 0, 1, ηo,ss ≈ η∗o, kai T > 106.

4.2.2. Substrato sunaudojimo trukmė

Kaip galima pamatyti 3d paveikslėlyje, laikas, kurio reikia
sunaudoti pradiniam substrato kiekiui (Sb/S0 = 0, 1), t. y. 90%,
gali būti keliomis eilėmis didesnis prie θ = 10 nei prie θ = 0, 1.
Dešimtkart sumažėjus difuzijos moduliui σ, daugiau nei dešimt
kartų padidėja laikas, reikalingas tam tikram substrato kiekiui
konvertuoti ( 3b paveikslėlis).

Detalesnis eksperimentų tyrimas ir analizė pateikta straips-
nyje [A1].

4.3. Anglies nanovamzdeliais grįsto mikroreaktoriaus
savybės

Nagrinėjamas matematinis modelis apibrėžtas (29)–(36).
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4.3.1. Simuliacijų eiga

Kompiuterinis modeliavimas buvo atliktas parenkant para-
metrus, suderintus su fiziniais eksperimentais, atliktais prie pen-
kių skirtingų laktozės koncentracijų L0 : 2, 5, 10, 20 ir 50 mM.
Kiti modelio parametrai buvo parinkti tokie [42, 43]:

KL = 9, 6 mM, VL = 0, 019 mM/s,

KO = 0, 5 mM, VO = 1, 170 mM/s, O0 = 0, 25 mM,

DL,m = DP,m = 2, 2× 10−10 m2/s, DO,m = 0, 67× 10−9 m2/s,

DL,d = DP,d = 6, 6× 10−10 m2/s, DO,d = 2, 0× 10−9 m2/s,

R0 = 225µm, R1 = 305µm, R = 840µm, φ = 0, 56.
(57)

Deguonis kaip lakazės substratas buvo eksperimentiškai ma-
tuotas selektyviu Klarko tipo elektrodu. Imituojant fermento
katalizuojamo proceso dinamiką (4), matuojama buvo deguonies
koncentracija Ob [43].

4 paveikslėlyje pavaizduota eksperimentinės ir simuliuotos
deguonies koncentracijos dinamika. Eksperimentai pateikia de-
guonies koncentracijos dinamiką tiesinėje skalėje per pirmas 4000
(s), kol vyko fiziniai eksperimentai. Logaritminė skalė rodo pra-
tęstus simuliacijos rezultatus.

4 paveikslėlyje parodyta, kad pasiūlytas matematinis mo-
delis gana tiksliai atspindi fizinius eksperimentus. Jei laktozės
koncentracija yra 2, 5, 10 ir 20 mM, santykinė paklaida tarp
skaitinio sprendimo ir eksperimento duomenų, vidutiniškai ap-
skaičiuota nuo 0 iki 4000 s, yra mažesnė nei 5 %.
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4 pav.: Deguonies koncentracijos dinamika, vykusi eksperimentinių
duomenų ir simuliacijos metu
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5 pav.: Laikinis efektyvumas ηt keičiant pradinę koncentraciją L0

4.3.2. Laktozės įtaka efektyvumui

Laikinis efektyvumo koeficientas ηt pateiktas 5 paveikslėly-
je, keičiant pradinę laktozės koncentraciją L0 (a) ΦL = 0, 1, (b)
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6 pav.: Laikinio efektyvumo faktoriaus ηt priklausomybė, keičiant di-
fuzijos modulį ΦL prie koncentracijų L0: 10 (a) ir 0,1 (b) mM

ΦL = 0, 67, (c) ΦL = 1, (d) ΦL = 10. 5b paveikslėlyje paro-
dytas nemonotoniškas laikinio efektyvumo faktoriaus ηt elgesys
esant didelėms ir vidutinėms pradinėms laktozės koncentracijoms
(L0 > 0, 5 mM = 2 O0). Tuo tarpu esant mažoms koncent-
racijoms efektyvumo koeficientas ηt yra monotoniškai didėjanti
laiko funkcija. Esant bet kokiai laktozės koncentracijai, laikinis
efektyvumo koeficientas ηt(t) (t → ∞) artėja prie pastoviosios
reikšmės.

Kai vyrauja pirmasis procesas (1) – (2) (V1(Lm) � V2(Om))
dviejų fermentų katalizuojamo proceso metu (4), procesas tampa
ribojamas deguonies ir V (Lm, Om) tampa beveik nekintamas lak-
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7 pav.: Laikinis efektyvumo faktorius ηt priklausomybė keičiant difuzi-
jos modulį ΦO (a–b) ir Biot skaičių β = βL = βO (c–e)

tozės koncentracijos atžvilgiu, V (Lm, Om) ≈ 2V2(Om). Priešingu
atveju, kai vyrauja kitas procesas (4) – (3) (V2(Om) ggV1(Lm)),
ribojimas atsiranda iš laktozės. 5b paveikslėlis parodo, kad,
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esant didelėms ir vidutinėms pradinėms laktozės koncentracijoms
(L0 & 2O0), po santykinai trumpo laiko (102 −−103 s) deguo-
nies koncentracija ir efektyvumo koeficientas pradeda drastiškai
mažėti. Deguonies koncentracija tampa tokia maža, kad V2(Om)
tampa daug mažesnė nei V1(Lm) ir tada procesas vyksta riboto-
mis deguonies sąlygomis, V (Lm, Om) ≈ 2V2(Om). Esant tokioms
mažoms deguonies koncentracijoms kaip Om � KO, netiesinės
reakcijos terminas V2(Om) sumažinamas iki pirmosios eilės re-
akcijos V2(Om) ≈ OmVO/KO. Kaip galima pastebėti 5b pa-
veikslėlyje, pradinė laktozės koncentracija gali būti tokia maža
(L0 . 2O0), kad deguonį galima sumažinti tik iš dalies, o pro-
cesą (4) valdo laktozė. Esant tokioms, labai mažoms laktozės
koncentracijoms, (Lm � KL), V1(Lm) artėja prie pirmos eilės
kinetikos V1(Lm) ≈ LmVL/KL. Tokiais tiesiniais atvejais pasto-
vaus efektyvumo koeficientą galima apskaičiuoti analitiškai [A3].
Taikant šią formulę dviem tiesiniams reakcijos greičio V (Lm, Om)
atvejams, gaunamos dvi pastoviosios būsenos efektyvumo fakto-
riaus išraiškos – viena laktozei (ηL), kita – deguoniui (ηO),

ηC = 3βCφ(ΦC coth ΦC − 1)
Φ2
C(βC + φ(ΦC coth ΦC − 1))

, C = L,O. (58)

4.3.3. Difuzijos įtaka laikiniam efektyvumui

6 paveikslėlis demonstruoja laikinio efektyvumo faktoriaus
ηt dinamiką, esant skirtingoms difuzijos modulio ΦL reikšmėms
ir dviem pradinėms laktozės koncentracijoms L0 : 10 ir 0, 1 mM.
ηt raidos priklausomybės nuo kito difuzijos modulio ΦO ir Biot
skaičiaus β = βL = βO pavaizduoti 7 paveikslėlyje (taip pat 6 c-

40



6d paveikslėlyje).

Norint parodyti, kad difuzijos modulis ΦL tikrai gali turėti
įtakos laikinio efektyvumo faktoriaus dinamikai, reaktoriaus sis-
tema buvo modeliuojama prie 100 kartų mažesne laktozės kon-
centracija L0 = 0, 1 mM, kai procesas vyksta ribotomis lakto-
zės sąlygomis nuo pradžios iki nusistovėjimo. 6b paveikslėlyje
parodyta, kad nusistovėjęs laikinis efektyvumo koeficientas mo-
notoniškai didėja mažėjant difuzijos moduliui ΦL ir tai gali būti
išreikšta kaip funkcija ηL = ηL(ΦL), apskaičiuota iš (58), žr.
pavaizduota raudona punktyrine linija. Esant L0 = 0, 1 mM,
laikinis faktorius ηt monotoniškai didėja laikui bėgant visoms ΦL

reikšmėms, kurių vertė kinta nuo 0, 1 iki 10 (žr. 6b paveikslėlis),
o ηt yra nemonotoninė laiko funkcija, kai L0 = 10 mM, kaip
parodyta 6 a. 6b paveikslėlyje taip pat parodyta, kad tik nedi-
delė deguonies dalis yra sunaudojama esant tokiai žemai laktozės
(L0 = 0, 1 mM) koncentracijai.

6 ir 7a -7e paveikslėliai parodo, kad MR efektyvumas gali būti
žymiai padidintas, bent jau tam tikrą laiką, mažinant difuzijos
modulį, t. y. mažinant dalelių difuzijos varžą.

Detalesnis tyrimas ir išvados pateiktos rankraštyje [A2].
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Bendrosios išvados

1. Pasiūlytas mikroreaktoriaus su anglies nanovamzdeliais ma-
tematinis ir kompiuterinis modelis, grįstas cheminės reak-
cijos įgalinimu per laisvųjų elektronų pernašą. Modelis gali
būti sėkmingai naudojamas realaus bioreaktoriaus kineti-
nėms savybėms tirti.

2. Laikinis uždaros bioreaktoriaus sistemos efektyvumas prie
didelio laiko artėja prie atviros bioreaktoriaus sistemos lai-
kinio efektyvumo. Pateiktos atviros sistemos analizinės
charakteristikos, kurios galioja ir uždaroms sistemoms.

3. Homotopijos perturbacijos metodas, prie fiksuotų sistemos
hiperparametrų, gali leisti rasti analizines aproksimacijas
su mažesne nei 10−10 paklaida. Toks paklaidos dydis mode-
liavimo praktikoje yra laikomas priimtinu praktikoje. Ana-
lizinės aproksimacijos, gautos taikant homotopijos pertur-
bacijos metodus, validžios tik tada, jei mažas parametras
patenka į konvergavimo sritį. Taigi, norint taikyti šį meto-
dą, skirtingas sistemos pradinis ištiesinimas yra būtinas.

4. Bioreaktoriaus, grįsto nesąveikaujančiais mikrobioreakto-
riais, cheminė kinetika gali būti sėkmingai modeliuojama,
vienos dimensijos erdvėje nagrinėjant vienetinį mikrobiore-
aktorių su išoriniu (difuzijos) sluoksniu.
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