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1 skyrius

Ivadas

Skaicius a € C vadinamas algebriniu skaiciumi, jei jis yra kokio nors nenulinio poli-
nomo su racionaliaisiais koeficientais saknis. Maziausio laipsnio normuotas polino-
mas p(x) € Q[z], kurio Ssaknis yra «, vadinamas algebrinio skaic¢iaus a minimaliuoju
polinomu, o jo laipsnis vadinamas algebrinio skai¢iaus « laipsniu ir zymimas deg(«).

Drungilas, Dubickas ir Smyth 2012 mety straipsnyje [4] iskélé uzdavinj rasti visus
trejetus (a, b, c) € N3, kuriems egzistuoja trys algebriniai skaiciai «, 3, v, kuriy laips-
niai atitinkamai a, b, ¢, tokie, kad o+ 5+~ = 0. Kity autoriy sis klausimas taip pat
suformuluotas ,,mathoverflow* virtualiame matematikos forume 2010 metais tokia
forma: nustatyti galimas skaiciaus o+ (8 laipsnio reiksmes, jei algebriniy skaiciy «a ir
3 laipsniai atitinkamai lygus a ir b [http://mathoverflow.net/questions/30151/].

Trejetas (a,b, ¢) € N3, a < b < ¢, vadinamas S-trejetu (atitinkamai P-trejetu), jei
egzistuoja trys algebriniai skaiciai «, 8,7, kuriy laipsniai atitinkamai a, b ir ¢, tokie,
kad o + 8 + v = 0 (atitinkamai a8y = 1). Skaiciy trejetas (a,b,c) € N* a < b < c,
vadinamas C'-trejetu, jei egzistuoja skaiciy kunai K ir L, kuriy laipsniai atitinkamai
a ir b, tokie, kad kuny K ir L kompozito KL laipsnis lygus ¢, ¢ia kompozitu KL
zymimas maziausias toks kunas KL, kad K C KL ir L C KL.

Straipsnyje [4] bei jo tesiniuose [3],[2],[5] buvo suformuluoti sarysiai tarp P-
trejety, S-trejety ir C-trejety. Jei trejetas yra C-trejetas, tai jis yra ir S-trejetas,
ir P- trejetas [4, Teiginys 1]. Atvirkstinis teiginys néra teisingas. Pagal [4, Teiginys
29,(ii)] trejetas (4,4,6) yra S-trejetas, bet néra C-trejetas. Drungilas, Dubickas ir

Luca [3] jrodé, jog kiekvienas S-trejetas yra ir P-trejetas. Atvirkstinis teiginys veélgi



neéra teisingas. Tegu:
a=(-1-iV3)/4, =72 ~=(-1+iV3)/V2

Skaiciy «, 3, v laipsniai atitinkamai lygus 2, 3,3. Be to, a8y = 1. Vadinasi, trejetas
(2,3,3) yra P-trejetas, taciau pagal [4, Teorema 5| (2,3, 3) néra S-trejetas. Aptarti
sarysiai tarp C-trejety, S-trejety ir P-trejety iliustruoti pav.

P-trejetai

S-trejetai

C-trejetai

1.1 pav.: Sarysiai tarp C-trejety, S-trejety ir P-trejety

IS pastaryju teiginiy seka, jog jei trejetas (a, b, ¢) néra P-trejetas, tai jis néra nei
S-trejetas, nei C-trejetas. Iki Sio baigiamojo magistro darbo rasymo datos yra rasti
visi C-trejetai (a, b, ¢), kuriuose b < 9 [4],[3],[5] bei visi S-trejetai (a, b, ¢), kuriuose
b <7 M3l

Drungilas, Dubickas ir Smyth [4, Teorema 38] nustaté, jog trejetas (6,6, 10) néra
S-trejetas. Pagrindinis baigiamojo magistro darbo ,, Uzdavinys apie dviejy algebriniy
skaiciy sandaugos laipsnj* tikslas apibendrinti jrodymo metoda, kurj taikant buvo
nustatyta, jog trejetas (6,6, 10) néra S-trejetas. Gautas rezultatas suformuluotas

teoremoje.
1 teorema. Tegu k - teigiamas sveikasis, o p - pirminis. Tuomet:
(1) Jei % =1, tai trejetas (p+1, p+1, kp) yra C-trejetas, S-trejetas ir P-trejetas.

(17) Jei % =2, tai trejetas (p+ 1,p+ 1, kp) yra S-trejetas ir P-trejetas, bet néra
C-trejetas.

(1i1) Jei % ¢ {1,2}, tai trejetas (p+1, p+1, kp) néra nei P-trejetas, nei S-trejetas,

nei C-trejetas.

Pavyzdziui, kai p = 5, k = 2 turime, jog % = 5%1 = 3. Vadinasi, pagal teoremos
(i71) dalj trejetas (6,6, 10) néra P-trejetas. Tuomet (6,6, 10) néra nei S-trejetas, nei

C-trejetas. Tolimesniame skyriuje pateikiamas [1| teoremos jrodymas.
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2 skyrius

Teoremos jrodymas

Teoremos dalys (7) ir (i¢) iSplaukia tiesiogiai i$ [4, Teiginys 29]. Pagrindinis Sio bai-

giamojo magistro darbo rezultatas suformuluotas (7i7) dalyje.

(i) B2 =1, tad p+ 1 = k. Pagal [4, Teiginys 29,(i)] trejetas (n,n,n(n — 1)) yra
C-trejetas. Paéme n = p+1 gauname, jog (p+1, p+1, kp) yra C-trejetas, S-trejetas

ir P-trejetas.

(17) % = 2, tad ”‘5—1 = k. Vadinasi, (p + 1) - lyginis. Kai n - lyginis, trejetas

n(n—1)
2

(n,n, ) yra S-trejetas, bet néra C-trejetas |4, Teiginys 29,(ii)]. Paéme n = p+1

gauname, jog (p+ 1,p + 1, kp) yra S-trejetas ir P-trejetas, bet néra C-trejetas.

(7i1) Tarkime, jog egzistuoja toks k, kad ]%1 ¢ {1,2} ir trejetas (p+ 1,p+ 1, kp)
yra P-trejetas, t.y. galima rasti tokius tris algebrinius skaicius «, 3,7, jog afy =1
ir «, 5,7 laipsniai atitinkamai lygus p + 1,p + 1, kp. Kadangi Q(af) C Q(«, ) ir
Q(aB) = Q™) = Q1) tai Q(y) € Q(a, B). Vadinasi, [Q(a, 5) : Q] dalijasi 5 kp.
Taip pat turime, jog Q(a) C Q(«, 5), tad [Q(a, B) : Q] dalijasi ir is p + 1. Tegu
DBD(z,y) ir MBK(z, y) Zymi dviejy naturaliyjuy skaic¢iy z ir y atitinkamai didziausia
bendra daliklj ir maziausia bendra kartotinj. IS pastaryjy teiginiy iSplaukia, jog
[Q(a, B) : Q] dalijasi is MBK(kp, p+ 1). Tarkime, jog DBD(kp,p+ 1) = d. Tuomet

DBD(k,p+ 1) = d ir todeél % € N. Be to, MBK(kp,p+ 1) = %. Taigi turime

kp(p +1)

— <[Q.p): QL. (2.1)



Kita vertus
[Q(a, ) : Q] < [Q(a) : Q] - [Q(B) : Q] = (p+ 1)(p+ 1) (2.2)

Apjungus (21) ir (22) gauname, jog #E < (o 1)(p+ 1) arba 2 < (p 4 1).
Akivaizdu, jog tuomet £ = 1. Vadinasi, DBD(p + 1, kp) = k ir

ptl

€ N. (2.3)

Be to, MBK(kp,p+1) = p(p+ 1), tad [Q(c, 8) : Q] : p(p+1). Taciau [Q(«, ) :
Q] < (p+1)(p+1), todél [Q(a, ) : Q] = p(p + 1). Gautus rezultatus iliustruoja

diagrama (2.4)).
(2.4)

a, )

/ \
ptl
k

I$ diagramos matome, kad skai¢iaus /3 laipsnis virs Q(«) lygus p. Vadinasi, vienas

skaiCiaus [ algebrinis jungtinis priklauso kunui Q(«). Neprarasdami bendrumo

tarkime, jog tai ;. Tuomet egzistuoja toks polinomas f(x) € Q|x], kad

b= f(a). (2.5)

Tegu Bi, B2, ..., Bpt+1 Zymi visus skai¢iaus 8 algebrinius jungtinius virs Q. Imkime
Q(«, 8)/Q normaliojo uzdarinio Galua grupés automorfizmag o;, kuris perveda J; i

;. Paveike juo lygybe (2.5) gauname, kad
B = f(ay) (2.6)

su kiekvienu j = 1,2,...,p + 1, ¢ila oy = «a, g, ...,0p41 - skaiCiaus o algebriniai
jungtiniai. Nesiaurindami bendrumo laikykime, jog 3 = 32 = f(az). Tuomet v~ ! =
oy = on - flan) it Q) = Qv) = Qan - F(02)). Be to, Q(B) = Q(F () €
Q(ag). Taciau [Q(F2) : Q] = [Q(an) : Q] = p+ 1. Vadinasi, Q(52) = Q(az). Gautus

rezultatus iliustruoja diagrama ([2.7)).



Q(an) (2.7)

Analogiskai gauname, jog Q(5;) = Q(f(¢;)) = Q(oy) visiems j € {1,2,...,p +
1}. Parodysime, jog tuomet bet kurio a; laipsnis virs Q(a;) lygus p su visais j €
{1,2,...,p + 1} \ {i}. Fiksuokime j € {2,3,...,p + 1}. Kadangi s laipsnis virs
Q(a1) lygus p (7r. diagrama (2.7)), tai a; ir ay yra algebriniai jungtiniai virs Q(a ).
Vadinasi, Q(«, 5)/Q normaliojo uzdarinio Galua grupéje galime rasti automorfizma,
o toky, kad o(ag) = o ir o(a;) = a;. Tuomet turime, jog (v ') = o(ay - f(ag)) =
ay - f(a ). Taigi oy - f(a;) yra skaic¢iaus 7! algebrinis jungtinis, todél jo laipsnis

virs Q lygus kp. Gautus rezultatus iliustruoja diagrama (2.8)).

Qo) (2.8)
Q" Qo flay) —FQau,ay)
p+l P
Q(a;)

Pastebékime, jog skaiCiaus oy laipsnis virs Q(«;) lygus p", todél visi skaic¢iai
{on, a2, a3, ..., 0511} \ {a;} yra skaiciaus a; algebriniai jungtiniai virs Q(cy;). Vadi-
nasi, bet kurio «; laipsnis virs Q(cy;) lygus p su visais i € {1,2,...,p+1}\ {j}. Taigi
visi skaiciai «; - f(cv;), kai i # j, yra algebriniai jungtiniai vir§ Q. Nagrinékime is jy

tuos, kuriy indeksams galioja i < j (zr. (2.9)).

aq - f(Oéz)
ar - flag) a0 flas)
aq - f(Oé4) y Q2 - f(Oé4) y 3+ f(Oé4) (2-9)
a1 - flapr) s flapyr) e flapin).

\]



% skaitiaus 7' = oy - f(ap) algebriniy jung-

Pagal tokj pasirinkimg turime
tiniy virs Q. Skai¢iaus y~! laipsnis vir§ Q lygus kp. Pagal teoremos prielaida
P ¢ (1,2}, be to B2 € N (2:3). Vadinasi, 22 > 2 ir i$ éa 227 > kp, todel

kazkurie du algebriniai jungtiniai i$ (2.9) yra lygus, t.y.:

aq - fla) = ac- f(a) (2.10)

su tam tikrais @ < b,c < t ir a # ¢ arba b # t. Taciau pastebékime, jog jei b = t,
tai a, = v, ir tuomet a = ¢, priestara. Analogiskai, jei a = ¢, tai f(ap) = f(a),
ir tuomet §, = F;, tad b = t, priestara. Vadinasi, a # c ir b # t. Nesiaurindami

bendrumo laikykime, jog a < ¢. Tuomet a < ¢ <t ir t ¢ {a,b, c}.

Nagrinékime Q(a;)/Q normaliojo uzdarinio Galua grupe G, veikiancia kaip Sp,41
pogrupis indeksy {1,2,...,p + 1} atzvilgiu, t.y., jei 0 € G, tai o(a;) = ), cia
j=1,2,...,p+1. Diagramoje matome, jog [Q(aq, ) : Q] = p(p+1). Kadangi
Q(aq,a2) C G, tai grupés G eile dalijasi is p. Pagal Kosi teorema [1l, Teorema 15.1],
grupéje G egzistuoja elementas 7, kurio eilé lygi p. Vadinasi, 7 turi buti p-ciklas
(jo isskaidymas nepriklausomy cikly sandauga negali susidéti is daugiau nei vieno
ciklo). Taigi, 7 = (i1 a... i) su skirtingais skaiciais iy, 4, ...,7, € {1,2,...,p + 1}.
Nesiaurindami bendrumo laikykime, jog p+ 1 ¢ {i1 ,is ,...,7,}. Tuomet 7(api1) =
apy1. Parinkime o € G tokj, kuris perveda a; j apy1. Paveike juo lygybe [2.10]

gauname

a; - fa;) = ar - fapt) (2.11)

¢ia i, j,k € {1,2,...,p}. Elementu 7 paveike lygybe (2.11)) gauname

ary - far)) = oy - fapi)

Qr2(; 'f(a/TZ ‘):aTQk 'f(a-‘,-l)
(@) (4) (k) p (2.12)

Qrp=1(5) * f(a‘ri"—l(j)) = Qrp—1(k) * f(aerl)-
Elemento 7 € S,.; orbita, kuriai priklauso aibés {1,2,...,p+ 1} elementas [, va-
dinama aibé, sudaryta i§ elementy I, 7(1), 72(1), ..., 77(1), ¢ia r - toks maZiausias tei-

giamas sveikasis skaicius, kad 77(I) = [. Zymime orb,/(7) = {l,7(1),7*(1),...,7"(1)}.



Nagrinéekime Sias elemento 7 orbitas:
orbi(t) ={i, 7(i), 7*(i),..., T}

Orbj(T) = {]7 T(j)a TQ(j)a ) Tpil(j)}
orby(t) = {k, 7(k), 7k), ... T '(k)}

Kadangi {1, j,k} € {i1,42,...,7,}, tai orb;(7) = orb;(1) = orby(7) = {1,2,...,p}.
Vadinasi, sudaugine [2.11]ir visas p — 1 lygybes is turime:

f[lai : ﬁf(ow) = ﬁla (f(aps))? (2.13)

Remiantis 2.6lir 2.13] turime:

Bpr )P = (flaps)P™ = flan) - flag) - oo flapir) =B Ba oo Bpy1 €Q

Vadinasi, (8,11)"™ € Q. Tegu (B,41)P™ = u. Tuomet [,41 yra polinomo
f(x) = 2™ — 4 Saknis. Normuoto polinomo f(z) laipsnis lygus p + 1, todél f(z) -
skai¢iaus 8 minimalusis polinomas vir§ Q ir u = sP*!.

Kadangi skaic¢iy « ir £ laipsniai virs Q lygus, tai uzdavinys apie dvieju skaiciy
sandaugos laipsnj yra simetriskas « ir § atzvilgiu. Tad analogiskai gauname, jog o
minimalusis polinomas virs Q yra g(x) = 2P — v, ¢ia v = aP*L.

Turime, jog (af)P* = wv, tad (aB)P™ € Q. Vadinasi, (p + 1) : deg(a3). Ta-
¢iau deg(af) = deg(y™1) = deg(y) = kp, tad (p+ 1) : kp, priestara. Vadinasi, jei
% ¢ {1,2}, tai trejetas (p + 1,p + 1, kp) néra P-trejetas. IS to seka, jog jis néra

nei S-trejetas, nei C-trejetas.



A Degree Problem for two Algebraic Numbers of Degree p + 1 for
Their Product and Sum

Summary

The triplet (a,b,c) € N3 is said to be product-feasible (resp. sum-feasible) if there exist
three algebraic numbers «, 8, of degrees a, b, ¢ such that afy =1 (resp. a+ 5+v =0).
In this work it is shown that for all positive integers k and every prime p such that
% ¢ {1,2}, the triplet (p + 1,p + 1, kp) is not product-feasible and consequently not

sum-feasible. This theorem generalizes Theorem 38 of [2], where Drungilas, Dubickas and

Smyth established that the triplet (6,6, 10) is not sum-feasible.

10



Literatura

[1] R.A. BEEZER, T.W. JUDSON, Abstract Algebra, Orthogonal Publishing L3C,
Michigan, 2015.

[2] P. DRUNGILAS, A. DUBICKAS, On degrees of three algebraic numbers with zero

sum or unit product, Colloq. Math. 143(2) (2016), 159-167.

[3] P. DRUNGILAS, A. DUBICKAS, F. Luca, On the degree of compositum of two

number fields, Math. Nachr. 286(2-3) (2013), 171-180.

[4] P. DRUNGILAS, A. DUBICKAS, C. SMYTH, A degree problem for two algebraic

numbers and their sum, Publ. Mat. 46 (2012), 571-585.

[5] P. DRUNGILAS, L. MACIULEVICIUS, A degree problem for the compositum of

two number fields, Lith. Math. J. 59(1) (2019), 39-47.

11



	Ivadas
	Teoremos irodymas
	Summary
	Literatura


