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Ivadas

1 apibrézimas. Skaiciai 21, 2o € C* = C\ {0} vadinami multiplika-
tyviai priklausomazs, jei egzistuoja tokie a,b € Z, iS kuriy bent vienas
nenulinis, kad buty teisinga lygybe

a b __
2129 =1,

priesingu atveju, skaiciai 2z, zo vadinami multiplikatyviai nepriklauso-
mazis.

Akivaizdu, kad skai¢iai z1, 2o yra multiplikatyviai prikausomi ta-
da ir tik tada, kai su bet kokiomis saknimis i§ vieneto (, (', skaiciai
(z1, (' zy yra multiplikatyviai priklausomi. Taip pat, skaiciai z1, z3 yra
multiplikatyviai priklausomi, jei bent vienas is juy yra saknis is vieneto.
Nesunku jsitikinti, kad du naturalieji skaic¢iai A > B > 1 yra multip-
likatyviai priklausomi tada ir tik tada, kai egzistuoja tokie naturalieji
skaic¢iai a < bir g > 1, kad A = ¢ ir B = ¢*.

Tegul ¢ := e - primityvioji k-tojo laipsnio Saknis iS vieneto.
Madritsch ir Ziegler [1], [2] straipsniuose iskélé hipoteze:

2 hipotezé ([1}, 1.4 klausimas|, [2, 2.8 hipotezé|). Skaiciai m—{ g, n—(y
yra multiplikatyviai nepriklausomi su kiekvienu k > 3 ir kiekvienu
m >n € N, isskyrus atveji (n, k) = (1,6).

Nesunku pastebéti, kad jei (n,k) = (1,6), tai skai¢ius n — (} =
1 — (s = (;' yra Saknis i$ vieneto, todél skaiciai m — (5,1 — (g yra
multiplikatyviai priklausomi su kiekvienu m € C.

Itaka sios hipotezés atsiradimui padaré [3] straipsnis, kuriame Han-
sel ir Safer, naudodami —m + (i formos bazes is ziedo Z[(x], irodé
atskira hipotezes atvejj, kai k = 4.

Buvo iSnagrinéta ir daugiau atskiry atveju. Pavyzdziui, [1] straips-
nyje hipotezé jrodyta, kai k yra kokio nors nedidelio pirminio skaiciaus
laipsnis.

Taip pat [1], [2] straipsniuose Madritsch ir Ziegler hipotezé buvo
irodyta visiems 0 < m —n < 10 ir m > n > C(k), kur C(k) > 0 —
konstanta, priklausanti tik nuo k. Si konstanta pasirodo Schinzel ir Tij-
deman straipsnyje [4], tac¢iau yra tokia didelé, kad panasu, jog sekant
tomis paciomis idéjomis, hipotezés nepavykty jrodyti net mazoms k
reikSméms.



Sio magistro darbo pagrindinis tikslas yra apzvelgti P.Drungilo ir
A.Dubicko [5] straipsnj apie dviejy sveikuju skaic¢iy, pastumty per Sak-
nj i§ vieneto, multiplikatyvyji priklausomuma bei gauti naujy rezul-
taty nagrinéjant dviejy algebriniy skaic¢iy multiplikatyviojo priklauso-
mumo klausima.

Pavyko jrodyti, kad jei o — realusis algebrinis skaicius, kuris néra
sveikasis algebrinis skaiCius ir 2« ¢ Z, tuomet su bet kuriais m,n € Z,
m # n, skai¢iai m — o, n — a yra multiplikatyviai nepriklausomi. Taip
pat iStyréme ir tuos atvejus, kai 2o € Z.

Toliau nagrinéjome skaic¢iy m — « ir n — a multiplikatyvyjj priklau-
somuma, kur m,n € Z, m # n, ir o — sveikasis algebrinis skaicius. Ty-
réme atveji, kai o = Vk, kur k € N, vk ¢ N ir parodéme, kad skaiciai
k—+Vk?+1,—k — +k? + 1 yra multiplikatyviai priklausomi su visais
k € N bei suformulavome hipoteze apie kitus sveikuosius algebrinius
skaicius iS Sios klasés. Taip pat radome be galo daug sveikyjy algebri-
niy skaiciy v := +/a + /B, kur a > 8 € N — bekvadraciai ir be galo
daug nattiraliyjy m > n > y/a + /B reikdmiy, su kuriomis skaic¢iai
m — v,n — v yra multiplikatyviai nepriklausomi.



2 skyrius

Apzvalga

Naujg poziurj j Madritsch ir Ziegler iskelta problema pasiulé P. Drun-
gilas ir A. Dubickas, kurie savo straipsnyje [5] pilnai jrodé [2] hipoteze.
Apzvelgsime pagrindinius jrodymo zingsnius ir idéjas.

3 apibrézimas. Algebrinj skaiciy a # 0 vadinsime sangrgZiniu, jei
1/a yra skai¢iaus « algebrinis jungtinis virs Q.

Naudinga pastebéti, kad kiekvieno sangrazinio algebrinio skaic¢iaus
a # +1 laipsnis d := deg(a) virs Q yra lyginis, o skaic¢iaus f := a+1/«
laipsnis yra d/2.

Raktu i |2 hipotezés jrodyma tapo toks rezultatas:

4 teorema ([0, 1.1 teoremal). Tegul o — sangrgzinis algebrinis skai-
cius, deg(a) = 4 ir skaicius B := a + 1/« turi bent du algebrinius
jungtinius intervale (—oo,2]. Tuomet skaiciai m — a,n — « yra multi-
plikatyviai nepriklausomi su visais naturaliaisiais m > n > 0.

Teoremos jrodymas remiasi elementariomis idéjomis is algebrinés
skaiciy teorijos. Kitame skyriuje jas pritaikysime naujiems rezulta-
tams gauti.

5 teorema ([B, 1.2 teoremal). Skaiciai m — (p,n — Cp yra multipli-
katyviai nepriklausomi su kiekvienu k > 3 ir kiekvienu m > n € N,
isskyrus atveji (n, k) = (1,6).

Pirmiausia pastebime, kad kiekvienam k > 7 ir kK = 5 turime

deg(Cr) = ¢(k) = 4,

kur ¢ — Oilerio funkcija. Su kiekviena iS minéty £ reiksmiy, skaicius
a = (, yra sangrazinis algebrinis skai¢ius, kurio laipsnis yra ¢(k) > 4

ir
B =+ 1/ = 2cos(2m/k)

turi ¢(k)/2 > 2 algebrinius jungtinius intervale (—2,2). Todél pagal
teorema, skaiciai m — (i, n — (; yra multiplikatyviai nepriklausomi su
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visais m > n > 0. Like atvejai, kai £ = 3,4, 6, iSnagrinéjami atskirai,
remiantis gerai zinomy Diofantiniy lygéiy teorija. Tam, kad buty aiski
idéja, atvejj k = 3 iSnagrinésime detaliai.

Tarkime priesingai, kad skaiciai m — (3, n — (3 yra multiplikatyviai
priklausomi. Tuomet egzistuoja tokie a,b € Z, kur a # 0 arba b # 0,

kad
(m —(3)" = (n — (). (2.1)

Nemazindami bendrumo galime laikyti, kad a € N ir b € Z. Imkime
skaic¢iy kuno K = Q((3) Q-homomorfizma f, kuris elementa (3 atvaiz-
duoja i 1/¢3, t.y. f((3) = 1/(3. Tuomet Siuo atvaizdziu paveike abi
lygybés puses gausime

(m —1/G)" = (n —1/¢)". (2.2)
Sadaugine [2.1)ir [2.2]lygybes turésime
(m* +1—=mp)* = (n* +1—np)", (2:3)

kur 8 :=(3+1/(3 = 2cos(2m/3) = —1. I8 lygybés gauname, kad
du naturalieji skaic¢iai m? + m + 1 ir n? + n + 1 yra multiplikatyviai
priklausomi. Vadinasi, egzistuoja tokie naturalieji skaic¢iai ¢ > 1 ir
b >a > 1, kad

m>+m+1=¢"irn*>+n+1=4g".

Nagell [6] staipsnyje parodé, kad 182 4+ 18 + 1 = 73 yra vienintelis
Diofantineés lygties
X 4+ X+1=Y¢

kur X, Y, ¢ > 1, sprendinys. Tuo pasinaudodami gauname, kad (m, g,0’) =
(18,7,3) ir kadangi b’ > a’ > 1, tai iSsprende pora kvadratiniy lygciy

n*4+n+1="7% no=-1/2+193/2,
n?4+n+1="7 njo=-32

randame, kad (n,a’) = (2,1). Vadinasi, nagrin¢jame tiksliai tokia ly-
gybe ,

(18 = ()" = (2= G, (2.4)
kura e Nirbe Z. I3 zinome, kad

(18 = 1/G)" = (2 1/¢3)". (2.5)

Kadangi (3 = —% + ?z ir1/¢s = —% — ?i, tai sudaugine ir
lygybes gausime

343 =7 = b= 3a.



Nagrinékime santykj

18— G _ (18-G)(2—1/G)* _ (37— V3i)(10 +9v/3i) _ 397 + 323V/3d

2-G)PF @2-GBRR2-1/G)3 2.73 686

Nesunku patikrinti, kad gautas skaic¢ius yra polinomo

p(x):xQ—zZ;x—i—l

saknis. Negana to, tai yra minimalusis Sio skaic¢iaus polinomas. Miusy
nagrinétas santykis turéty buti saknis is vieneto, ta¢iau gauname, kad

397 + 323/3i
686

néra sveikasis algebrinis skaicius. Vadinasi, Sis skaicius néra ir saknis
i§ vieneto. Cia gauname priestarg tam, kad skai¢iai 18 — (5 ir 2 — (3
yra multiplikatyviai priklausomi. Taigi, detaliai iSnagrinéjome atvejj,
kai k = 3. Like atvejai (k = 4,6) jrodomi labai panasiai.

6 apibrézimas. Skai¢iai z1, 29, ...,2, € C* = C\ {0} vadinami mul-
tiplikatyviai priklausomais, jei egzistuoja tokie ay,as,...,ar € Z, iS
kuriy bent vienas nenulinis, kad buty teisinga lygybé

ai a2 ak __
21257t =1,
priesingu atveju, skaiciai zi, 29, ..., 2x vadinami multiplikatyviai ne-

priklausomais.

P.Drungilas ir A. Dubickas apibendrino [ teorema tuo atveju, kai
nagrinéjame ne dviejy, o k skaiciy multiplikatyvyjj priklausomuma:

7 teorema ([5, 3.1 teoremal). Tegul o — sangrgZinis algebrinis skai-
¢ius, deg(a) = 6 ir skaicius B := o + 1/av turi bent t > 3 algebrinius
jungtinius intervale (—oo,2|. Tuomet skaiciai

m; — o, My — &, ..., M1 — &

yra multiplikatyviai nepriklausomi su visais naturaliaisiais my > meq >
oMy > 0.

Pastebima, kad atveju t = 3, Sis rezultatas yra Siek tiek silpnesnis
negu [ teorema.
Taip pat verta paminéti, kad ankstesniame P. Drungilo ir A. Du-
bicko straipsnyje [7], buvo gautas jdomus rezultatas:
Jeigu o — algebrinis skaicius, kuris néra sveikasis algebrinis skai¢ius
ir
(my — ) (mg — ) ... (Mg, — )™ =1,

kur ay,as,...,axy € Z, tai a1 +as + -+ -+ a = 0.
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3 skyrius

Rezultatai

Toliau pateiksime rezultatus, kuriuos pavyko gauti tiriant dviejy svei-
kyju skaic¢iy, pastumty per algebrinj skai¢iy, multiplikatyvyjj priklau-
somuma.

8 teiginys. Tequl a — algebrinis skaicius, kuris néra sveikasis algeb-
rinis skaicius. Tarkime, jog egzistuoja tokie skaiciai m,n € Z, m # n,
ira,b € Z, kur a # 0 arba b # 0, kad buty teisinga lygybé

(m—a)=(n—a).
Tuomet a = b ir

m — (n
a=—-
1_Ca ’

kur (, yra a-tojo laipsnio Saknis is vieneto ir (, # 1.

Irodymas. Tarkime priesingai, kad lygybe
(m—a)*=(n—a) (3.1)

teisinga su skaiciais a,b € Z, a # b. Nemazindami bendrumo galime
laikyti, kad @ > b ir a > 0.

Jeia =0, tai b < 0 ir i$ lygybés gauname (n — o)™ = 1.
Vadinasi, o yra polinomo

(n—z)"—-1

saknis. Taigi, o yra sveikasis algebrinis skaic¢ius — priestara. Dabar
turime, jog a > b ir a > 0.
Jei b <0, tai i$ (3.1)) lygybés gauname, kad a yra polinomo

(m—x)*(n—2)"—1

saknis. Tai reiskia, kad a yra sveikasis algebrinis skaic¢ius — priestara.
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Jei b > 0, tai i$ (3.1)) lygybés gauname, kad « yra polinomo

b

a

(m —2)* = (n —2)

saknis. Velgi, gauname priestara tam, kad o néra sveikasis algebrinis
skai¢ius. Taigi turime, kad (3.1)) lygybéje a = b > 0. Tuomet

m— a\® m—«
( ) :1:> :CGJ
n—ao n—ao

kur ¢, yra a-tojo laipsnio Saknis i$ vieneto. Be to, (, # 1, nes priesingu
atveju gautume m = n. IS ¢ia turime, kad

m — (n
o=—:
1_Ca

]

9 iSvada. Tarkime, kad o — realusis algebrinis skaicius, kuris néra
sveikasis algebrinis skaicius ir 2a ¢ 7. Tuomet su bet kuriais m,n €
Z, m # n, skaiciai m — « ir n — a yra multiplikatyviai nepriklausomi.

Irodymas. Tarkime, kad skaic¢iai m — « ir n — « yra multiplikatyviai
priklausomi, t.y. egzistuoja tokie sveikieji skaiciai a,b € Z, is kuriy
bent vienas nenulinis, kad yra teisinga lygybé (m — a)® = (n — a)’.
Tuomet, remiantis |8 teiginiu, egzistuoja tokia a-tojo laipsnio Saknis
is vieneto (, # 1, kad

m — n m —n
G _

1_<:a 1_Ca'

o =

Kadangi a € R, tai ir (, € R. Vadinasi, (, = —1. Tuomet o = n+"5"
ir 2a = m +n € Z. Priestara. Todél skai¢iai m — « ir n — « néra
multiplikatyviai priklausomi. O

Jei o — realusis algebrinis skaicius, kuris néra sveikasis algebrinis
skaiCius ir 2a € Z, tai o = 22 kur k € Z. Galime iSnagrinéti ir §
atvejj.

10 pastaba. Tegul o = 2’“2—“, kur k € Z. Skaiciai m — « irn — «, kur
m,n € Z, m # n, yra multiplikatyviai priklausomi tada ir tik tada, kai
m—+n = 2aq.

Irodymas. Pirmiausia parodysime, kad lygybe (m — a)® = (n — «a)®
gali buti teisinga tik tuomet, kai a = b. Tikrai,

2k +1\@ 2k +1\°
(m— 2+ > :<n— 2+ ) — (2m—2k—1)" = 2°7%.(2n—2k—1)".

Pastebékime, kad kairéje paskutiniosios lygybés puséje visada turési-
me nelyginj skaiciy, taciau desinéje nelyginj skaiciy gausime tik tuo-
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met, kai a = b. Vadinasi,
(m—a)*=(Mn—-a)" < m—a=|n—q
Is ¢ia gauname, kad
m—a=—(n—a) = m=2a—n arban=2a—m.

O

2k+1 . 2k+1
2 2

Kitaip tariant, su bet kokiais k£, m € Z skaic¢iai m — ir

yra multiplikatyviai priklausomi.

m

Kyla klausimas, o kokia situacija, jeigu o — sveikasis algebrinis
skai¢ius? Pirmiausia naturalu galvoti apie kvadratinius algebrinius
skaiius, tadiau ir padiu paprasciausiu atveju, kai @ = vk, kur k € N
ir vk ¢ N, susiduriame su sunkumais. Galime iSpesti tik gana trivialy
rezultata:

11 teiginys. Skaiciai k—+/'k?> £ 1 ir —k—+/k? £ 1 yra multiplikatyviai
priklausomi su visais k € N.

Irodymas.

(k- Vg1 = <k + \/1k:2 + 1)2 N

k- VEEE1 2 k- VETEL2 —
:<(k+\/k2i1)(k—\/k2i1)> :(k:2—(k2i1)> = (b=VEE £ 1)

]

12 hipotezé. Tegul o = Vk, kur k € N\ {I?,1> £1:1 € N}. Tuomet
skaiciat m — « ir n — a yra multiplikatyviai nepriklausomsi su visais
m,n € Z, m # n.

Skaiciams m, n leidus jgyti sveikasias reiksmes is intervalo [—50, 50]
ir skai¢iams a,b atitinkamai sveikasias reikSmes i$ intervalo [—5, 5]
kompiuterio pagalba pavyko patikrinti, kad lygybé

(m—a)* = (n—a)’

negalioja su visais k € [1,500] \ {I?,1> £ 1:1 € N}. Sekant [5] teoremos
irodymo idéjomis, bent dalinio uzdavinio sprendima galétume suvesti
i Diofantinés lygties

X?—-D=Y"

kur X, Y, n, D € Nsprendiniy paieska. Tokios lygtys, kuomet X, Y, n €
N, DBD(X,Y) =1,n> 2,D € Z, mokslingje literaturoje dar vadina-
mos apibendrintosiomis Lebesgue-Nagell tipo lygtimis. Siek tiek dau-
giau pasistumeéta nagrinéjant atvejus, kai D < 0, taciau, jei D > 0,
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kaip ir musy hipotezés atveju, zinoma gerokai maziau. Apie gautus
rezultatus, sprendziant tokio tipo lygtis, daugiau suzinoti galima [§]
straipsnyje. Pavyzdziui, iki Siol néra zinoma, ar lygtis

X*—-2=Y",

kur X,Y,n € N,DBD(X,Y) = 1,n > 2 turi bent vieng sprendinj.
Todél vargu, ar eidami siuo keliu, jrodytume net ir atskirus musy hi-
potezes atvejus.

Toliau, pasinaudodami [4|teoremos jrodymo idéja, sukonstruosime
be galo daug tokiy sveikyjy algebriniy skaiciy v ir naturaliyjy skaiciy

m, n, su kuriais skaiciai m — v, n —~ buty multiplikatyviai nepriklau-
somi.

13 teiginys. Tegul a > € N - bekvadraciai. Tuomet skaiciai m —
(Va+ /PB) irn— (Va+ /B) yra multiplikatyviai nepriklausomi su

visais naturaliaisiais m > n > y/a + /.

Irodymas. Tarkime priesingai, jog egzistuoja tokie skaiciai a,b € Z,
kur a # 0 arba b # 0 ir naturalieji skai¢iai m > n > y/a + /[, kad

— (Va+/8) = (n— (Va+/B). (3.2)

Nemazindami bendrumo galime laikyti, kad a > 0. Gerai zinoma, kad
skaiGiaus y/a + /[ algebriniai jungtiniai skaiciai vir§ Q yra

+/a+,/B.

Imkime skai¢iy kino K = Q(y/a + /) Q-homomorfizma f, kuris
skai¢iy v/ + /B atvaizduoja j skai¢iy v/a — /B, t.y.

f(a+/B) = Va—/s.
Siuo Q-homomorfizmu paveike abi (3.2)) lygybés puses gausime
—(Va—/B)" = (n— (Va—/B)" (3.3)
Sudaugine (3.2)) ir (3.3]) lygybes turésime

(m? = 2my/a+ (a—B)* = (0 = 2mv/a+(a—B)l.  (34)

Skai¢iaus \/a minimalusis polinomas vir$ Q yra p(r) = 2% — «, todél
V/a algebriniai jungtiniai skaiciai vir§ Q yra 4++/a. Vadinasi, galime
paimti skaiciy kuno L = Q(v/a) Q-homomorfizma g, kuris skaiciy 1/«
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atvaizduoty j skaiciy —/a, t.y.

g(Wa) = —va.

Siuo Q-homomorfizmu paveike abi (3.4) lygybés puses gausime dar
viena lygybe

(m* +2mya+ (a = §))" = (n* + 2nv/a + (a — §))". (3.5)
Patogumo délei ir lygybes apjunkime

(m* £ 2myv/a + (o — B))* = (n® £ 2nVa + (a — B))". (3.6)
Pirmiausia jrodysime, kad a > 0. Tikrai, jei a = 0 ir b # 0, tuomet
skaiciai n? + 2n/a + (o — () yra Saknys i$ vieneto. Kadangi n? +

2ny/a + (a — B) € R, tai n? £ 2ny/a + (a — B) = £1. Taciau tuomet

+1 —a+ 3 —n?

Vo= +on

cQ

ir gauname prieStara. Visiskai analogiskai galétume parodyti, kad
b # 0, taciau tai jrodysime kitu budu, kurio nauda pamatysime siek
tiek veliau.

Taigi, jei b = 0 ir a # 0, tuomet skaiciai m? + 2m/a + (a — )
yra Saknys i$ vieneto. Kadangi m? + 2m\/a + (a — ) € R, tai m* +
2my/a + (o — ) = £1. Tadiau,

m? £ 2mva + (a—B) =m* —2mya+a— 3=
=(m=Va)=B=n+1-va)-§>

> (Vat+/B+1-va)?-p=
— (fB+12—B=2/B+1>1.

Toliau svarbu pastebéti, kad
m? —mz + (o — ) >n* —nz + (a— B) >0,

su kiekvienu x € (—o00, 2y/c|. Pirmiausia jrodysime pirmaja nelygybe,
is tikryjy
m? —mz + (o — ) >n* —nz + (o — )
m? —max > n® — nx
m* —n? > (m —n)x

m-+n>uax.
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Pastaroji nelygybé teisinga, nes

m4n>2y/a+2/8>2/a+2v2> .

Kita vertus,

n—nr+a—p=>n*—2Van+a—f =

= (n—Vay = > (Va+/B—va)’ =5 =0.

Taigi, kadangi m? — mz + (o — ) > n? —nx + (o — ) > 0, tai
intervale (—o0, 24/a] galime apibrézti funkcija

f(z) == alog(m® — mz + (a — B)) — blog(n® — nz + (a — 3)).
I3 (3.6) lygybés zinome, kad §i funkcija turi bent du nulius z; = —2+/«
ir ¥ = 2y/a. Pasinaudoje Rolio teorema gauname, kad funkcijos f

iSvestiné

am bn
mQ—mx+(a—5)+n2—nx+(a—5)

Fw) = -

privalo turéti realigja Saknj v € (—2v/«, 2¢/a) C (=00, 2y/a]. Todél i3
f'(7) = 0 nesunkiai randame, kad

a(n + (o= f)/n =) = b(m + (a = B)/m = 7). (3.7)

Pastebékime, kad m+ (o —f)/m—~ > n+(a—)/n—~ > 0. Tikrai,
pirmiausia jrodykime pirmaja nelygybe. Uzsirasykime m = n+ k, kur
k € N ir skaiciuokime

a— a—
m+ 28 sl (35)
m n

oz—ﬁ>oz—ﬁ
n+k n
nk+k+a—-8 o—p
>
n+k n

k+

n’k +nk®> + an — Bn > an + ak — fn — fk
nn+k) >a—p.

Pastaroji nelygybé teisinga, nes

n(n+k:)>n2>(\/a—l—\ﬁ)2>oz+,6>a—ﬁ.
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Taigi liko parodyti, kad n + (oo — 3)/n — v > 0. Si nelygybé biity
teisinga, jei sugebétume jrodyti, kad n+ (o — 3)/n—2/a > 0. Taciau
padauginus abi sios nelygybés puses is n gautume nelygybe, kurig jau

iSnagrinéjome
n* —2y/an + (a — 8) > 0,

ji teisinga su visais n > y/a + /f. Taigi turime, kad
n+(a—pg)/n—-v>0

ir anks¢iau parodéme, kad a > 0, todel kairioji lygybeés puse
yra teigiama. Vadinasi, desinioji 1} lygybeés pusé taip pat teigiama.
Jau jsitikinome, kad m + (a - p — 7 > 0, todél gauname, jog
b > 0. Taigi, kadang1 b > 1ir ka1r10J1 lygybes pusé didesné
uZ vieneta, t.y. (m? & 2m\/_+ (a — 5))“ > 1, tai gauname, kad
n? 4+ 2ny/a + (o — B3) > 1. Galiausiai, kadangi

m? + 2myv/a + (a— B) >n* £ 2nva + (a— ) > 1

1r a b > 1 tai i$ (3.6]) lygybés isvedame, kad a < b. Kita vertus, is

ir ( lygybm 1sp1auk1a a>b. Prlestara Vadinasi, skaiciai m—
ir n — (y/a++/3) yra multiplikatyviai neprlklausoml O

14 isvada. Tequl a« > [ € N - bekvadraciai ir v = +/a £ /5.
Tuomet skaiciat m — vy ir n — v yra multiplikatyviai nepriklausomi su
visais naturaliaisiais m > n > y/a + /f.

Irodymas. Atveji v = y/a + /B jau 1r0deme u teiginyje, todél lai-
kykime, kad v # v/a + +/B. Tarkime prieSingai, jog egzistuoja tokie
skaiGiai a,b € Z ir m > n > \/a + /3, kad buty teisinga lygybé

(m—)"=(n—1)" (3.9)

kur a # 0 arba b # 0. Imkime skaic¢iy kuno K = Q(~) Q-homomorfizma
f, kuris skaiciy 7 atvaizduoja j skaiciy /o + v/, t.y.

= Va+,/8.

Siuo Q-homomorfizmu paveike abi (3.9)) lygybés puses gausime

—(Va+/B)" = (n— (Va+/8)" (3.10)

Taciau si lygybé priestarauja teiginio tvirtinimui. O]

14



Summary

Definition 1. Any two nonzero numbers z1,z, € C* = C\ {0} are
called multiplicatively dependent if there exist a,b € Z, not both zero,
such that

202h =1,

and multiplicatively independent otherwise.

For each k € N denote by (} := e the primitive kth root of unity.
Madritsch and Ziegler [1], [2] raised the following conjecture:

Conjecture 2 (]I 1.4 Question], [2, 2.8 Conjecture]). For any k > 3
and any positive integers m > n the numbers m — (i, n — (i are
multiplicatively independent except when (n, k) = (1,6).

It is easy to check that in the exceptional case (n, k) = (1,6), the
number n — ¢, = 1 — (s = (5 * is a root of unity, so that the numbers
m — (g, 1 — (g are multiplicatively dependent for every m € C.

Hansel and Safer [3] have considered the case k = 4 with appli-
cation to the multiplicative independence of the bases of Z[(}] of the
form —m + (. The case when k is a power of some small prime has
also been settled in [I].

It is worth mentioning that in [I], [2] conjecture was settled for
0 < m—mn < 10° and also for any m > n > C(k), where C(k) is
a positive constant depending on k only. The constant C'(k) comes
from the paper of Schinzel and Tijdeman [4], but it seems to be not
effective enough to help solve the conjecture.

P. Drungilas and A. Dubickas [5] proved Madritsch and Ziegler con-
jecture [2|using an entirely different and more straightforward appro-
ach.

The main focus of this thesis lies in the multiplicative dependence
of two integers shifted by an algebraic number. A particular moti-
vation for this topic comes from the paper of P. Drungilas and A.
Dubickas [5]. We looked into the main ideas of the proof of the above-
mentioned conjecture |2 and discussed some other important results.
We succeeded to prove that for any algebraic number o which is not
an algebraic integer and 2« ¢ Z, the numbers m — o, n — v are mul-
tiplicatively independent for every m,n € Z, m # n. In particular, we
also settled the case when 2« € Z.

It was natural to consider the same problem when « is an algebraic
integer. We looked into the class of & = vk, where k € N, V& ¢ N and
formulated a conjecture based on empirical evidence. We also showed
that the numbers k — v/k? &+ 1 and —k — v/k? £ 1 are multiplicatively
dependent for every k € N. Finally, we found an infinite class of
algebraic integers v := ++/a £+ /B, where a > 8 € N - squarefree and
infinitely many positive integers m > n > y/a + v/ such that the
numbers m — v, n — v are multiplicatively independent.
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