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Sezoninis ir jungtinis trijy zaly diskretaus laiko rizikos modeliai

Santrauka

Siame darbe nagrinéjamas sezoninis ir jungtinis trijy zaly diskretaus laiko rizikos modeliai baigtiniame ir
begaliniame laike. Pateikiami pagrindiniai apibrézimai, savokos ir savybés, kurios reikalingos apskaiciuoti siy
modeliy bankroto tikimybes bégant laikui, taip pat suformuluojamos pagrindinés teoremos, kurios remiasi
rekursiniy formuliy principu. Sios teoremos taip pat pagristos praktiniais skai¢iavimais, palyginant bankroto
tikimybés pokycius laike sezoniniame ir jungtiniame modeliuose, tariant, kad diskretaus laiko triju zaly
modelis yra pasiskirstes pagal Puasono arba baigtinj diskretyjj skirstinj. Sis darbas taip pat yra bakalaurinio
darbo tesinys, kuriame nagrinéjome tik sezoninio trijy zaly diskretaus laiko rizikos modelj.

Raktiniai Zodziai : Rizikos modelis, sezoninis trijy zaly rizikos modelis, jungtinis trijy zaly rizikos modelis,
baigtinio laiko bankroto tikimybé, begalinio laiko bankroto tikimybé, begalinio laiko iSgyvenimo tikimybe,
grynojo pelno salyga.

Seasonal and Multi-Risk Discrete Time Three-Risk Models

Abstract

In this paper it is analysed seasonal and multi-risk discrete-time risk models with non identically distri-
buted claims for finite and infinite time. Main risk theory definitions and properties are introduced as well
as formulation of main theorems that use principal of recursion to calculate finite-time and ultimate ruin
probabilities for those two models. These theoretical results are also illustrated with practical calculations
comparing results of seasonal and multi-risk models by assuming that three-risk claims are distributed by
Poisson distribution or a finite discrete probability distribution. This paper is also a continuation of the
bachelor’s thesis in which it was analysed only three-seasonal discrete time risk model.

Key words : Risk model, seasonal three-risk model, multi-risk three-risk model, finite-time ruin probability,
ultimate ruin probability, ultimate survival probability. net profit condition.



1 Ivadas

Rizikos teorija yra viena pagrindiniy taikomosios tikimybiy teorijos Saky, kurios nagrinéja-
my matematiniy modeliy pagalba apskaic¢iuojama draudiko tikimybé bankrutuoti. Vieni placiau-
siai naudojamy modeliy - tai diskretaus laiko rizikos modeliai, kuriais remiantis yra nagrinéjamas
draudiko turtas diskre¢iais laiko momentais. Sie modeliai yra sukurti remiantis trimis parametrais:
draudiko gaunamomis jmokomis, patiriamais nuostoliais ir pradiniu turtu. Draudiko patiriamus
nuostolius vadinsime zalomis ir teigsime, kad jos yra viena nuo kitos nepriklausomos ir jgyjancios
neneigiamas sveikasias reikSmes. Diskretaus laiko rizikos modeliai gali buti keliy tipuy - vienos,
dviejy, trijy ar daugiau periodiskai pasikartojanciy tam tikra tvarka zaly. Siame darbe apraysi-
me ir palyginsime du modelius susidedancius is trijy pasikartojanciy zaly, kurios pasirodo pagal
skirtinga struktiira. Vienas juy susideda i$ trijy periodiskai viena po kitos pasikartojanciy zaly. Siy
zaly pasikartojima taip pat galime pavaizduoti grafiskai

Laikas

XY, 2,X,Y,Z,...
Antrajame modelyje teigiame, kad zala X pasirodo kiekvienu laiko momentu ¢ € {1,2...}, Zala Y
papildomai pasirodo lyginiais laiko momentais ¢ € {2,4,...}, o zala Z papildomai pasirodo laiko
momentais, kurie dalijasi i$ trijy ¢ € {3,6,...}. Sis modelis grafiskai atrodyty taip

Laikas
X, X4Y,X+Z2X+Y, X, X+Y+Z,...

Siame darbe aprasomos jau minéty dviejy skirtingy modeliy savybeés, apibrézimai ir teoremos, ku-
riomis remiantis galime apskaiciuoti baigtinio ir begalinio laiko bankroto bei iSgyvenimo tikimybes.
Remiantis teoremomis 1 ir 4 galime apskaic¢iuoti atitinkamai begalinio laiko sezoninio ir jungtinio
trijy zaly modelio bankroto tikimybes, o remiantis teoremomis 2 ir 5 galime apskaiciuoti atitin-
kamai baigtinio laiko sezoninio ir jungtinio trijy zaly modelio bankroto tikimybes. Siy teoremy
pagrindimus skaic¢iavimais galime rasti 4 skyriuje, kuriame nagrinéjame ir palyginame bankroto
tikimybiy rezultatus Siems dviems skirtingiems diskretaus laiko rizikos modeliams. Sis darbas taip
pat yra mano bakalaurinio darbo "Bankroto tikimybé triju zaly diskretaus laiko rizikos modelyje"
tesinys, kuriame nagrinéjau tik sezoninj trijy zaly diskretaus laiko rizikos modelj.



2 Sezoninis trijy zaly rizikos modelis

2.1 Savokos ir apibrézimai

1 Apibrézimas. Laikome, kad sezoninio diskretaus laiko rizikos modelyje draudiko turtas
W (t) nusakomas tokia lygybe

W(t):u—l—n—ZZ,;, u € Np. (1)

Cia
o W(t) yra draudiko turtas laiko momentu ¢,
o Draudiko pradinis kapitalas u = W (0) € Ny,

o Zalos Zi,Z2,73,..., 7 yra atsitiktinio dydzio Z nepriklausomos kopijos, o Z yra diskretus
neneigiamas atsitiktinis dydis.

Is apibrézimo galime pastebéti, kad draudiko gaunamos jmokos per laiko vieneta yra lygios 1.
Zinodami 7aly pasiskirstymo funkcija ir draudiko pradinj turta, su tam tikra tikimybe galime
suskaiciuoti draudiko turta pasirinktu laiko momentu ¢. Viena sio modelio generuojama trajektorija
galime matyti zemiau esanciame paveiksle

Wu(t)

1 pav.: Draudiko turto kitimo trajektorija

Sioje iliustracijoje, kuri paimta i3 $altinio [2] matome, kad kiekvienu laiko momentu n, draudiko
kapitalas gali padidéti, sumazéti arba nepasikeisti. Atveju, kai draudiko kapitalas tampa mazesniu
arba lygiu nuliui, draudikas bankrutuoja.

2 Apibrézimas. Pirmasis laiko momentas T,,, kai draudiko turtas W,,(¢) tampa neigiamu arba
lygiu nuliui, vadinamas bankroto laiku, t.y.

T(e) inf{t € N: W,(t) <0},
ull) =
00, jei Wy(n) > 0,Vt € N.

3 Apibrézimas. Begalinio laiko bankroto tikimybe vadiname draudiko tikimybe kada nors
bankrutuoti su pradiniu turtu v € Ny. Ja apibréziame taip

Y(u) =P(Ty, < 00) = llIIl”L/J’U,T (U{W )



4 Apibrézimas. Baigtinio laiko bankroto tikimybe vadiname draudiko tikimybe bankrutuoti
iki tam tikro laiko momento 7' € N, kai jo pradinis turtas yra lygus u € Ny. Ja apibréziame taip

T
owT) =BT, <7) =P (W) <0}).
t=1

5 Apibrézimas. Begalinio laiko iSgyvenimo tikimybe vadiname draudiko tikimybe nebankru-
tuoti su pradiniu turtu u € Ny. Ja apibréziame taip

6 Apibrézimas. Sakome, kad draudiko turtas yra nusakomas sezoninio triju zaly X, Y ir Z
generuojamu rizikos modeliu, jeigu jam galioja lygybé (1) ir Sios trys salygos:

e Pradinis draudiko turtas u € Ny.
o Atsitiktinés zalos Z1, Z3, Z3, ... yra neneigiami sveikieji nepriklausomi skaiciai.

e Su kiekvienu k € Ny turime: Zsj11 L 2y, Z3j+2 4 Za, Z3jy3 4 Z3.

Siame Zymeéjime simbolis "d” vir§ lygybés reiskia, kad atsitiktiniy dydziy pasiskirstymas yra
vienodas.

Pazymeékime atsitiktiniy dydziy suma S = Z1 + Zs + Z3 ir lokaliasias zaly 21, Z2, Z3 ir S tikimybes:

ar =P(Z, = k), e, =P(Z3 =k),
by = ]P)(ZQ = /{), Sk, = P(S = /{), k € Np.

Taip pat pazymékime atsitiktiniy dydziy 2, Z2, Z3 ir S pasiskirstymo funkcijas:

A(r) = gy Ok C(x) = Xpen ks
B(l’) :Zkgx bk, S<$) :Zkgz Sk, x

WV
o

7 Apibrézimas. Sakykime, kad yra patenkintos (1) formuleés salygos, o zalu Z1, Z, Z3 skirs-
tiniai turi baigtinj vidurkj. Tuomet sezoninio trijy zaly diskretaus laiko rizikos modelio salyga

EZ1+EZys+EZs <3

yra vadinama grynojo pelno salyga.
Remiantis pateiktais apibrézimais, skyriuje 2.2 formuluosime teiginius.



2.2 Teoremy formulavimas

1 Teorema. Tarkime, kad sezoninio diskretaus laiko rizikos modelyje zalos Z1, Zo, ..., yra
neneigiami nepriklausomi atsitiktiniai dydziai. Pazymékime h,g] ) = P(Zi4+; = k). Tuomet su kiek-
vienu k € Z, j =0,1,..., ir u € Ny sios formulés yra teisingos:

¥ (1) =" h,
k>u

@Z)(j)(u,T) — ,(/}(j)(u’ 1) + Z ¢(j+1)(u 41— va _ 1)h§€j).
k=0

Cia T € {2,3,4,...}.
Remiantis teoremos jrodymu galime padaryti iSvada, kad Sios formulés galioja ir modeliui, kurj
generuoja trys besikartojancios Zalos. Sios teoremos jrodyma galime rasti Saltinyje [2].

2 Teorema. Tarkime sezoninj trijy zaly rizikos modelj generuoja nepriklausomos atsitiktinés

......

o(u) =1 —1(u), YVu € Ny skaic¢iavimui yra teisingi:

o limy 00 p(u) = 1.

o Jei sg #0, tai

p(n) = an@(0) + ne(1) + (3 —E(S)),  n € No. (2)

1
{040 =1 ay =0, gy = — o,

Qp = %(Oén_:; - ZZ;% SpQn—k — an—2), n = 3,
{60:07 61:17 /82:_%_%7
Bn = %(671—3 - Zz;% 8kBn—k — an—2co + o Zz;é akbn_l_k), n >3,
ir
{7020, 71 =0, V2 = foces
_ 1 -1 >
Tn = 50 (77173 Zk:l SkYn—k + an72)a n =3
e Jeiag=0ir by #0,co #0,a1 # 0, tai
¢(0) =0,
p(n) = Bre(1) + 1, (3 —E(S)), neN.
Cia
{611 = 617 6% = 627
By = LBy — Sy kBl iy — an-1co — cop(1) Shey agbn_i),  n =3,

WV
w

{%=%, =",
Mo = %(’Yﬁ—z — k=2 Sk Vh—ks1 T An—1, n



o Jei ao;éO,b(]:O,co;éO,bl 750, tai

p(n) = agp(0) + 7,3 -E(S)), neN
Cia 1 .
2 _ _ 1 2 _ G
a= Co ’ @2 Cg (I(]bl Co ’
ap = i(a%fQ — Dh—a Sk g — ZZ;(% arbn—k), n =3,
1 c
2 _ & 2 _ 4
7= o’ Y2 (%7
T =5 O =~ B sy T Eip @kbak), n >3
e Jeiag#0,bg #0,c0 =0,c1 # 0, tai
p(n) = agp(0) +7,(3-E(S)), neN
Cia
ad=1 b = —L
0 ! boct’
ap = %(0‘2—2 — DR SOy — ZZ;(l) akbn—k), nz2,
1
3 _ 0 3 _
{’Y ’ A b0017
T = %(’72—2 — 22 Sﬂz—kﬂ + ZZ;(I) akbn—k), nz2.
e Jeiag=0,bg=0,cy # 0, tai
¢(0) =0,
3—E(S
o(1) = 2226
o
1
p(u+1) = ;2((1 — s3)p(u)
u—1 u+2 (3)
=Y @(k)surs—k + cop(1) Y arbuto—k), u€eN.
k=1 k=0
e Jeiag=0,bg#0,c9 =0, tai
90(0) = SZSO(]')a
3 —E(S)
1) =22
() 52 + bocy
1 u—1
plu+1) = g((l —s3)o(u) = > p(k)suss—k + ausrbocrp(l)),  uweN.
k=1
e Jeiag#0,bg=0,c9 =0, tai
¢(0) =3 —E(95),
3—-E(S
p(1) = 22 2E)
52
1 u—1
plut1) = —((1 = sa)p() = 3 @()sussr),  ueN (1)



o Jei apgp = ay :O,bo%O,CQ#O, tai

(0) =0,
3—E(S)
e(1) = 1
a2+co
taip pat galioja rekursiné formule (3).
o Jeiag#0,bp =01 =0,¢c9 #0, tai
¢(0) =0,
3—E(S
o) = 220
Co
taip pat galioja rekursiné formulé (3).
o Jeiag#0,bg#0,c0=c1 =0, tai
p(0) =3 - E(S5)
3—-E(S
o) = 220

taip pat galioja rekursiné formulé (4).

Sios teoremos jrodyma galime rasti Saltinyje [2].



3 Jungtinis trijy zaly rizikos modelis

3.1 Savokos ir apibrézimai

8 Apibrézimas. Laikome, kad diskretaus laiko rizikos atstatymo modelyje draudiko turtas
W (n) nusakomas tokia lygybe

o(t)

W(t)=u+ct— Y R;, ueN,. (5)
=1

o W(t) yra draudiko turtas laiko momentu n;
o Draudiko pradinis kapitalas u = W (0) € Ny;
e ¢ > 0 yra draudiko gaunamy jmoky greitis;

o {01,02,0s,...} yra vienodai pasiskirste, nepriklausomi, neneigiami ir neissigime taske 0 atsi-
tiktiniai dydziai;

e Zalos Ry, Ro, Rs, ... yra atsitiktinio dydzio R nepriklausomos kopijos, o R yra diskretus ne-
neigiamas atsitiktinis dydis;

o Sekos {Ri, Ro, R3,...} ir {01,02,05,...} yra tarpusavyje nepriklausomos;

e O(t)=#{n>1:T, €[0,t]} yra rizikos atstatymo procesas generuojamas atsitiktinio dydzio
0, kur Vn
Tn:91—|—92—|—03—|—+0n

Pazymeékime j|i, jei skaicius j dalinasi i$ skaiCiaus ¢ ir laikykime, kad ¢ = 1, # = 1. Tuomet
R, =X, + szﬂ{zh} + Zz']l{gh},i e N.

Sioje lygybéje {X;,Y;, Z;} yra diskre¢iy nenegiamy atsitiktiniy dydziy {X,Y, Z} nepriklausomos
kopijos. Remiantis Sia lygybe, reiskinj (5) galime perrasyti taip

1t) Lt) /2l L3
Wt)=u+t—Y Ri=u+t—Y X;— > Yj—= > Z.
i=1 i=1 j=1 k=1

Norint apskaiciuoti bankroto tikimybe jungtiniame trijy zaly diskretaus laiko rizikos atstatymo
modelyje mums reikés jdéti Siek tiek daugiau pastangy nei sezoniniame diskretaus laiko rizikos mo-
delyje, tad pradékime apsibrézdami tikimybiy pasiskirstymo funkcijas atsitiktiniy dydziy sasukoms.
Pazymékime:

PX1+...+ Xi+ Y1+ 4+ Yj+Z1+ ...+ Z=m) = a’ x b % F(m),

PX1+...+ Xi+ Y1+ .+ Y+ 21+ ...+ Z, <m) =: A" x B« CF(m),
kur ¢ =0,6,7 =0,3,k =0,2 ir m € Np.

e Jei ¢, j arba k yra lygus nuliui, tuomet atitinkamas atsitiktinis dydis néra jtraukiamas j
sasuka.

o Taip pat naudosime tokius zyméjimus:
at % bi x cF(m) =1 —a’ * b« F(m), Al x BI « CF(m) = 1 — A" x B? x C*(m).




9 Apibrézimas. Trijy zaly diskretaus laiko jungtiniame rizikos atstatymo modelyje grynojo
pelno salyga aprasoma sSiek tiek kitaip
EY EZ

EX + —+ — < 1. 6
+2+3< (6)

Darant prielaida, kad ¢ yra tolygiai pasiskirstes, grynojo pelno salyga gali buti gauta tokiu budu

. , Ey EZ
ER; = E(E(R;|i)) = IE(]E (Xi + Yl + Zi]l{gi}]z)> =EX + > + =
¢ia E(R;|i) zymi salyginj vidurkj. Grynojo pelno salyga gaunama palyginus §j reikskinj su jmokuy
surinkimo greiéiu ¢ = 1 per viena laiko momenta.

Jungtiniame diskretaus laiko trijuy zaly rizikos modelyje taip pat yra mazesnis galimy skirstiniy
tenkinanciy grynojo pelno salyga skaicius nei sezoniniame trijy zaly rizikos modelyje. Tarkime, kad
turime tris zalas X, Y ir Z, pasiskirsc¢iusias pagal generuojama trijy zaly diskretaus laiko rizikos
modelj. Suskaiciuosime kiek atsitiktiniy dydziy kombinacijy tenkina sezoninio triju zaly rizikos
modelio grynojo pelno salyga EX + EY + EZ < 3 ir jungtinio triju zaly rizikos modelio grynojo
pelno salyga EX + % + % < 1. Visas galimas atsitiktiniy dydziy kombinacijas, kurios tenkinty
sezoninio trijy zaly modelio nelygybe galime rasti lenteléje (1), o kombinacijas, kurios tenkinty
jungtinio trijuy zaly modelio nelygybe galime rasti lenteléje (2).

1 lentelé: Galimos sezoninio trijy zaly modelio atsitiktiniy dydziy kombinacijos

[X[Y[Z]

010

0
0
0
1
0
1
1
0
0
2

[Nl Ol el Bsy Bl Neol Nanll BT
OO+ OO +O

2 lentelé: Galimos jungtinio trijy zaly modelio atsitiktiniy dydziy kombinacijos

[X[Y[Z]

0[101]0
0110
01011
0|11
010712

Remiantis lentelémis (1) ir (2), o taip pat pabandzius atlikti identiskus skai¢iavimus keturiy
ar penkiy zaly rizikos modeliams galime daryti iSvada, kad sezoniniame rizikos modelyje galimy
kombinaciju skaiCius visada yra didesnis nei jugtiniame riziikos modelyje. Lenteléje (3) galime
matyti koks yra galimas kombinacijy skai¢ius sezoniniame ir jungtiniame rizikos modeliuose su tam
tikru nepriklausomy zaly skaic¢iumi n.

10



3 lentelé: Galimos atsitiktiniy dydziy kombinacijos

H n ‘ Sezoninio modelio kombinacijos | Jungtinio modelio kombinacijos H
1 1 1
2 3 2
3 10 5
4 35 12
5 126 31
6 462 73
7 1716 185

Lenteléje (3) galimas atsitiktiniy dydziu kombinacijy skai¢ius tenkinantis grynojo pelno
salygas yra apskai¢iuotas taikant tokj patj principa kaip ir lentelése (1) ir (2).

Pazymeékime I := N2, {W(t) > 0}. Begalinio laiko iSgyvenimo tikimybés formulé diskre-
taus laiko jungtiniame modelyje atrodyty taip

1= (u) = p(u) = P(I7°) = P(I}, I7°) = P(I°|I})P(17).

Kadangi musy trijy zaly jungtiniame modelyje R; 4 RiygsuVi=1,2 ... tuomet
00 6 t 0o 6 t
P(I5°) :P(ﬂ {u—kt—ZRi—ZRi > 0}) :P(ﬂ {u+6+t—ZR,~—ZRZ~ >0}),
t=7 i=1 i=7 t=1 i=1 i=1

ir iSgyvenimo tikimybés formulé atrodo taip

p(u) = P(IF°|I7)P(I7)

:Zail-a*biz-a*cig-a*bm-a%-a*b*ci6<,0(u+6—i1—...—ig).

1o<u+1—11
i3<u+2—1i1—12
tg<u+3—i1—iz—i3
i5<u+4—i1—1i2—1i3—14
tg<U+D—11 —12—1t3—14—15

Formulé (7) parodo, kad iSgyvenimo tikimybeés yra rekursiskai susijusios, tad norint rasti, pavyz-
dziui, (u + 6), Yu = 0,1,..., mes turime buti suskaic¢iave ¢(0),¢(1),...,p(u + 5). Papildant ir

11



atimant narius iS praeitos sumos, ja galime pertvarkyti j tokj reiskinj:

u+5
:Za6*b3*c2(u+5—k)gp(k—l—1)

k=0

4 5-k
—Zgo(k:—i—l)Zauﬂ--a5*b3*c2(5—k—j)

k=0 jfl

3
—Zcp kE+1) ZZ@H @ byrji,-atx b2 x5 —k— )

j= 211<u

—Zgok—i—lz Z ail-a*biQ'a*cuﬂ_il_b'a3>f<b2*c(5—k—j)

Jj=3 u<u
12<u+1 i1

2 .
E k+1 E E aj - Q 12'G/*Cig'a*bu+j_i1_i2_i3‘a *b*0(5—k_])
k=0 ] =4 11<u
to<u+1—11
i3<u+2—1i1—12

— go(l)a x b x C(O) E Qi - @ * biQ cA K Cig X bi4 * Ay45—41—ig—i3—ig
i1<u
io<u+1—11
i3<u+2—11—12
14 <u+3—11—12—13

u+5 5
=: ZaG w0 % (u+5—k)plk+1) - ZSk(u)
k=0 k=1
¢ia S1(u),...,Ss5(u) Zymi pries tai ta pacia iSsidéstymo tvarka apraSytas sumas. Surinkus koefici-

entus ¢(1),...,¢(5) prie reiskiniy S;(u),. .., S5(u) gauname, kad

u+5 5
=3 aSx b3 % P(u+5—k)p(k+1) — > zk(w)e(k)
k=0 k=1

Cia

6—k6—Fk
303 o L TS TP I WIEEANE
5

i=1 j=ini_ I,

x a9 s 32y 27Ul — j — k),
c¢ia I;; aprasomas kaip tokia sumavimo aibé

-1 -1

= {kz;o;lH-l— 1= 3 kn }n{mﬂ Z}U{khuﬂ - Z b4 = 3 }11{5|5+z_i}.
m=1

Cia mes laikome, kad Z?nzl k., =: 0, o sumavimo aibés yra aprasomos Stai tokia tvarka:
{ sumuojamas atsitiktinis dydis; sumavimo pradzia; sumavimo pabaiga }.
Remiantis formule (8) uzrasysime funkcijas z5(u) ir z4(u).

25(u) = ayqy - a® x b3 % 2(0),
2 2

:Zau+j-a5*b3*c2(27j)+z Zail ca ¥ byyjiy - at kb2 x 22— ).

j=1 j=21i1<u

Likusios funkcijos z3(u), z2(u) ir z1(u) tampa vis sudétingesnés, taciau jas taip pat galima aprasSyti

tokiu paciu principu naudojant formule (8).

12



Norint rasti pradines iSgyvenimo tikimybiy reikSmes ¢(0),...,p(4), kai {a(0) # 0,b(0) #
0,¢(0) # 0}, mums reikia apsibrézti papildomy kintamujy, kurie padés skai¢iavimuose.
Pazymékime $esias rekurentines sekas 3%, 8L, 82,83, % vn, n € {0,...,5}. Sios reiksmés pavaiz-
duotos lenteléje 4.

4 lentelé: Pradinés 8, 8L, B2, 33, B2, v, reiksmés

[o[ & B A A B w |
0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0
2 0 0 1 0 0 0
3 0 0 0 1 0 0
4 0 0 0 0 1 0
51 _ 1 _ Z1 B Z B Z3 _ Z4 1
a® * b3 x c2(0) a® * b3 x c2(0) a® * b3 x c2(0) a® x b3 x c2(0) ab x b3 x c2(0)  a® x b3 x c2(0)

Atvejams, kai n >

6, apibréziame

1
ﬁgz(W( Za % b3 % 2 (k Bnka(nf))),

1
Bk:(ﬁ*lﬁ*@( Za % b3 % 2 (k)3 k+zl(n6)a(n5)}>,
1 n—1
R S - I 6 4 1% % (k)32 Ayl A>
B aG*bE‘*CQ(O)(/Bn_G kz:la x b” % c“(k)Bri_i + z2(n —6) —a(n —5)Z ),
1 A
Bg:(zﬁ*bg*CQ(/B 6= Za « b3 % (k)B4 z3(n — 6) —a(n — 5) 3>,
1 A
Bizaﬁ*bg*c?(i(i Za % b3 % 2 (k ﬁnk+24(n6)a(n5)4>,

1 6,13, 2
7”:(16*1)3*62(())<7"6_k§1a *b * C (kﬁ)’)/n_k;+a(n_5)>a

¢ia koeficientai z1(n — 6),z2(n — 6), z3(n — 6), z4(n — 6) yra aprasyti formuléje 8, o a(n —5) =
z5(n — 6) /75, kai koeficientai Z5, ..., 7] yra apskai¢iuojami i$ Stai tokiy formuliy

Z5 = a® x b x 2(0), (9)

4y =A%« B35« C?(1) + A(0) - a® % b3 % 2(1) + A(1) - a® % b% * 2(0)

+ A% B(1) - a* % b% % 2(0), (10)
= A%« B3« C?(2 +ZA21—1) a® + b2 % (3 —iy)
11=1
3 —_—
—|—ZA*B(ig—l)-a4*b2*c2(3—i2)+a3*b2*c(0)
i9=2
(A% C(2)+ AxB(0)-ax*c(2)), (11)
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4
£ =A%« B« C*(3)+ Y A(iy —1)-a® x b’ x (4 —iy)
i1=1
4 J—
+ Y AxBlip—1)-a’ % b** (4 —ip)

i9=2
4
+ Z a®xb% % c(4 —i3) (A% C(is — 1) + Ax B(0) - a * c(iz — 1))
13=3
+a' %02 % 2(0) - Ax B(3) 4+ a® x b x c(0)(a x (1) - Ax B(2)
+ A% B(1)- A% C(1)) + a®  bx ¢(0)

A B(0)(axc(0)- AxB(2)+ AxC(0)- Ax B(1)), (12)
5
5 =A%« B3« C?(4) + ZZ(il —1)-ad®* b2 %25 —iy)
=1

5
+ ZA*B(iQfl)-a4*b2*c2(57i2)
ip=2

5
+ Z a® % b* % c(5 —i3) (A x Cliz — 1) + Ax B(0) - a x c(i3 — 1))
i3=3

5
—|—a2>kb>kc(0)ZA*B(i4—1)-a2*b*c(5—z’4)

i4=4

5
—i—a*b(O)-a*c(l)ZA*B(i4—2)-a2*b>kc(5—z’4)
ia=4
5
+ax*b(0)AxC(1 ZA*BM—?)) a® % bxc(5 —iy)

i4=4
5
—|—a>»<c(0)-A>f<B(())ZA*B(i4—2)-a2*b*c(5—i4)
ig=4
2 — JE—
+ax*xbx*c(0 Z Y-atxb? x (k) +axbxc(0)- A2 x B2« C(2) - A(1)
k=0

—at % b5 c(0) ay- AxC(2) —a®* b2 % c(0) - ag - A2 % B(0) - A* C(1)
+a® b3 % c(0) - ag-ax*cy- A(0) — axbxc(0)

1 1—i9

. Z Z a?xbxc(k)-az_ i, - A* Blig + 1)
i2=0 k=0

—ax*xbx*c(0) Z Z a® x b% % c(k) - ag_i, - Aiy). (13)
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3.2 Teoremy formulavimas

3 Teorema. Tarkime trijy zaly diskretaus laiko rizikos modelj generuoja atsitiktiniai dydziai
X,YirZ Jei EX+EY/24+EZ/3 < 1, tuomet

lim ¢(u) = 1. (14)

U— 00

Sios teoremos jrodyma galime rasti Saltinyje [1].

4 Teorema. Tarkime triju zaly diskretaus laiko rizikos modelj generuoja atsitiktiniai dydziai
X, Y ir Z. Jei {a(0) # 0,b(0) # 0,¢(0) # 0} ir yra tenkinama grynojo pelno salyga aprasSyta
formuléje (6), tuomet §i lygéiy sistema yra teisinga Vn € Ny

6n+1 /8 n+1 ﬁl n+1 /62 Bn—‘rl 53 n-l—l 64 S0<0)
3+2 — By n+2 51 n+2 5; n+2 5; Z+2 Bi ¢(1)
nt3 50 n+3 51 n+3 52 n+3 /33 nis P | X ©(2)
n+4 ﬁn n+4 5 n+4 ﬁ n+4 ﬁ n+4 — Fn 90(3)
24—5 - ﬁg n+5 /81 n+5 ﬁ2 2-5—5 57% 34—5 - ﬁ ©(4)
Tn+l — Tn Qp(n + 1) - (,0(11)
Tn+2 — Tn p(n+2) —p(n)
+ [ Ynss =7 | x (6 — 6EX — 3EY — 2EZ) = | (n+3) — ¢(n) | . (15)
Vntd = Tn p(n+4) —¢(n)
Yn+5 = n @(n+5) — ¢(n)
Jeigu Sios teoremos visos salygos yra patenkintos, tuomet tikimybés ¢(0), ..., p(4) tenkina lygciu

sistemg (15) Vn € Np. Be to,

6 —6EX —3EY —2EZ — ¢(0) — Z1¢(1) — 22(2) — Z30(3) — Zu(4)
a® * b3 * ¢2(0) ’

p(5) = (16)

oy — 2= 0) = Tija® 5 0 u— B)p(k) + Ty arlu = 6)o(h)
a% % b3 * 2(0) ’

(17)
¢ia u > 6, o kintamieji zx(u — 6) ir 2 yra aprasyti formulése (8) ir (9)-(13).

Sios teoremos jrodyma galime rasti Saltinyje [1].
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5 Teorema. Tarkime trijy zaly diskretaus laiko rizikos modelj generuoja atsitiktiniai dydziai
X, Y ir Z. Tuomet Yu € Ny Sios formulés yra teisingos

p(u,1) = Z iy

1 <u

o(u,2) = Z ai, - a* by,
11 <u
ip<u+1—ip

o(u,3) = E @iy - axbiy - a*cgy,
i1<u
to<u+1—11
i3<u+2—1i1—1i2

o(u,4) = E aj, - a* by, - ax*ci, - ax*b,,
i1<u
to<u+1—1i1
13<u+2—1i1—12
ia<u+3—i1—iz2—i3

go(u,5):Zail‘a*bh'a*cm-a*bu-aif}, (18)
11<u
to<u+1—11
i3<u+2—11—12
ig<u+3—i1 —ig—i3
i5<u+4—i1—iz—iz—ig

©o(u, 6) :Zah caxbi, - akcy - axby - a; - a*xbxcg,
i1<u
io<u+1—iq
i3<u+2—1i1 —i2
1y <uU+3—1i1—1i2—13
i5<u+4—1i1—10—1i3—14
16 <U+D—11 —i2—13—iq4—15
o(u,T) :Zail caxbiy,-axciy-axby - ai-axbxcigo(u+6—1ip—...—ig,T —6).
1<u
to<u+1—iq
i3<u+2—1i1—1i2
g <u+3—i1—iz—13
is<u+4—i1—ig—i3—i4
16<U+D—11—19—1i3—14—15

Paskutiné lygybé galioja, kai T' > 7.

Sios teoremos jrodyma galime rasti Saltinyje [3].
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4 Praktiniai pavyzdziai

Siame skyriuje pristatysime bankroto tikimybés skai¢iavimo pavyzdzius remiantis teoremomis
1-5, o taip pat pabandysime palyginti gautus rezultatus tarp sezoninio ir jungtinio rizikos mode-
liy naudojant identiskus skirstinius. Formulés taikomos trijy zaly rizikos modeliui, skai¢iuojant
bankroto tikimybes baigtiniame ir begaliniame laike. Skai¢iavimai atlikti naudojant kompiuterinio
modeliavimo programa R, o lentelése 3-6 pateiktos sezoninio ir jungtinio trijy zaly modeliy bank-
roto tikimybés suapvalintos iki tukstantyjy daliy.

1 pavyzdys. Nagrinésime trijy zaly X,Y ir Z, pasiskirs¢iusiy pagal

X|o|1]2 Y]o|1]2 Z|o|1]2
P|08]01]0,1 P|07]02]0,1 P|03]03]04

generuojama sezoninj trijy zaly diskretaus laiko rizikos modelj bankroto tikimybes.
Sezoniniame modelyje baigtinio laiko bankroto tikimybés apskai¢iuojamos pagal teoremoje 1

aprasytas rekursines formules su draudiko pradiniu turtu u € {0,1,2,...,10} ir laiko momentu
T € {1,2,...,10}. Begalinio laiko bankroto tikimybés apskai¢iuotos remiantis teoremoje 2 apra-
Sytomis rekursinémis formulémis su draudiko pradiniu turtu v € {0,1,2,...,10}. Siuose skai¢iavi-

muose sg = P(S = 0) # 0, E(S) = 1.8 < 3. Tai reiskia, kad yra tenkinama grynojo pelno salyga.
Remiantis teoremoje 2 suformuluota salyga, kad lim,—,~ ¢(u) = 1, mes pasirenkame pakankamai
didelj pradinj draudiko turta u su kuriuo ¢(u) riba, kai n — oo, buty lygi 1.

Remiantis teoremoje 2 aprasyta formule (2), i$ sudarytos lyg¢iy sistemos galime isskai¢iuoti ¢(0)
ir (1)

{@(100) = a1009(0) + Bioow(1) + (3 —E(S))v100,
©(101) = a1019(0) + Bro1¢(1) + (3 — E(S))v101-

Siuo atveju laikome, kad tikimybés ¢(100) ir (101) lygios 1. Turédami {ag, a1, s, ..., 101},
{Bo, b1, B2, - -+, Bro1} ir {v0,71,72, - - -, 7101 } reikSmes, galime nesunkiai rasti tikimybes ¢(0) ir ¢(1).
Likusias tikimybes ¢(2), ¢(3),...,»(10) galime rasti pasinaudojant formule (2). Belieka pritaikyti
apibrézima, kad ¥(u) = 1 — ¢(u) ir apskaic¢iuoti bankroto tikimybes su pradiniu draudiko turtu
u € {2,3,...,10} pagal teorema 2.

Jungtiniame trijy zaly diskretaus laiko rizikos modelyje begalinio laiko pradinés bankroto
tikimybiy reiksmés yra iSvestos iS teoremoje 4 aprasytos lygéiu sistemos (15), o likusios reiksmes
apskaic¢iuotos naudojantis iSvestomis formulémis (16) ir (17), kai v > 5. Remiantis formule (14)
mes galime laikyti, kad ¢(u) = 1 su pakankamai dideliu u. Baigtinio laiko tikimybeés apskaic¢iuotos
naudojantis (18) aprasytomis formulémis. Siame pavyzdyje jungtinio rizikos modelio grynojo pelno
salyga taip pat yra tenkinama, t.y. EX + EY/2 +EZ/3 ~ 0.867 < 1, o taip pat {a(0) # 0,b(0) #
0,¢(0) # 0}, tad galime atlikti skaic¢iavimus, kuriy rezultatai pateikti lentelése (5) ir (6).
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5 lentelé: Diskretaus sezoninio modelio bankroto tikimybés

|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 10.200 0.100 0 0 0 0 00 0 0 O
2 10280 0.110 0.010 0 0 0 0 0 0 0 O
3 10344 0.150 0.022 0.004 0 0 0 0 0 0 O
4 10.371 0.162 0.030 0.006 0 0 00 0 0 O
5 |0.376 0.167 0.032 0.006 0.001 0 00 0 0 O
6 | 0390 0.176 0.038 0.009 0.001 0 00 0 0 O
7 10395 0.181 0.041 0.010 0.002 0 0 00 0 O
8 10.397 0.182 0.042 0.010 0.002 0 0 00 0 O
9 10402 0.186 0.045 0.011 0.002 0 00 0 0 O
10 | 0.404 0.188 0.046 0.012 0.002 0 00 0 0 O
oo | 0.410 0.194 0.051 0.015 0.004 0001 0O O O O O
6 lentelé: Diskretaus jungtinio modelio bankroto tikimybeés
u
T 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 ]0.200 0.100 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 |0.368 0.153 0.033 0.005 0.001 0 0 0 0 0 0
3 10507 0.275 0.098 0.034 0.009 0.002 0 0 0 0 0
4 |0.561 0.323 0.136 0.054 0.018 0.005 0.001 0 0 0 0
5 10569 0.332 0.144 0.058 0.020 0.006 0.001 0 0 0 0
6 | 0.627 0.399 0.206 0.101 0.044 0.017 0.006 0.002 0.001 0 0
7 |0.634 0.408 0.215 0.107 0.048 0.019 0.007 0.002 0.001 0 0
8 10.642 0418 0.225 0.115 0.053 0.022 0.009 0.003 0.001 0 0
9 |0.661 0443 0.251 0.136 0.067 0.031 0.013 0.005 0.002 0.001 0
10 | 0.671 0.457 0.266 0.148 0.076 0.037 0.017 0.007 0.003 0.001 0
20 | 0.720 0.529 0.348 0.225 0.139 0.083 0.049 0.029 0.020 0.016 0.014
30 | 0.742 0.564 0.392 0.270 0.182 0.122 0.083 0.063 0.048 0.034 0.023
40 | 0.754 0.584 0.421 0.306 0.225 0.173 0.133 0.091 0.064 0.047 0.031
50 | 0.770 0.612 0.460 0.341 0.255 0.189 0.144 0.102 0.075 0.056 0.039
oo | 0.778 0.621 0.467 0.353 0.265 0.198 0.148 0.111 0.083 0.062 0.046

2 pavyzdys. Antru atveju nagrinésime trijy zaly X,Y ir Z pasiskirsc¢iusiy pagal Puasono désnj
k

A
_ _ A

=0,1,.

¢iusios su tokiais parametrais: X ~ P(0,4), Y ~ P(0,7), Z ~ P(0,5). Lentel¢je (7) pateiktos
sezoninio, o (8) jungtinio modelio baigtinio laiko bankroto tikimybés su pradiniu draudiko turtu
u € {0,1,2,...,10} ir laiko momentu 7' € {1,2,...,50}, o taip pat ir begalinio laiko bankroto

tikimybeés su turtu v € {0,1,2,..
pirmajame pavyzdyje.
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7 lentelé: Puasono sezoninio modelio bankroto tikimybeés

AN 1 2 3 4 5 6 78 9 10
1 10.330 0.062 0.008 0.001 0 0 0 0 0 0 O
2 10434 0.126 0.029 0.006 0.001 0 0 0 0 0 O
3 10460 0.148 0.039 0.009 0.002 0 0 0 0 0 O
4 |0.468 0.155 0.043 0.011 0.002 0 0 0 0 0 0
5 | 0.480 0.168 0.050 0.014 0.003 0.001 0 0 0 0 0
6 | 0.485 0.173 0.054 0.015 0.004 0.001 0 0 0 0 0
7 |0.487 0.175 0.055 0.016 0.004 0.001 0 0 0 0 O
8 10.491 0.179 0.058 0.017 0.005 0.001 0 0 0 0 O
9 |0.493 0.181 0.059 0.018 0.005 0.001 0 0 0 0 O
10 | 0.493 0.182 0.060 0.018 0.005 0.002 0 0 0 0 O
oo | 0.497 0.187 0.064 0.021 0.007 0.002 0.001 0.001 0 O O
8 lentelé: Puasono jungtinio modelio bankroto tikimybés
u
T 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 10.330 0.062 0.008 0.001 0 0 0 0 0 0 0
2 | 0.531 0.209 0.068 0.019 0.004 0.001 0 0 0 0 0
3 |0.601 0.286 0.117 0.042 0.013 0.004 0.001 0 0 0 0
4 10660 0.363 0.177 0.077 0.031 0.011 0.004 0.001 0 0 0
5 | 0.666 0.372 0.185 0.083 0.033 0.012 0.004 0.001 0 0 0
6 | 0713 0444 0.253 0.133 0.065 0.029 0.012 0.005 0.002 0.001 0
7 10.718 0.451 0.260 0.138 0.068 0.031 0.013 0.005 0.002 0.001 0
8 |0.732 0.475 0.285 0.159 0.083 0.040 0.019 0.008 0.003 0.001 0
9 10742 0492 0.304 0.175 0.095 0.048 0.023 0.011 0.005 0.002 0.001
10 | 0.755 0.514 0.328 0.198 0.112 0.060 0.031 0.015 0.007 0.003 0.001
20 | 0.803 0.600 0.433 0.301 0.203 0.132 0.084 0.053 0.034 0.025 0.014
30 | 0.825 0.643 0.488 0.362 0.263 0.188 0.133 0.096 0.069 0.061 0.049
40 | 0.837 0.667 0.522 0.402 0.308 0.238 0.188 0.158 0.139 0.122 0.102
50 | 0.848 0.690 0.555 0.445 0.360 0.297 0.256 0.233 0.213 0.182 0.154
oo | 0.878 0.748 0.634 0.535 0.451 0.379 0.319 0.269 0.226 0.190 0.160

Skaic¢iavimy apibendrinimas. Remiantis skai¢iavimy rezultatais nesunku pastebéti, kad ti-
kimybé bankrutuoti su bet kokiu pradiniu draudiko kapitalu bégant laikui didéja, kol begaliniame
laike pasiekia nusistovéjusig tikimybe. Akivaizdu, kad kuo pradinis turtas yra didesnis, tuo tiki-
mybé bankrutuoti tampa mazesné ir jos riba artéja j nulj. Lyginant sezoninj trijy zaly diskretaus
laiko rizikos modelj su jungtiniu pastebime, kad jungtiniame modelyje net ir su didesniu pradiniu
turtu bankroto tikimybé su tokiu paciu T islieka didesné ir artéja j nulj lé¢iau nei sezoniniame, o
taip pat tenka skaic¢iuoti daugiau laiko momenty, kad su tam tikru turtu bankroto tikimybé tap-
ty pastovesné ir artimesné begaliniam atvejui. Nesunku pastebéti, kad skaiciavimuose ypac¢ daug
nulemia pasirinktas zaly skirstinys X, nes jis jungtiniame trijy zaly modelyje pasikartoja kiekvie-
name periode, tad kuo didesné tikimybé, kad X skirstinyje jvyks zala, tuo didesné tikimybé tampa

bankrutuoti.
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5 Darbo iSvados

Siame darbe apraséme ir skaiCiavimais patikrinome formules, kurios naudojamos sezoninio ir

jungtinio diskretaus laiko trijy zaly modeliy bankroto tikimybéms skaiciuoti. Nesunku pastebéti,
kad formulés jungtiniame modelyje tampa gerokai sudétingesnés nei sezoniniame, taip pat turime
mazesnj galimy skirstiniy skaiciy pavaizduoty lenteléje (3), kurie tenkinty grynojo pelno salyga.
Praktiniuose pavyzdziuose tenka imti didesnj laiko momenta T, kad baigtinio laiko bankroto ti-
kimybés tapty artimesnés begaliniam atvejui, taip pat atsiranda didesné tikimybé bankrutuoti su
daug didesniu pradiniu turtu wu, nei tai parodo skaic¢iavimai sezoniniame modelyje.
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7 Priedai

Sezoninio modelio 1 pavyzdzio kodas.

### Rizikos modelis

nuliai <- rep(O0,
diskl <- c(0.8,0.

00
, nuliai)

B

100)
1, 0.1

disk2 <- c(0.7,0.2, 0.1, nuliai)
3, 0.4

disk3 <- ¢(0.3,0.

, nuliai)

B

diskretus <- 0

diskretus <- convolve(diskl, rev(disk2), type = "open")
diskretus <- convolve(disk3, rev(diskretus), type = "open")
nuliai <- rep(0, 100)

diskretus <- c(diskretus, nuliai)

diskl <- c(diskl, nuliai)
disk2 <- c(disk2, nuliai)
disk3 <- c(disk3, nuliai)

### Begalinio laiko bankroto tikimybiy skaiciavimas
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## Alfa skaiciavimas

an <- function(n)

{

if(n == 0) {
skaic <- 1

}

if(n == 1) {
skaic <- 0

}

if(n == 2) {
skaic <- (-1/(disk2[1]*disk3[1]))
}

if(n >= 3) {
nl <- n-1

n2 <- n-2

for (i in 3:n)

{
suma <- 0
for(k in 1:n1)
{
sandauga <- diskretus [k+1]*an(n-k)
suma <- suma + sandauga
}
skaic <- 1/diskretus[1]*(an(n-3) - suma - disk1[ni])
+
}

return (skaic)

3

2100 <- an(100)
a101 <- an(101)

## Beta skaiciavimas

bn <- function(n)

{

if(n == 0) {
skaic <- 0

}

if(n == 1) {
skaic <- 1

}

if(n == 2) {
skaic <- -disk3[2]/disk3[1] - 1/disk2[1]
}

if(n >= 3) {
nl <- n-1

n2 <- n-2

for (i in 3:n)

21



suma <- 0
antrasuma <- 0O

### PIRMAS CIKLAS

for(k in 1:n1)

{
sandauga <- diskretus[k+1]*bn(n-k)
suma <- suma + sandauga

### ANTRAS CIKLAS
for(j in 1:n)
{
sandauga2 <- diskl[j]l*disk2[n+1-j]
antrasuma <- antrasuma + sandauga2

}

skaic <- 1/diskretus[1]*(bn(n-3) - suma - diskl[nl1]#*disk3[1] + disk3[1]*antrasuma)
}

}

return (skaic)

3

b100 <- bn(100)
b101 <- bn(101)

## Gama skaciavimas

gn <- function(n)

{

if(n == 0) {
skaic3 <- 0
}

if(n == 1) {
skaic3 <- 0
}

if(n == 2) {
skaic3 <- (1/(disk2[1]1*disk3[1]))
}

if(n >= 3) {
nl <- n-1

n2 <- n-2

for (i in 3:n)
{
suma <- 0
for(k in 1:n1)
{
sandauga <- diskretus[k+1]*gn(n-k)
suma <- suma + sandauga
}
skaic3 <- 1/diskretus[1]*(gn(n-3) - suma + diskl[n1])
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}
}
return (skaic3)

3

c100 <- gn(100)
c101 <- gn(101)

ES <- 1.8

cc100 <- 1-((3-ES)*c100)
cc101 <- 1-((3-ES)*c101)

A <- matrix(c(al00, al01, b100, b101), nrow=2, ncol=2)

B <- matrix(c(cc100, cc101), nrow=2, ncol=1)

Atvirkstine <- solve(A)

Sprendiniai <- Atvirkstine*%B

ruinprob <- function(turtas)

{
ats <- an(turtas)*Sprendiniail[1l,1]+bn(turtas)*Sprendiniail[2,1] + gn(turtas)*(3-ES)
return(ats)

}

bankrotas <- 0
for (i in 0:8)
{

bankrotas[i+1] <- round(l - ruinprob(i), 3)

3

bankrotas

### Baigtinio laiko bankroto tikimybiy skaiciavimas

n <- 100

ak <- function(u)

{
suma <- 0O
nu <- n-1
for(i in u:nu)
{

tikimybe <- diskl[i+2]
suma <- suma + tikimybe

}
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return (suma)

bk <- function(u)

suma <- 0
nu <- n-1
for(i in u:nu)
{
tikimybe <- disk2[i+2]
suma <- suma + tikimybe
}

return (suma)

ck <- function(u)

suma <- O

nu <- n-1

for(i in u:nu)

{
tikimybe <- disk3[i+2]
suma <- suma + tikimybe

3

return (suma)

########### PSI skaiciavimas ####

psil <- function(u, t)
{
ul <- u+l
tikimybiusuma <- 0

if (¢ 1= 1)

{

for (i in 1:ul)
{

tikimybe <- psi2(u+2-i, t-1)*disk1[i]
tikimybiusuma <- tikimybiusuma + tikimybe

}

suma <- ak(u) + tikimybiusuma

}

else

suma <- ak(u)

return (suma)

}
psi2 <- function(u, t)
{

ul <- u+1

tikimybiusuma <- 0

if (¢ '= 1)

{

for (i in 1:ul)
{

tikimybe <- psi3(u+2-i, t-1)*disk2[i]
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tikimybiusuma <- tikimybiusuma + tikimybe
}
suma <- bk(u) + tikimybiusuma
}
else
suma <- bk(u)
return (suma)

}

psi3 <- function(u, t)
{
ul <- u+l
tikimybiusuma <- 0

if (¢ 1= 1)

{

for (i in 1:ul)

{
tikimybe <- psil(u+2-i, t-1)*disk3[i]
tikimybiusuma <- tikimybiusuma + tikimybe

}

suma <- ck(u) + tikimybiusuma

}

else

suma <- ck(u)

return (suma)
lentele <- 0
lentele <- matrix(c(rep(0, 110)), nrow=10, ncol=11)

for (i in 0:10)

{

for (j in 1:10)

{

lentele(j, i+1] <- round(psil(i,j), 3)
33
lentele

Sezoninio modelio 2 pavyzdzio kodas.

pois <- function(lambda, k)

{

sk <- (lambda~k/factorial(k))*exp(-lambda)
return (sk)

}

tryspois <- function(lambdal, lambda2, lambda3, k)

{

sk <- ((lambdal+lambda2+lambda3) “k/factorial (k))*exp(-(lambdal+lambda2+lambda3))
return (sk)

}

poisl <- pois(0.4, (0:100))

pois2 <- pois(0.7, (0:100))

pois3 <- pois(0.5, (0:100))

poisson <- tryspois(0.4, 0.7, 0.5, (0:300))
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### Toliau einantys skaicCiavimai atliekami lygiai tokiu paciu principu kaip
ir pirmajame sezoninio modelio pavyzdyje, todél pakartotinai juy neapraSysime.

Jungtinio modelio 1 pavyzdzZio kodas.

#### Aprasomi skirstiniai ####

sl <- ¢(0.8, 0.1, 0.1)
s2 <- ¢(0.7, 0.2, 0.1)
s3 <- ¢c(0.3, 0.3, 0.4)

meanl <- s1[1]*0+s1[2]*1+s1[3]*2
mean2 <- s2[1]*0+s2[2]*1+s2[3]*2
mean3 <- s3[1]*0+s3[2]*1+s3[3]*2
mean <- 6*meanl + 3*mean2 + 2*mean3 - 6

f <- function(i,j,k,m){
z <- C(O, O)

if(i>1)4{

z <- sl

for (a in 2:i){

z <- convolve(sl, rev(z), type = "open") }
} else if (i==1) { =z <- sl

} else if (i==0) { z <- ¢c(0, 0) }

if ((7>0)&(z!=c(0,0))){
for (b in 1:j){

z <- convolve(s2, rev(z), type = "open") }
} else if((j>0)&(z==c(0, 0))){

z <- s2

for (b in 1:j){

z <- convolve(s2, rev(z), type = "open") }
} else if ((j==0)&(z!=c(0, 0))){

z

} else if ((j==0)&(z'=c(0,0))){

z <- c(0, 0) %}

if ((k>0)&(z'=c(0,0))){
for (c in 1:k){

z <- convolve(s3, rev(z), type = "open") }
} else if ((k>0)&(z==c(0, 0))){

z <- 83

for (c in 1:k){

z <- convolve(s3, rev(z), type = "open") }
}

z <= c(z, c(rep(0,50)))

z[m+1]

}

F <- function(i,j,k,m){

z <- c(0, 0)
if (i>1){
z <- sl
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for (a in 2:i){

z <- convolve(sl, rev(z), type = "open") }
} else if (i==1) { =z <- s1

} else if (i==0) { z <- c(0, 0) }

if ((7>0)&(z'=c(0,0))){
for (b in 1:j){

z <- convolve(s2, rev(z), type = "open") }
} else if ((j>0)&(z==c(0, 0))){

z <- 82

for (b in 1:j){

z <- convolve(s2, rev(z), type = "open") }

} else if ((j==0)&(z!=c(0, 0))){
z

} else if ((j==0)&(z!=c(0,0))){
z <- c(0, 0) %}

if ((k>0)&(z'=c(0,0))){
for (c in 1:k){

z <- convolve(s3, rev(z), type = "open") }
} else if ((k>0)&(z==c(0, 0))){

z <- 83

for (¢ in 1:k){

z <- convolve(s3, rev(z), type = "open") }

}
z <- c(z, c(rep(0,50)))

m <- m+1
ats <- cumsum(z)
ats <- c(ats, c(rep(0,50)))

ats[m]

3

25 <- f(5’3’2:0)

Z4 <- F(6,3,2,1)+ (1-F(1,0,0,0)) * £(5,3,2,1)
+ (1-F(1,0,0,1)) * £(5,3,2,0) + (1-F(1,1,0,1)) * £(4,2,2,0)

Z3 <- F(6,3,2,2) + sum((1-(F(1,0,0,0:2))) * £(5,3,2,2:0))
+ sum((1-(F(1,1,0,1:2))) * £(4,2,2,1:0)) + £(3,2,1,0)
* ((1-F(1,0,1,2)) + (1-F(1,1,0,0)) * £(1,0,1,2))

Z2 <- F(6,3,2,3) + sum((1-F(1,0,0,0:3)) * £(5,3,2,3:0))

+ sum((1-F(1,1,0,1:3)) * £(4,2,2,2:0)) + sum(£f(3,2,1,1:0)
((1-F(1,0,1,2:3)) + (1-F(1,1,0,0)) * £(1,0,1,2:3)))
£(4,2,2,0) * (1-F(1,1,0,3)) + £(3,2,1,0) * (£(1,0,1,1)
(1-F(1,1,0,2)) + (1-F(1,1,0,1)) * (1-F(1,0,1,1)))
£(2,1,1,0) * (1-F(1,1,0,0)) * (£(1,0,1,0) * (1-F(1,1,0,2))
(1-F(1,0,1,0)) * (1-F(1,1,0,1)))

+ o+ x + %

Z1 <- F(6,3,2,4) + sum((1-F(1,0,0,0:4)) * £(5,3,2,4:0))

+ sum((1-F(1,1,0,1:4)) * £(4,2,2,3:0)) + sum(£f(3,2,1,2:0)
* ((1-F(1,0,1,2:4)) + (1-F(1,1,0,0)) * £(1,0,1,2:4)))

+ £(2,1,1,0) * (sum((1-F(1,1,0,3:4)) * £(2,1,1,1:0)))
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£(1,1,0,0) * £(1,0,1,1) * (sum((1-F(1,1,0,2:3))
£(2,1,1,1:0))) + £(1,1,0,0) * (1-F(1,0,1,1))
(sum((1-F(1,1,0,1:2)) * £(2,1,1,1:0))) + (1-F(1,1,0,0))
(1-F(1,0,1,0)) * (sum((1-F(1,1,0,1:2)) * £(2,1,1,1:0)))
£(1,0,1,0) * (1-F(1,1,0,0)) * (sum((1-F(1,1,0,2:3))
£(2,1,1,1:0))) + £(1,1,1,0) * (sum((1-F(1,0,0,4:2))
£(4,2,1,0:2) + £(1,1,1,0) * (1-F(4,2,1,2))
(1-F(1,0,0,1)))) - £(4,3,1,0) * £(1,0,0,2) * £(1,0,1,2)
(1-F(1,0,0,0)) - £(1,1,1,0) * (sum(f(2,1,1,0:1)
£(1,0,0,3:2) * (1-F(1,1,0,1))) + (£(2,1,1,0) * £(1,0,0,2)
(1-F(1,1,0,2)))) - £(1,1,1,0) * (sum(£f(3,2,1,0:2)
£(1,0,0,4:2) * (1-F(1,0,0,0))) + sum(£f(3,2,1,0:1)
£(1,0,0,3:2) * (1-F(1,0,0,1))) + (£(3,2,1,0)

£(1,0,0,2) * (1-F(1,0,0,2))))

* X X X X ¥ ¥ X ¥ + X X *x +

al <- £(1,0,0,0:50)
albl <- £(1,1,0,0:50)
alcl <- £(1,0,1,0:50)
abb3c2 <- £(6,3,2,0:50)
abb3c2 <- £(5,3,2,0:50)
adb2c2 <- £(4,2,2,0:50)
a3b2cl <- £(3,2,1,0:50)
a2blcl <- £(2,1,1,0:50)
alblcl <- £(1,1,1,0:50)

i1l <- function(u){
i1l <= 0:u
i1l

i12 <- function(u){
u <- u+l

f <-1

fafa <- 0

for (a in 1:u)

{

for (b in 1:(u+2-a))
{ fafa[f] <- a

f <- f+1 } }
fafa-1

}

i13 <- function(u){
u <- u+l

f <-1

fafa <- 0

for (a in 1:u)

{

for (b in 1:(u+2-a))
{

for (c in 1:(u+4-a-b))
{ fafa[f] <- a
f<-f+1 }}}
fafa-1

}
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i14 <- function(u){

u <- u+l

f <-1

fafa <- 0

for (a in 1:u)

{

for (b in 1:(u+2-a))

{

for (¢ in 1:(u+4-a-b))
{

for (d in 1:(u+6-a-b-c))
{

fafa[f] <- a

f<-f+1 }} 1} 1}
fafa-1

}

i15 <- function(u){

u <- u+l

f <-1

fafa <- 0

for (a in 1:u)

{

for (b in 1:(u+2-a))

{

for (¢ in 1:(u+4-a-b))

{

for (d in 1:(u+6-a-b-c))
{

for (e in 1:(u+8-a-b-c-d))
{

fafa[f] <- a

f<-f+1 }}}r 1} 1}
fafa-1

}

i16 <- function(u){

u <- utl

f <-1

fafa <- 0

for (a in 1:u)

{

for (b in 1:(u+2-a))

{

for (¢ in 1:(u+4-a-b))

{

for (d in 1:(u+6-a-b-c))

{

for (e in 1:(u+8-a-b-c-d))
{

for (g in 1:(u+10-a-b-c-d-e))
{

fafa[f] <- a

f<-f+1 }}}r3}r1}}
fafa-1

}
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i22 <- function(u){
u <- u+l

f <-1

fafa <- 0

for (a in 1:u)

{

for (b in 1:(u+2-a))
{ fafa[f] <- b

f <- f+1 } }
fafa-1

}

i23 <- function(u){
u <- u+l

f <-1

fafa <- 0

for (a in 1:u)

{

for (b in 1:(u+2-a))
{

for (c in 1:(u+4-a-b))
{ fafa[f] <- b
f<-f+1 } 1} }
fafa-1

}

i24 <- function(u){

u <- u+l

f <-1

fafa <- 0

for (a in 1:u)

{

for (b in 1:(u+2-a))

{

for (¢ in 1:(u+4-a-b))
{

for (d in 1:(u+6-a-b-c))
{

fafal[f] <- b

f<-f+1 }}}}
fafa-1

}

i25 <- function(u){

u <- u+l

f <-1

fafa <- 0

for (a in 1:u)

{

for (b in 1:(u+2-a))

{

for (c in 1:(u+4-a-b))

{

for (d in 1:(u+6-a-b-c))
{

for (e in 1:(u+8-a-b-c-d))
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{

fafalf] <- b
f<-f+1 }}}r 1} 1}
fafa-1

}

i26 <- function(u){

u <- u+l

f <-1

fafa <- 0

for (a in 1:u)

{

for (b in 1:(u+2-a))

{

for (c in 1:(u+4-a-b))

{

for (d in 1:(u+6-a-b-c))

{

for (e in 1:(u+8-a-b-c-d))
{

for (g in 1:(u+10-a-b-c-d-e))
{

fafa[f] <- b

f<-f+1 }}r} 3} 3} 3}
fafa-1

}

i33 <- function(u){
u <- u+l

f <-1

fafa <- 0

for (a in 1:u)

{

for (b in 1:(u+2-a))
{

for (¢ in 1:(u+4-a-b))
{ fafa[f] <- ¢
f<-f+1 } 1} }
fafa-1

}

i34 <- function(u){

u <- u+l

f <-1

fafa <- 0

for (a in 1:u)

{

for (b in 1:(u+2-a))

{

for (¢ in 1:(u+4-a-b))
{

for (d in 1:(u+6-a-b-c))
{

fafa[f] <- ¢

f<-f+1 }}}}
fafa-1

}
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i35 <- function(u){

u <- u+l

f <-1

fafa <- 0

for (a in 1:u)

{

for (b in 1:(u+2-a))

{

for (¢ in 1:(u+4-a-b))

{

for (d in 1:(u+6-a-b-c))
{

for (e in 1:(u+8-a-b-c-d))
{

fafa[f] <- ¢

f<-f+1 }}} 1} 1}
fafa-1

+

i36 <- function(u){

u <- u+tl

f <-1

fafa <- 0

for (a in 1:u)

{

for (b in 1:(u+2-a))

{

for (¢ in 1:(u+4-a-b))

{

for (d in 1:(u+6-a-b-c))

{

for (e in 1:(u+8-a-b-c-d))
{

for (g in 1:(u+10-a-b-c-d-e))
{

fafa[f] <- ¢

f<-f+1 Y} }r3}r1}}
fafa-1

}

i44 <- function(u){

u <- u+l

f <-1

fafa <- 0

for (a in 1:u)

{

for (b in 1:(u+2-a))

{

for (¢ in 1:(u+4-a-b))
{

for (d in 1:(u+6-a-b-c))
{

fafal[f] <- d

f<-f+1 }}}}
fafa-1

}
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i45 <- function(u){

u <- u+l

f <-1

fafa <- 0

for (a in 1:u)

{

for (b in 1:(u+2-a))

{

for (¢ in 1:(u+4-a-b))

{

for (d in 1:(u+6-a-b-c))
{

for (e in 1:(u+8-a-b-c-d))
{

fafal[f] <-4

f<-f+1 }}} 1} 1}
fafa-1

+

i46 <- function(u){

u <- u+tl

f <-1

fafa <- 0

for (a in 1:u)

{

for (b in 1:(u+2-a))

{

for (¢ in 1:(u+4-a-b))

{

for (d in 1:(u+6-a-b-c))

{

for (e in 1:(u+8-a-b-c-d))
{

for (g in 1:(u+10-a-b-c-d-e))
{

fafa[f] <- d

f<-f+1 Y} }r3}r1}}
fafa-1

}

i55 <- function(u){

u <- u+l

f <-1

fafa <- 0

for (a in 1:u)

{

for (b in 1:(u+2-a))

{

for (¢ in 1:(u+4-a-b))

{

for (d in 1:(u+6-a-b-c))
{

for (e in 1:(u+8-a-b-c-d))
{

fafa[f] <- e

f<-f+1 }}}r 1} 1}
fafa-1

33



i56 <- function(u){

u <- u+l

f <-1

fafa <- 0

for (a in 1:u)

{

for (b in 1:(u+2-a))

{

for (c in 1:(u+4-a-b))

{

for (d in 1:(u+6-a-b-c))

{

for (e in 1:(u+8-a-b-c-d))
{

for (g in 1:(u+10-a-b-c-d-e))
{

fafa[f] <- e

f<—f+1 } XY} 3} 1}}
fafa-1

}

i66 <- function(u){

u <- u+l

f <-1

fafa <- 0

for (a in 1:u)

{

for (b in 1:(u+2-a))

{

for (c in 1:(u+4-a-b))

{

for (d in 1:(u+6-a-b-c))

{

for (e in 1:(u+8-a-b-c-d))
{

for (g in 1:(u+10-a-b-c-d-e))
{

fafal[f] <- g

f<-f+1 } X3} 1}
fafa-1

}

z4 <- function(u){

z4 <- 0

z4 <- sum(allu+1:2+1] * abb3c2[2-1:2+1])

+ sum(al[1+0:u]l * albl[u+2-0:u+l] * adb2c2[2-2+1])
z4 }

z3 <- function(u){

z3 <- 0

z3 <- sum(al[u+1:3+1] * abb3c2[3-1:3+1]) + sum(all[ill(u)+1]

* albl[u+2-i11(u)+1] * a4b2c2[3-2+1]) + sum(all[ill(u)+1]

* albl[u+3-i11(u)+1] * adb2c2[3-3+1]) + sum(all[il2(u)+1]

* albi1[i22(u)+1] * alcl[u+3-i12(u)-i22(u)+1] * a3b2ci1[3-3+1])
z3 }
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z2 <- function(u){

z2 <- 0

z2 <- sum(al[u+1:4+1] * abb3c2[4-1:4+1]) + sum(all[ill(u)+1]
albl[u+2-i11(u)+1] * a4b2c2[4-2+1]) + sum(all[ill(u)+1]
albl[u+3-i11(u)+1] * a4b2c2[4-3+1]) + sum(all[ill(u)+1]
albl[u+4-i11(u)+1] * a4b2c2[4-4+1]) + sum(all[il2(u)+1]
alb1[i22(u)+1] * alcl[u+3-i12(u)-i22(u)+1] * a3b2ci1[4-3+1])
sum(al[i12(u)+1] * albi1[i22(u)+1] * alcl[u+4-i12(u)-i22(u)+1]
a3b2c1[4-4+1]) + sum(all[i13(u)+1] * ailbi[i23(u)+1]
alc1[i33(u)+1] * albil[u+4-i13(u)-i23(u)-i33(u)+1] * a2bici[4-4+1])
z2 }

* ¥ + ¥ ¥ ¥ *

z1 <- function(u){

zl <- 0

z1 <- sum(al[u+1:5+1] * abb3c2[5-1:5+1]) + sum(all[ill(u)+1]
albl[u+2-i11(u)+1] * a4b2c2[5-2+1]) + sum(all[ill(u)+1]
albl[u+3-i11(u)+1] * a4b2c2[5-3+1]) + sum(all[ill(u)+1]
albl[u+4-il1(u)+1] * adb2c2[5-4+1]) + sum(all[ill(u)+1]
albl[u+5-i11(u)+1] * a4b2c2[5-5+1]) + sum(all[il2(u)+1]
alb1[i22(u)+1] * alci[u+3-i12(u)-i22(u)+1] * a3b2ci[5-3+1])
sum(al[i12(w)+1] * alb1[i22(u)+1] * alcl[ut+4-i12(u)-i22(u)+1]
a3b2c1[5-4+1]) + sum(all[il2(u)+1] * ailbi[i22(u)+1]
alcl[u+5-i12(u)-i22(u)+1] * a3b2c1[5-5+1])

sum(al[i13(u)+1] * albi1[i23(u)+1] * alc1[i33(u)+1]
albl[u+4-i13(u)-i23(u)-i33(u)+1] * a2bici[5-4+1])
sum(al1[i13(u)+1] * alb1[i23(u)+1] * alc1[i33(u)+1]
albl[u+5-i113(u)-i23(u)-i33(u)+1] * a2bilc1[5-5+1])

alblci[1] * (sum(all[i1l4(u)+1] * albi[i24(u)+1]
alc1[i34(u)+1] * ailbi[id4(u)+1]

allu+5-114(u)-i24 (u)-i34(u)-i44 (u)+11))

z1 }

¥ ¥ + ¥ + ¥ 4+ ¥ ¥ + X ¥ * % *

<- matrix(c(1,0,0,
<- rbind(A, <c(0,1,
<- rbind(4, c(0,0, ,0))
rbind (A, ¢(0,0, ,0))
<- rbind(A, <¢(0,0,0,0,1,0))
<- rbind(A, c(-1/25, -Z1/Z5, -72/Z5, -Z3/Z5, -Z4/7Z5, 1/Z5))
<- 51
for(b in 6:50)
{ A <- rbind(4, ¢(0,0,0,0,0,0)) }

0,0,0), ncol=6)
0,0,0,0))
1,0,0
0,1,0

B == rErE x>
A
|

for(a in 7:n)
{
Afla,] <- c(1/£(6,3,2,0) * (A[a-6,1] - sum(f(6,3,2,1:(a-2)) * Al[a-(1:(a-2)),1])
- alla-6+1]),
1/£(6,3,2,0) * (A[a-6,2] - sum(£(6,3,2,1:(a-2)) * Ala-(1:(a-2)),2])
+ z1(a-7) - alla-6+1] * Z1),
1/£(6,3,2,0) * (A[a-6,3] - sum(f(6,3,2,1:(a-2)) * Ala-(1:(a-2)),3])
+ z2(a-7) - all[a-6+1] * Z2),
1/£(6,3,2,0) * (A[a-6,4] - sum(£(6,3,2,1:(a-2)) * Ala-(1:(a-2)),4])
+ z3(a-7) - alla-6+1] * Z3),
1/£(6,3,2,0) * (A[a-6,5] - sum(£(6,3,2,1:(a-2)) * Ala-(1:(a-2)),5])
+ z4(a-7) - alla-6+1] * Z4),
1/£(6,3,2,0) * (A[a-6,6] - sum(f(6,3,2,1:(a-2)) * Ala-(1:(a-2)),6])
+ alla-6+1]))
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B <- matrix(c(A[(n-4), c(1:5)] - A[(n-5), c(1:5)],
A[(n-3), c(1:5)] - A[(n-5), c(1:5)],
A[(n-2), c(1:5)] - A[(n-5), c(1:5)],
Al(n-1), c(1:5)] - Al(@-5), c(1:5)],
Al(n), c(1:5)] - A[(n-5), c(1:5)]1), ncol=b)
B <- t(B)

C <- matrix(c(A[(n-4), 6] - A[(n-5), 6],
Al(n-3), 6] - A[(n-5), 6],
Al(n-2), 6] - A[(n-5), 6],
A[(n-1), 6] - A[(n-5), 6],
A[(m), 6] - A[(n-5), 6])) * mean

fi <- solve(B,C, vars=200)
fi <- rbind(fi, -(fi[1] + Z1xfi[2] + Z2xfi[3] + Z3*xfi[4] + Z4xfi[5] - 6
+ 6*xmeanl + 3*mean2 + 2*mean3)/Z5)

u <- 20
for(b in 7:u)
{ fi <- rbind(fi, 0) }

for(a in 7:u)

{

fila,] <- (1/£(6,3,2,0))*(fi[a-6] - sum(£f(6,3,2,a-(2:(a-1)))

* £i[2:(a-1)]1) + zi(a-7)*£fi[2] + z2(a-7)*fi[3] + z3(a-7)*fi[4]
+ z4(a-7)*fi[5] + abb3c2[1]l*all[a-5]*fil[6])

}

###HHHHHH A BAIGTINIS LAIKAS #####HHH###### I HHHH

u <- 20
T <- 50
phi <- matrix(0, ncol=u+20, nrow=T)

for (i in 1:u)
{ phil[1,i] <- sum(a1l[i11(i)1) %}

for (i in 1:u)
{ phi[2,i] <- sum(al[i12(i-1)+1] * alb1[i22(i-1)+1] ) }

for (i in 1:u)
{ phi[3,i] <- sum(a1l[i13(i-1)+1] * alb1[i23(i-1)+1]
* alc1[i33(i-1)+11) 2

for (i in 1:u)
{ phil4,i] <- sum(all[i14(i-1)+1] * alb1[i24(i-1)+1]
* alc1[i34(i-1)+1] * albil[i44(i-1)+1]) }

for (i in 1:u)
{ phi[5,i] <- sum(all[i15(i-1)+1] * alb1[i25(i-1)+1]
* alc1[i35(i-1)+1] * alb1[i45(i-1)+1] * al[i55(i-1)+1]) }

for (i in 1:u)

{ phi[6,i] <- sum(al[i16(i-1)+1] * albi[i26(i-1)+1] * alc1[i36(i-1)+1]
* alb1[i46(i-1)+1] * al[ib6(i-1)+1] * alblci[i66(i-1)+11) }
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start.time <- Sys.time()

### kuo didesnis imamas u, tuo rezultatai gaunasi tikslesni,

taciau smarkiai auga skaiciavimo laikas ####

for (t in 7:T)

{

for (i in 1:30)

{ philt,i] <- sum(all[i16(i-1)+1] * alb1[i26(i-1)+1] * alc1[i36(i-1)+1]

* alb1[i46(i-1)+1] * al[ib6(i-1)+1] * alblcl[i66(i-1)+1]

* phil[t-6, i+6-116(i-1)-126(i-1)-i36(i-1)-i46(i-1)-i56(i-1)-i66(i-1)]1) }
}

end.time <- Sys.time()
time.taken <- round(end.time - start.time, 3)

Jungtinio modelio 2 pavyzdzZio kodas.

pois <- function(lambda, k)

{

sk <- (lambda"k/factorial(k))*exp(-lambda)
return (sk)

}

tryspois <- function(lambdal, lambda2, lambda3, k)
{

sk <- ((lambdal+lambda2+lambda3) “k/factorial (k))*exp(-(lambdal+lambda2+lambda3))
return (sk)

}

sl <- pois(0.4, (0:20))

s1

s2 <- pois(0.7, (0:20))

s2

s3 <- pois(0.5, (0:20))

s3

poisson <- tryspois(0.4, 0.7, 0.5, (0:300))
poisson
sum(poisson)

#### Pasikeisti meanl, mean2, mean3 ir mean Puasono vidurkius ####

meanl <- 0.4

mean2 <- 0.7

mean3d <- 0.5

mean <- 6*%0.4 + 3%0.7 + 2%0.5 - 6

### Toliau einantys skaiciavimai atliekami lygiai tokiu paciu principu kaip
ir pirmajame jungtinio modelio pavyzdyje, todél pakartotinai jy neapraSysime.
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