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Summary

The main objective of this thesis is to provide some contributions
to the analysis of integer-valued time series models. The main
focus is on such models, where the joint innovation distribution
can be described by a copula.

Firstly, a class of bivariate integer-valued autoregressive pro-
cesses of order 1 (BINAR(1)) with copula-joint innovations are
analysed. The existing literature on such models is extended by
providing a two-step estimation method, where the BINAR(1)
model parameters are estimated separately from the dependence
parameter of the copula. This procedure reduces the compu-
tational time, while providing a similar accuracy of the copula
dependence parameter estimate as the conditional maximum like-
lihood estimation method for all of the model parameters.

Secondly, a univariate integer-valued autoregressive process
for seasonality with period d (SINAR(1),) is introduced, which
allows the intra-seasonal dependence of the innovations to be de-
scribed by a copula. Such a univariate process can also be written
as a multivariate specification, for which the BINAR(1) is a spe-
cial case by taking the seasonal period d =2. The multivariate
specification allows the use of an estimation method based on
least-squares, which can be generalized to account for the resid-
ual dependence. This method is then compared with a two-step
likelihood-based estimation method, where emphasis is now put
on the accuracy of the parameters of the SINAR(1),; model itself,
rather than the dependence parameter only.

Finally, the estimation methods of the above processes are
illustrated using Monte Carlo simulation. Furthermore, the pro-
cesses studied in this thesis are illustrated using empirical appli-
cations in the context of loan defaults (for the BINAR(1) process)
and crime data (for the SINAR(1), process).



Santrauka

1 Tiriamoji problematika ir jos aktualumas

Sveikareiksmes laiko eilutés stebimos jvairiose ekonominése ir fi-
nansinése sferose — vertybiniy popieriy transakcijy skaicius per
diena, nusikaltimy skaic¢ius mieste per valanda, draudimo iSmoky
skaicius per metus jmonéje, banko isduoty nemokiy paskoly skai-
¢ius per savaite, virusu uzsikrétusiy zmoniy skaicius per dieng ir
kt. Skirtingos sveikareikSmés laiko eilutés gali buti tarpusavyje
priklausomos. Si priklausomybé gali biiti nusakoma jungties (ar-
ba kopulos) funkcija. Pasinaudojant kopulomis galima atskirai
modeliuoti marginaliuosius skirstinius, kurie gali buti is skirtin-
gy skirstiniy Seimy, ir jy priklausomybés struktiura, kurig galima
nusakyti jungties funkcija. Genest ir Neslehova (2007) analiza-
vo jungties funkcijy taikyma diskretiems atsitiktiniams dydziams
(a.d.), lyginant su ju taikymu tolydiems a.d.

Sveikareiksmeés laiko eilutés taip pat gali priklausyti nuo savo
praeities reikSmiy. Sj sarysj galima nusakyti pirmos eilés sveika-
reiksmiy dydziu autoregresiniu modeliu (INAR(1)), kurj pasiulé
McKenzie (1986) ir Al-Osh ir Alzaid (1987), nusakomas lygtimi:

Y, =¢oY, 1+&, tel, (1)

¢ia ,,0* vadinamas binominiu retinimo operatoriumi, tokiu, kad
poY, | = ZiY:f Bi;, kur visiems t € Z, {B;;,i € Z} yra nepriklau-
somos vienodai pasiskirs¢iusios (n.v.p.) Bernulio a.d. sekos su
vidurkiu ¢ € [0, 1], kurios tarpusavyje nepriklauomos ir nepriklau-
so nuo n.v.p. neneigiamy sveikareiksmiy a.d. sekos {g,t € Z}. &
nepriklauso nuo Y;_, kai k > 0. Dazniausiai laikoma, kad & skirs-
tinys yra Puasono arba neigiamo binominio.

Nagrinéjant diskreciy laiko eiluéiy pora galima taikyti dvima-
¢ius sveikareiksmiy dydziy autoregresinius modelius (BINAR), su



kuriais galima atsizvelgti j laiko eiluciy autokoreliacija ir j tai, kad
laiko eilutes sudaro diskretus dydziai. Be to, jungties (angl. co-
pula) funkcijos gali buti panaudojamos nusakyti BINAR(1) mode-
lio inovacijas - Karlis ir Pedeli (2013) panaudojo Franko kopula
ir normaliaja kopula modeliuojant BINAR(1) modelio inovacijy
priklausomybe.

Be to, dauguma laiko eiluciy pasizymi sezoniskumu (pvz. me-
tuy laikai, savaités diena, rytas/vakaras). Tokie sezoniniai désnin-
gumai gali buti nusakomi jvairiais budais, pvz. Brannis (1995)
pristaté INAR(1) modelj su aiskinanciaisiais kintamaisiais, i ku-
riuos gali buti jtraukiami trendo ir sezoniniai aiskinantieji kinta-
mieji. Sio modelio parametry vertinima empiriniu didZiausio ti-
kétinumo metodu nagringjo Ding ir Wang (2016), o Enciso-Mora
ir kt. (2009) pristaté aukstesnés eiles INAR modelj su aiskinan-
Ciaisiais kintamaisiais. Monteiro ir kt. (2010) pristaté INAR pro-
cesa su periodu d (PINAR(1),), kuris apibréziamas lygtimi:

y=¢0Y 1+¢&, teN, g ~Pois(v), (2)

cia ¢ =o€ (0,1), vi=Aj, t =j+kd, j=1,...,d, k€ Ny :=
{0,1,2,...}. Beto, ¢0¥ 1 =Y. Biy, kur {Bi, = Bi,(¢),1 € Z}
yra periodiné Bernulio a.d. seka, kuri nepriklauso nuo Y; ir &,
o P(Bis(¢:) =1)=¢. Monteiro ir kt. (2010) taip pat daroma
prielaida, kad & yra periodinis Puasono procesas, nepriklausantis
nuo Y, ir ¢, 0Y,_;.

Bourguignon ir kt. (2016) pristaté pirmos eilés sezoninj INAR
procesa su sezoniskumu d (INAR(1),), kuris apibréziamas lygti-
mi:

Yi=¢0Y, 4+¢&, tclZ, (3)
¢ia ¢ €[0,1], 0 & ir ¢ oY;_4 apibrézti taip pat, kaip (1) lygtyje.

Be to, INAR(1), procesas yra sudarytas i$ tarpusavyje nepriklau-
somy INAR(1) procesu.



2 Disertacijos tyrimo objektas ir tikslai

Disertacijoje analizuojami sveikareiksmiy dydziy autoregresiniai
modeliai, kuriy liekanos nusakomos jungties funkcija. Sioje diser-

tacijoje:

e analizuojami literatiiroje pristatyti dvimacio sveikareiks-
miy dydziy autoregresinio proceso parametry vertinimo
metodai ir pristatomas dviejy zingsniy parametry vertini-
mo metodas, su kuriuo jungties funkcijos parametras jver-

tinamas atskirame zingsnyje,

o pristatomas apibendrintas vienmatis neneigiamy sveika-
reiksmiy dydziy autoregresinis procesas su sezoniniais auto-
regresiniais parametrais bei sezoniskai priklausomomis ino-
vacijomis, kuris gali buti perrasomas daugiamaciu pavida-
lu. Daugiamatis pavidalas panaudojamas parametry verti-

nimui.

3 Disertacijos struktura

Disertacija sudaro penki skyriai, iSvados, darbe cituojamos lite-
ratiros sarasas ir priedy skyreliai.

Pirmame, jvadiniame, skyriuje pristatomas sveikareiksmiy
dydziy laiko eiluc¢iy aktualumas empiriniuose tyrimuose, aptaria-
mi literatiroje nagrinéjami sveikareikSmiai autoregresiniai laiko
eilu¢iy modeliai.

Antrame skyriuje pateikiamos pagrindinés binominio retini-
mo operatoriaus savybés, kuriy jrodymai taip pat pateikiami
disertacijos priedy skyreliuose.

Treciame skyriuje pateikiamas jungties funkcijy apibrézimas
ir ju panaudojimas nagrinéjant sveikareiSmius atsitiktinius dy-

dzius. Taip pat pateikiami konkreciy kopuly pavyzdziai.



Ketvirtame skyriuje nagrinéjamas pirmos eilés dvimatis svei-
kareiksmiy dydziy autoregresinis procesas, kurio inovacijos yra
aprasomos jungties funkcija. Nagrinéjamos modelio savybés, ku-
riy jrodymai pateikiami prieduose, bei aptariami literatiiroje nau-
dojami parametry vertinimo metodai. Siame skyrelyje taip pat
pristatomas vienas is disertacijoje gauty moksliniy rezultaty -
dviejy zingsniy parametry vertinimo metodas, kuris jungties pa-
rametra jvertina atskirai nuo kity modelio parametry. Sis me-
todas palyginamas su kitais parametry vertinimo metodais at-
liekant Monte Karlo simulacija. Skyrelio pabaigoje empiriniams
mokiy ir nemokiy paskoly duomenims sudaromi BINAR(1) mo-
deliai. Naudojamos skirtingos jungciy funkcijy ir marginaliyjy
pasiskirstymo funkcijy kombinacijos.

Penktame skyriuje nagrinéjamas antrasis disertacijoje gau-
tas mokslinis rezultatas - vienmatis neneigiamy sveikareiksSmiy
dydziy autoregresinis procesas su sezoniniais autoregresiniais pa-
rametrais bei sezono viduje priklausomomis inovacijomis. Paro-
doma, kaip vienmaté laiko eiluté gali buti uzrasyta daugiamaciu
pavidalu. Pateikiamos modelio savybés, o jy jrodymai pateikiami
atitinkamuose priedy skyreliuose. Nagrinéjami parametro verti-
nimo metodai, atlickamas jy palyginimas Monte Karlo metodu.
Taip pat sudaromas modelis empiriniams Cikagos nusikaltimuy

duomenims.

4 Disertacijos gauty rezultaty apzvalga

Disertacijos rezultatai gali buti suskirstyti j dvi dalis. Pirmoje
dalyje aprasomas literaturoje pristatytas BINAR(1) procesas su
jungties funkcija nusakytomis inovacijomis ir Sio proceso para-
metry vertinimo metodai. Tuomet disertacijoje pasiulomas mi-
néto proceso parametry vertinimas dviejy zingsniy metodu. Ant-
roje disertacijos dalyje pristatomas apibendrintas vienmatis ne-



neigiamy sveikareiksmiy dydziy autoregresinis procesas su sezo-
niniais autoregresiniais parametrais bei sezoniskai priklausomo-
mis inovacijomis. Nagrinéjamos modelio savybés, daugiamatis

pavidalas ir parametry vertinimo metodai.

Dvimatis INAR(1) procesas

Disertacijoje nagrinéjamas BINAR(1) procesas, kurj pateiké Pe-
deli ir Karlis (2011):

1 apibrézimas. Tegul & = [€1,;,&,], t € Z yra nepriklausomy
vienodai pasiskirséiusiy dvimaciy neneigiamy sveikareiksSmiy at-
sitiktiniy dydziy seka. Dvimatis sveikareiksmiy dydziy pirmos
eilés autoregresinis procesas (BINAR(1)), Y, = [YL[,YZ’;]T, t €7,
nusakomas lygtimi:

o 0 Yi.—
Y, —AoY, g = |% o | Y-
0 m Y2,

€1t

)

+ , t€Z, (4)

S5

¢ia oj € [0,1), j=1,2, 0’0’ yra retinimo operatorius, kuris kartu
atlieka ir matricy daugybos operacija. Taigi, j-asis (j = 1,2)
elementas atitinka pirmos eilés INAR procesa:

Yis=0ojoYj 1+, tEL, (5)
. Yjio . .
¢ia ojoYj,—y =Y IBJ-N ir Bj;1,Bj2,... yra n.v.p. Bernulio

a.d. seka su P(Bj,;=1)=0o;=1-P(B;,; =0), «; € [0,1). Sios
sekos yra tarpusavyje nepriklausomos ir nepriklauso nuo &, t € Z.

&, nepriklauso nuo Y;, s < ¢, visiems t € Z.

Taip pat laikoma, kad Y, = [Y1,,Y2,]" proceso inovaciju
[€14,€,]" jungtinis skirstinys su marginaliomis funkcijomis Fy, F
yra nusakomas jungties funkcija C(-,-):

P(e1; <yi,&,; <y2) =C(Fi(n1),F(y2)).

10



Toliau disertacijoje laikoma, kad C(uj,uz) = C(uj,uz;0), kur 6
yra jungties funkcijos priklausomybés parametras.
Disertacijoje pateikiamos (5) lygtimi nusakyto proceso savy-

bés ir juy jrodymai.

BINAR(1) modelio parametry vertinimas CLS metodu

Salyginis maziausiy kvadraty (angl. conditional least squares,
CLS) jvertinys minimizuoja Y, ir jo salyginés matematines vilties
skirtumy kvadraty suma. Disertacijoje remiamasi Silva (2005)
gautais INAR(1) modelio parametry vertinimo rezultatais, ir su-
konstruojamas CLS jvertinys BINAR(1) modeliui:

GCLs — Z?I:Z(Yjaf _?/)(YjJ*l _Yj*) (6)

! Y (Y —Y)?
ir
~CLS 1 & _CLs v
He ;™ = N_1 <ZYjJ_aj ZY]‘_’,_1>, (7)
=2 t=2

kur ¥j:= (N—1)7'EY, Y, and ¥ = (N—1)7'EY, Y, (ar
Ispany ir kt. (2003))

Asimptotinés INAR(1) modelio parametry CLS jvertinio sa-
vybés pateiktos Latour (1998), Silva (2005), Barczy ir kt. (2010).

Tarkime, kad inovacijos €1, ir &, turi Puasono marginaliuo-
sius skirstinius su atitinkamais parametrais Ue 1 ir Ue > ir jy jung-
tinis skirstinys nusakytas jungties funkcija su priklausomybés pa-
rametru 0. Pastebint, kad

E(Yi;— oY1 -1 —te1) Yoy — Yo 1 — Uen) = Cov(er s, &,), (8)

galima jvertinti 8 parametra minimizuojant skirtumy kvadraty

11



suma

N
_ CLS .CLS ~CLS ~CLS. 2
S_Z(El,t 82,t _Y(.ug,l 7“8,2 ’6)) ) (9)
1=2
Cia
CLS ._ ~CLS ~CLS -
g =Y, —0; Y — g, j=1,2
ir

Y(Ue, 1, Me2;0) :=Cov (e, &)

= Y klc(Fi(kipe,), Fa(l: fe2): 0) — Me i le 2, (10)
k=1

o c¢(Fi(kspe1),Fa(l; e 2); 0) yra jungtiné tikimybes mases funkci-

ja:

c(Fi(k;pe1),F2(l;14e2); 0) =P(e1, =k, &2, =)
=C(Fi (ki te,1), F>(l; te 2): 0)
—C(Fi(k—1;pe 1), F2(l5 e 2); 0)
— C(Fi(kspe), Fo(I—1;1e2)0)
+ C(Fi(k—1iUe 1), Fa(l — 151 2); ),
k>1,1>1. (11)

(9) lygtyje pristatytas vertinimo metodas remiasi kovariacijos

7( ,ﬂEC]LS , ﬂg%s, 0) aproksimacija
M M,
P S AELS:0) = 30 3 e (e ACE) Bl S5 6)
k=11=1
— B e (12)

Disertacijoje $i aproksimacija buvo naudojama atliekant simulia-

12



cijas Monte Karlo metodu (pvz. paimant M} = M, = M = 8).
Jeigu inovaciju jungties funkcija yra FGM (Farlie-Gumbel—-

Morgenstern), galima paimti sumos
My M - CLS .CLS M, Ms) (5 CLS 1 CLS 2
S 2):2(81,1,‘ & — M 2)(ﬁe,1 g5 0))7, (13)
t=2
iSvestineg, prilyginti ja nuliui ir panaudoti (12) lygti, kad gauti
jungties funkcijos priklausomybés parametro jvertinj
Yo (Vi — 6 = 0SS (Yo — 65521 — f155°)

HFCGM _ Z 2
(N—1)X¥ kF Y0 1By

(14)

&la Fjp = FjuF j— Fix1F i1, 0 Fip = Fi(k: p<5) ir g o= 1—
Fjr, j=1,2. Disertacijos priedy skyrelyje pateiktas (14) lygties
iSvedimas.

Priklausomai nuo pasirinktos jungties funkcijos Seimos, gali
biiti sudétinga suskai¢iuoti (11) ir gauti analitine jvertinio 6 is-
raiska. Disertacijoje, atliekant empirinius skaiciavimus ir Monte
Karlo simuliacija, minimizuojant (9) lygti naudojama R progra-
mos optim funkcija. Be to, kitiems marginaliesiems skirstiniams,
kurie turi ne tik e j, bet ir kitus parametrus, (9) lygtis turéty
buti minimizuojama ne tik pagal 8, bet ir pagal tuos papildomus

parametrus.

BINAR(1) modelio parametry vertinimas CML metodu

BINAR(1) modelio parametrai taip pat gali buti jvertinti salygi-
niu didziausio tikétinumo metodu (angl. conditional maximum
likelihood, CML) (zr. Pedeli ir Karlis (2011) ir Karlis ir Pedeli
(2013)). Salyginis BINAR(1) proceso skirstinys yra nusakomas

13



salygine tikimybe:

PYi=y14,Y2: =y2:|Y10-1 = Y141, Y20-1 = Y24-1)
=P(ajoyi—1+€,;=Y1,4,000y2—-1+ & =Y24)
Vi Y2
= Z ZP(OQ oyi—1 =k)P(apoyr;—1 =1)
k=01=0
xP(er; =y1; =k, &5 =y, —1).

Cia a oy yra y nepriklausomy Bernulio eksperimenty, todél tiki-

mybé lygi:

Plajoyjr—1=k)= <yj’;(1) of (1— a7k,

k=0,...,yj:—1, j=1,2. Tuo atveju, kai BINAR(1) modelio ino-
vacijy liekanos gali buti nusakomo jungties funkcija su Puasono

marginaliomis funkcijomis, turime, kad
IEI’(El,t =y, —k,&;=y2;— 1) =c(F ()’l,t _kaNS,l)’FZ(YZ,t - 17“8,2); 6).
Tuomet gauname:

IP)(Yl,t = yl,taYZ,l‘ :yZ,t|Yl,t71 = yl,tflaYZ,tfl = )’2,t71)

Y (Vi V2,-1
33 (M ata et (2 ) ab -y

§=0i=0
X c(Fi(yry—k,ter), Fa(y2r — 1, Ue2); 0).

14



Siuo atveju, norint jvertinti parametrus Ue 1, Me 2, 01,0 ir O pa-
naudojamas salyginés didziausio tikétinumo funkcijos logaritmas:

E(al, a2>,uv8,l7.u8,27 6) =

N
Z IOgP(Yl,t =Yz Yz,t = y2,t|Yl,t71 =V1t—1, Yz,tfl = y2,tfl)
=2
kur y; 1 ir y2,1 - pradinés reikSmes. Parametry vertinimui maksi-
mizuojamas salyginés didziausio tikétinumo funkcijos logaritmas:

(o, 00, e 1y e, 0) — max . (15)
0,00, e 1,1e2,0
Disertacijoje tai atlickama skaitiniais metodais panaudojant R
programos optim funkcija.

Taip pat kaip ir CLS metodui, kitiems marginaliesiems skirs-
tiniams, kurie turi ne tik pe j, bet ir kitus parametrus (15) lygtis
turéty buti maksimizuojama ir pagal tuos papildomus paramet-
rus. CML jvertinys yra asimptotiskai normaliai pasiskirstes pa-
gal standartines reguliarumo salygas, o jo kovariacijy matrica yra
Fiserio matricos atvirkstiné (zr. Pedeli ir Karlis (2011)).

BINAR(1) modelio parametry vertinimas dviejy zZingsniy
metodu

Priklausomai nuo parametry reikSmiy ir imties dydzio, CML me-
todo parametry vertinimas gali uZsitesti. Kita vertus, o; ir e ;
CLS jvertiniai yra nesudétingai apskaiciuojami, todél juos gali-
ma jsistatyti vietoje atitinkamy nezinomuy parametry (15) lygtyje,
naudojant CLS jvercius i$ (6) ir (7) lygc¢iy. Tuomet Puasono mar-
ginaliyjy inovacijy skirstiniy atveju, ¢ reikéty maksimizuoti tik
pagal viena parametra, 6. Disertacijoje pateiktas dviejy zings-
niy parametry vertinimo metodas, kurio pirmajame zingsnyje yra

15



ivertinamas:

~CLS nCLS . .
(aj Mg j ) - argmanj(“ja“E,j)? J=12.
Tuomet jvertintos reikSmés uzfiksuojamos ir naudojamos vietoje

atitinkamy nezinomy parametry antrajame zingsnyje:

éCML 1CLS A~CLS ~ACLS ~CLS )

= argmax (0,0 Qg 17 e s

Kitiems marginaliesiems skirstiniams papildomi parametrai tu-

réty buti jvertinami antrajame zingsnyje.

BINAR(1) modelio parametry vertinimo metody palygini-
mas Monte Karlo metodu

Disertacijoje minéti CLS, CML ir dviejy zingsniy parametry ver-
tinimo metodai buvo palyginti Monte Karlo metodu, atliekant
1000 replikacijy, kai imties dydis 50, ir kai imties dydis 500. Buvo
generuojami BINAR(1) procesai, kuriy inovaciju jungtinis skirsti-
nys buvo nusakytas FGM, Franko arba Kleitono jungties funkci-
ja, o marginalieji skirstiniai buvo Puasono, arba vienas skirstinys
Puasono, o kitas - neigiamas binominis.

Disertacijoje parodyta, kad &;, fle; ir 67 yra tiksliau jver-
tinami CML metodu, nei CLS metodu, tac¢iau naudojant CLS
metodu apskaiciuotus &; ir fle ; galima gauti 0 jvertj, kuris ma-
ziau skirsis nuo tikrosios 6 reik§meés, lyginant su 6| ir nedaug
skirsis nuo ML,

Paskoly kiekio aprasymas BINAR(1) modeliu

Disertacijoje BINAR(1) modelis taikytas iSduotu paskoly kiekiui.
Nagrinétos dvi laiko eilutés - mokiy paskoly ir nemokiy paskoly
skaiciai per savaite, nuo 2013 m. spalio 21 d. iki 2016 m. sau-
sio 1 d.. Laiko eilutéms jvertintos skirtingos BINAR(1) modelio
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kombinacijos, kuriose:

e inovacijos buvo nusakytos FGM, Franko arba Kleitono
jungties funkcija,

e inovacijy marginalieji skirstiniai buvo Puasono arba nei-
giamo binominio skirstiniy kombinacijos: abiejy inovacijy
skirstiniai Puasono, abiejy inovacijy skirstiniai neigiamo bi-
nominio, arba vienos is inovacijy skirstinys Puasono, o kitos
- neigimas binominis.

Visais atvejais modeliy parametrai buvo jvertinti dvieju zingsniy
metodu.

Disertacijoje parodyta, kad nagrinétiems duomenims Franko
ir FGM jungtimis gristi modeliai yra labai panasus log-tikétinumo
prasme, nepriklausomai nuo inovacijy marginaliyjy skirstiniy.
Kita vertus, FGM jungties parametras kai kuriais atvejais jgyjo
didziausia galima reikSme (t.y. 1). Modeliai taip pat buvo tik-
slesni (log-tikétinumo prasme), jeigu inovacijos buvo nusakomos

neigiamais binominiais marginaliaisiais skirstiniais.

Sezoninis INAR(1) procesas (SINAR(1),)

Disertacijoje pasiulytas (3) lygties apibendrinimas, leidziant ¢
parametrui kisti priklausomai nuo sezono, bei darant prielaida,
kad inovacijos gali buti priklausomos sezono viduje:

2 apibrézimas. Neneigiamu sveikareikSmiu a.d. seka {Y,r €
Z} vadinama INAR(1) procesu sezoniskumui su periodu d
(SINAR(1),), jeigu ji tenkina lygtj:

Yl:¢toYt7d+gt7 tEZ) (16)

¢ia gy =0;€(0,1), t=j+kd, keZir je{l,...,d}. {&,t€Z}
yra sezono viduje priklausomy neneigiamy sveikareiksmiy a.d.
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seka. Laikoma, kad ¢, oY, 4 = fol("*”d Bijk—1, kur B;jx—1 yra
nepriklausomi Bernulio a.d., kurie nepriklauso nuo Y; g ir
Ejy(k—1)a Visiems k € Z, j e {l,....d} su P(B; ;i 1=1)=aq;.
[€1 1%, €41xa) | yra nepriklausomi nuo Yig(k—s)ds-- - ,Yde,s)d]T,
s € {1,2, }, o [81+kd, e ,8d+kd]T
daugiamaciu skirstiniu, arba jungties funkcija.

skirstinys gali buti nusakytas

Disertacijoje laikoma, kad 2 apibrézime esanciy €14, j €
{1,...,d} marginalieji skirstiniai tokie, kad E(&jjrq) = Me, ir
Var(e j+kd) = Og,jj < o0 visiems k, o & yra priklausomi sezono vi-
duje su kovariacija

Oeij, k=1,
Cov(&itkd>€j11a) =
0, k#£I
t.y. vektoriai [€11xa — Ue,1,- -, Ed+ka — He.a] | Sudaro baltojo triuks-

mo seka.
Disertacijoje pateikiamos 16 lygtimi nusakyto proceso savy-
bés ir jy jrodymai.

1 pastaba. Laikoma, kad 2 apibrézime nusakytas procesas yra
toks, kad E(Yjjxa) # E(Yiriq) arba y(j+kd,s) # y(i+1d,s), kuriam
nors i # j ir Vk,l € Z.

Periodiskai koreliuotos sekos, kurios nusakomos 2 apibrézi-
mu, yra nestacionarios. Jeigu periodas yra zinomas, tokios sekos
gali buti iSreiskiamos kaip daugiamatis stacionarus procesas (Zr.
Hurd ir Miamee (2007)). Tarkime, kad je€{1,...,d}, ke {l,...,n},
Yk(j b=y itkd ir 8,£j )= €j+ka- Tuomet (16) procesa galima uzrasyti
kaip atskirus INAR(1) procesus

Y9 — g0y 4 el

(/)

v
cia &

and S,Ei) yra priklausomi a.d. Vi,j € {1,...,d}. Tuomet
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galima gauti daugiamate INAR(1) proceso reprezentacija perra-
Sius (16) lygties procesy j atskirus INAR(1) procesy blokus. Si
reprezentacija pavaizduota 1 lenteléje.

1 lentelé: SINAR(1), procesas, isreikstas atskirais INAR(1) pro-
cesais. ¥\ atitinka Yk(J),Vk e{l,...,n}.

Periody sk. (pvz. metai)

1 2 .. k . R
A
7 2 v,
I IS D ]
< g (/.k) v
R .
D—( L]

SINAR(1), proceso daugiamatis pavidalas
Tegul {Y;} procesas yra nusakytas 2 apibrézimu. Tuomet ¥; gali-
ma uzrasyti daugiamaciu INAR(1) pavidalu

Y. =AoY, 1+Zi, kEZ, (17)

kur:

Yo = Yiewds--Yarrad) s Zi = [€154ds- - €avka) |
A = diag(ah...,ad).

Tuomet (17) lygtimi nusakytas procesas { Yy} yra stacionarus (7r.
Gladyshev (1961) ir Hurd ir Miamee (2007)).

Disertacijoje pateiktos daugiamatés proceso reprezentacijos
savybeés ir ju jrodymai. Be to, jei d =2, tai (17) lygties spe-
cifikacija atitinka dvimatj INAR(1) procesa su jungties funkcija
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nusakytomis inovacijomis, kuris atskirai nagrinétas disertacijoje

(zr. 1 apibrézima).

SINAR(1),; modelio parametry vertinimas apribotu api-

bendrintu CLS metodu
Yy,...,Y, galima perrasyti VAR(1) pavidalu:
Yi=p, +AY; | +ep, k=1,...n,
¢ia ey yra inovacijy vektorius
e =Y —E(Yi|Yio1) =A0Y1 —AY 1 +Zi — 1,
su E(eg) = 0 ir kovariacijy matrica
L, =diag(Bpy) + L = (Oe,ij+ Qitteilii=j}); iy 4

Disertacijoje pateikiamas (19) lygties jrodymas.
Pazymékime

Y=[Y,...,Y,]", X,=[Y] 1", 0<k<n—1,

X=[Xo,...,.Xp 1], E=e1,....,eq] ", B=[A: u,]".

(18)

Cia Y ir E yra n x d matricos, X; yra (d+1) x 1 vektorius, X yra

nx (d+ 1) matrica, & yra (d+ 1) X d matrica.
Tuomet (18) galime uzrasyti tokiu pavidalu

Y=X#A+E.

(20)

Tuomet % salyginis neapribotas maziausiy kvadraty jvertinys
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uzrasomas pavidalu:
%= (X'X)"'X"Y. (21)

CLS jvertinio asimptotinis normalumas jrodomas Latour (1997).

Daugiamaté INAR specifikacija (17) lygtyje apriboja koefici-
enty matricg A taip, kad nediagonaliniai elementai yra nuliniai.
Tuo tarpu (21) lygtyje esanti koeficienty jvertiniy matrica yra ne-
apribota. Norint pagerinti jvertiniy efektyvuma, disertacijoje ne-
diagonaliniams koeficientams uzdedami apribojimai. Remiantis
Liitkepohl (2007, 5.2 Skyrius), disertacijoje matricai % uzdedami
nuliniai apribojimai. Laikoma, kad ,,®“ yra matricy Kronekerio

sandauga, o ,vec“ yra matricos vektorizavimas.

1  teiginys. Tegul B := vec(#) = Ry, kur Yy =
[ala.u&‘,b ceey adnus,d]T
vektorius, o R" = [Ry,...,R]_|] yra Zinoma apribojimy matrica,

kur Ry = (ri(f(j)), k=0,...d—1 yra (d+1) x2d matricos, su

yra neapribotas nezZinomy parametry

elementais

1, gjetarbai=k+1irj=2k+1,
rjpoo= arba i=d+1 ir j=2k+2, (22)
0, kitu atveju.
Tuomet apribotas apibendrintas sqglyginis maziausiy kvadraty
(REG-CLS) jvertinys gali buti uZrasomas pavidalu

B =RY, 7= [RT (ie_l ® (XTX» R] 71RT (ie_l ®XT> vec(Y),
(23)
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¢ia matrica ie apskaiciuojamas pagal formule

~ 1

T, = m(Y—X@)T(Y—X@), (24)

0B yra neapribotas jvertinys, apskaicivotas pagal (21) lygt.

Disertacijoje pateikiamas 1 tTeiginio jrodymas.

2 teiginys. Tegul {Yi} yra (17) lygtimi nusakytas procesas su
nepriklausoma baltojo triuksmo seka {Zy} su baigtiniais ketvirtais
momentais. Tuomet (23) lygtimi nusakytas REG-CLS jvertinys
yra suderintas ir asimptotiskai normaliai pasiskirstes:

ﬁ(fi—ﬁ) Ny (o, R [RT (z,! ®1"X(0))R}1RT> . (25)

o X'X T o
dia — I'x(0):=E (Xk Xk) pagal tikimybe.
n

Disertacijoje pateikiamas 2 teiginio jrodymas.

SINAR(1), modelio parametry vertinimas CML metodu

Laikome, kad jungtinis vektoriaus [€|4iq,...,Eq4ka]  skirs-
tinys F(-), gali buti nusakomas d-mate jungties funkcija
C:[0,1]¢ — [0,1], tokia, kad

F(al,...,ad) == C(F] (d]), ...,Fd(ad)),
¢ia Fj(-) yra €j,4¢ marginalusis skirstinys, k € Z.

Remiantis Nikoloulopoulos ir Karlis (2009), vektoriaus
[€14kds -, Ea1ka] tikimybés masés funkcija apskaic¢iuojama is ly-
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gybés

clai,...,aq;0) : =P (€144a = a1,...,€41ka = Ga)

— Z Z (_l)i1+...+id

i1€{071} idE{O,l}
XP(€14a < ar—it, ., €aka < g —iq)
= Y Y (et

i]E{O,l} idE{O,l}
><C(F1(a1—il),...,Fd(ad—id);O), (26)

kur @ =[6,...,6,,] " yra m nezinomy jungties funkcijos parametry
vektorius, o €44 marginalusis skirstinys turi nezinomg vidurkj
Ue,; ir nezinomy dispersijg O ;;.

Tegul nezinomy parametry vektorius yra

.
Y = [0, e 1,0e 115,04, He.dy Oe.dd, 01, -, O] -

Tuomet salyginé log tikétinumo funkcija gali buti uzrasoma

((¥lyo) = kz log(Py, v, (ilyi1)); (27)
=1

kur yo = [y1,...,y4] " yra pradinés reikimeés. Cia Py, v, (Yxlyx—1)
yra (17) lygtimi nusakomo proceso salyginé tikimybeé su sezono

viduje priklausomomis inovacijomis, kuri uzrasoma lygtimi

Py v, (Yklye-1) 1= P(Ye = y|Yeo1 = yi-1)
=P(Aoyi_1 +Z; =yi)

Yitkd Yd-+kd

= Y .Y Perswa=Jjis--r€arkd = Jjd)
J71=0 ja=0
d

x| | PiCisYir(=1)a)s
i=1

23



Kur Y = [Viskds - Yarkd) 5 O PiljisVit(k—1)d) YT& Yit(k—1)a DEPTi-
klausomy Bernulio eksperimenty su j; sékmiy skai¢iumi sumas:

PiljisYise—1)a) : =P (060 Yis (k—1)a = Vit (k—1)a — Ji)
Y Vit (k—1)d —Ji i
< i+ k 1 )al} +(k=1)d—J (1 _ai)jl (28)
Vit (k—1)d — Ji

kur ji=0,...,Yitpq, i=1,....d, k=1,...,n.
Norédami jvertinti nezinomus parametrus, maksimizuojame
(27) lygti:

(Y]yo) — max. (29)

Esant ispildytoms atitinkamoms reguliarumo salygoms (zr. Fran-
ke ir Seligmann (1993)), galima parodyti, kad is (29) gautas ¥
CML jvertinys yra asimptotiskai normaliai pasiskirstes:

Vn(@-1) -5 v (0,17'(y), (30)

kur I(y) yra (3d +m) x (3d +m) Fiserio informacijos matrica.
Pagrindinis (27) lygtimi nusakyto vertinimo metodo truku-
mas - priklausomai nuo sezono d dydzio, marginaliyjy skirstiniy
ir jungties funkcijos, jvertinamy parametry skaic¢ius gali buti per
didelis norint jvertinti modelj prakitniuose taikymuose. | tai ga-
lima atsizvelgti pritaikant IFM (angl. inference function for mar-
ging) vertinimo metoda, t.y. dviejy zingsniy vertinimo metoda,

kuris yra remiasi tikétinumo funkcija.

SINAR(1),; modelio parametry vertinimas IFM metodu

Modelio parametrus galima jvertinti IFM metodu dviem zZings-
niais: (1) jvertinti marginaliyjuy skirstiniy parametrus; (2) jver-

tinti jungties funkcijos parametry vektoriy, laikant (1) zingsnyje
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ivertintus parametrus fiksuotais.

Tegul Y; s marginaliojo skirstinio neZinomy parametry vek-
torius yra ¥; = [aj,le jy0ejjl"y j=1,...,d. Pirmame Zingsnyje
kiekvienam marginaliajam skirstiniui nepriklausomai maksimi-
zuojame salygine log tikétinumo funkcija

G(yilyi) = Zlog ¥y saaltyees Ol (e-1)a)) = max (31)
J
su pradinémis reikSmeémis y;, j=1,...,d. Cia salyginé tikimybe
yra

Py Yjtkal¥jr e 1)d(yj+kd|yj+k l)d)
=IP( J+kd—yj+kd’ j+k=1)d = Y j+(k— l)d)
= P(&tjoyi(k—1)a + Ejrkd = Yjtkd)

Y j+kd

= Y Pyt n))P(Ejka = i), j=1,....d,
i=0

(32)

kur p;(i,yj;(-14) yra apibréziamas (28) lygtimi, o tikimybé
P(€j41a = i) yra nusakoma arba Puasono arba neigiamu binomi-
niu marginaluoju skirstiniu. Antrame zingsnyje jvertiname jung-
ties funkcijos parametry vektoriy @ maksimizuodami (27) lyg-
ti, laikant, kad marginaliyjy skirstiniy parametrai yra fiksuoti ir
gauti i$ (31) lygties. IFM asimptotinis efektyvumas ir normalu-
mas aprasytas Joe (2005).

SINAR(1),; modelio parametry vertinimo metody palygi-
nimas Monte Karlo metodu

Disertacijoje REG-CLS ir IFM parametry vertinimo metodai bu-
vo palyginti Monte Karlo metodu, atliekant 5000 replikacijy, kai
d =2 ir 1000 replikacijy, kai d =4, o imties dydis 50 arba 540. Bu-
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vo generuojami SINAR(1), procesai, kuriy inovacijy marginalieji
skirstiniai buvo Puasono arba neigiami binominiai, o jy jungti-
niai skirstiniai aprasomi Kleitono arba Franko jungties funkcija.
Kadangi REG-CLS metodu neatsizvelgiama j inovacijy skirsti-
nj, Puasono marginaliyjy skirstiniy atveju - REG-CLS metodu
jungties funkcijos parametras nebuvo vertinamas, bet buvo jver-
tinami inovacijy dispersijy parametrai. Tais atvejais, kai ino-
vacijy marginalieji skirstiniai yra Puasono, REG-CLS metodu
ivertinty dispersijy parametry reikSmeés yra artimos jvertinty vi-
durkio parametry reikSméms, bet vidurkio jver¢iy vidutiné kvad-
ratiné paklaida buvo mazesné nei dispersijos jverciy. o; para-
metro REG-CLS jverciy tikslumas (vidutinés kvadratinés paklai-
dos prasme) nepriklausé nuo inovaciju marginaliyjy skirstiniy, ar
jungties funkcijos. Didesnés imties parametry jverciai buvo tik-
slesni vertinant tiek REG-CLS, tiek IFM parametry vertinimo
metodais.

Atlikus simuliacijas pastebéta, kad REG-CLS metodas para-
metrus jvertina greic¢iau nei IFM metodas, ypac¢ kai d > 2, nes
jungties funkcijos tikimybés mases funkcijos vertinimui reikia 2¢
vertinimy apskaiciuoti (26) lygti bet kuriam reikSmiuy vektoriui
lai,...,aq] (zr. Panagiotelis ir kt. (2012)).

Nusikaltimy skai¢iaus aprasymas SINAR(1); modeliu

Disertacijoje SINAR(1); modelis buvo pritaikytas Cikagos nusi-
kaltimy duomenims. Nagrinétos nusikaltimy skaiciy per ketu-
rias valandas laiko eilutés nuo 2016 m. sausio iki 2018 m. kovo
meén. Nagrinéti keturiy tipy nusikaltimai - uzpuolimas (angl. as-
sault), sumusimas (angl. battery), isilauzimas (angl. burglary)
ir apiplésimas (angl. robbery). Laiko eilutés pasizymi sezoniniu
autokoreliuotumu, todél kiekvienai laiko eilutei atskirai sudaryti
SINAR(1)s modeliai, o ju parametrai jvertinti REG-CLS metodu.
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Sudaryty modeliy liekany grafikai parodé, kad jvertinti modeliai
atsizvelgia j laiko eiluciy sezonine autokoreliacija, taciau norint
atsizvelgti | nesezonine laiko eiluc¢iy autokoreliacija, siuos mode-

lius reikéty papildyti.
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5 Rezultaty naujumas

Disertacijoje gauti rezultatai prisideda prie mokslinés literatiiros
apie sveikareikSmiy dydziy laiko eiluc¢iy modelius. Iki Siol litera-
turoje nebuvo nagrinétas disertacijoje pristatytas dviejy zingsniy
parametry vertinimo metodas, skirtas dvimacio sveikareiksmiy
dydziy autoregresinio proceso, kurio liekanos nusakomos jung-
ties funkcija, parametry vertinimui. Taip pat moksline literatu-
ra papildo disertacijoje pristatytas vienmatis neneigiamy sveika-
reiksmiy dydziy autoregresinis procesas su sezoniniais autoregre-
siniais parametrais bei sezoniskai priklausomomis inovacijomis,
ir jo daugiamatis pavidalas.

Disertacijoje atlikti originalis ir nauji modeliy taikymai pas-
koly skaic¢iaus ir nusikaltimy skaic¢iaus duomenims.

6 Aprobacija

Disertacijos rezultatai buvo pristatyti Siose mokslinése konferen-

cijose:

e 58th Conference of Lithuanian Mathematical Society, Vil-
nius, Lietuva, 2017 m. birzelio 21-22 d.

e 20th European Young Statisticians Meeting, Upsala, Svedi-
ja, 2017 m. rugpjucio 14-18 d.

e 11th International Conference on Computational and Fi-
nancial Econometrics (CFE 2017) and 10th International
Conference of the ERCIM (European Research Consor-
tium for Informatics and Mathematics) Working Group on
Computational and Methodological Statistics (CMStatistics
2017), Londonas, Didzioji Britanija, 2017 m. gruodzio 16—
18 d.
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e Inaugural Baltic Economic Conference, organized jointly
with the 7th Annual Lithuanian Conference on FEconomic
Research, Vilnius, Lietuva, 2018 m. birzelio 11-12 d.

e 12th International Vilnius Conference on Probability Theo-
ry and Mathematical Statistics and 2018 IMS Annual Me-
eting on Probability and Statistics, Vilnius, Lietuva, 2018
m. liepos 26 d.

e 60th Conference of Lithuanian Mathematical Society, Vil-
nius, Lietuva, 2019 m. birzelio 19-20 d.

e 13th International Conference on Computational and Fi-
nancial Econometrics (CFE 2019) and 12th International
Conference of the ERCIM Working Group on Computa-
tional and Methodological Statistics (CMStatistics 2019),
Londonas, Didzioji Britanija, 2019 m. gruodzio 14-16 d.

7 Publikacijos

Disertacijos rezultatai yra publikuoti Siuose straipsniuose:

o A. Buteikis ir R. Leipus. A copula-based bivariate integer-
valued autoregressive process with application. Modern
Stochastics: Theory and Applications, 6(2):227-249, 2019.

e A. Buteikis ir R. Leipus. An integer-valued autoregressive
process for seasonality. Journal of Statistical Computation
and Simulation, 90(3):391-411, 2020.
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8 Konferencijy pranesimy leidiniai

Disertacijos rezultatai taip pat pateikti kaip santraukos ir trum-
pas straipsnis Siuose konferencijy leidiniuose:
Trumpas straipsnis:

e A. Buteikis. Copula based BINAR models with applica-
tions. Proceedings of the 20th Furopean young statisticians
meeting, Uppsala University, Uppsala, Sweden, 14-—18 Au-
gust 2017, ISBN: 978-91-506-2680-3.

Santraukos:

o A. Buteikis ir R. Leipus. Application of copula-based BI-
NAR models in loan modelling. 11th international con-
ference on computational and financial econometrics (CFE
2017) and 10th international conference of the ERCIM (Eu-
ropean Research Consortium for informatics and mathema-
tics) working group on computational and methodological
statistics (CMStatistics 2017), London, 16-18 December

2017 : programme and abstracts.

e A. Buteikis ir R. Leipus. Application of copula-based BI-
NAR models in loan modelling. 12th International Vilnius
Conference on Probability Theory and Mathematical Sta-
tistics and 2018 IMS Annual Meeting on Probability and
Statistics, July 2-6, 2018, Vilnius, Lithuania.

e A. Buteikis ir R. Leipus. An integer-valued autoregressive
process for seasonality. 13th International Conference on
Computational and Financial Econometrics (CFE 2019)
and 12th International Conference of the ERCIM Wor-
king Group on Computational and Methodological Statis-
tics (CMStatistics 2019), London, 14-16 December 2019:

programme and abstracts.
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9 ISvados

Sioje disertacijoje nagrinéjami sveikareiksmiy dydziy autoregresi-
niai modeliai, kuriy inovacijos nusakomos jungties funkcija. Nag-
rinéjamas pirmos eilés dvimatis sveikareikSmiy dydziy autoregre-
sinis procesas (BINAR(1)), kurio inovacijos yra aprasomos jung-
ties funkcija. Pristatomas dviejy zingsniy modelio parametry
vertinimo metodas, kuriame BINAR(1) modelio parametrai ir ino-
vacijy jungties funkcijos parametras vertinami atskirai. Sia pro-
cedura parametrai jvertinami grei¢iau ir panasiu tikslumu kaip
taikant salyginj didziausio tikétinumo metoda, kuris gali buti tai-
komas visy modelio parametry vertinimui.

Disertacijoje pristatytas iki sSiol literatiiroje nenagrinétas pro-
cesas — vienmatis neneigiamy sveikareiksmiy dydziy autoregresi-
nis procesas su sezonu d ir sezono viduje priklausomomis inova-
cijomis, kuriy priklausomybé gali buti nusakoma jungties funk-
cija (SINAR(1)4). Sis vienmatis procesas taip pat gali biiti per-
rasytas daugiamaciu pavidalu. Daugiamatis proceso pavidalas
leidzia modelio parametrus vertinti apibendrintu salyginiu ma-
ziausiy kvadraty metodu, uzdedant tam tikrus apribojimus pa-
rametrams ir atsizvelgiant j inovacijy priklausomybe. Sis meto-
das palyginamas su dviejy zingsniy tikétinumo funkcija paremtu
metodu.

Disertacijoje BINAR(1) ir SINAR(1),; modeliy parametry ver-
tinimo metodai palyginti Monte Karlo metodu, taip pat modeliai
pritaikyti paskoly skaic¢iaus (BINAR(1)) ir nusikaltimy skai¢iaus
(SINAR(1)g) duomenims.
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