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Isipareigojimy nevykdymo tikimybés asimptotika zemo
nemokumo portfeliams, kuriuos veikia sisteminis
faktorius

Santrauka

Sio baigiamojo magistro darbo tikslas yra praplésti Pluto ir Tasche straips-
nj [1] apie jsipareigojimy nejvykdymo tikimybe Zemo jsipareigojimy nejvykdymo
lygio portfeliuose pridedant papildomy pavyzdziy bei gauti asimptotine formule
isipareigojimy nejvykdymo tikimybés skaic¢iavimui, kai portfelyje néra jsipareigo-
jimy nejvykdymy atvejy, taciau jis yra veikiamas sisteminio faktoriaus.

Raktiniai zodziai : jsipareigojimy nejvykdymo tikimybé, zemo jsipareigojimy
nejvykdymo lygio portfelis, sisteminiai ir individualus faktoriai, asimptotika.

Asymptotics of Probability of Default in Low Default
Portfolios under the Effect of Systemic Factor

Abstract

The purpose of this Master’s thesis is to expand on the article published by
Pluto and Tasche about the probability of default in low default portfolios. This
will be done by expanding the calculations done in the article and also calculating
an asymptotic formula for a probability of default in low default portfolio under
the effect of systemic factor, but when there is no defaults recorded in the portfo-
lio.

Key words : probability of default, low default portfolio, systemic factor, asymp-
totics.



1 Ivadas

[sipareigojimy nejvykdymo tikimybé (ang. probability of default, toliau
— PD) - tikimybeé, kad skolininkas nesugebés jvykdyti savo finansiniy jsipa-
reigojimy, yra viena svarbiausiy kredito rizikos vertinimo sudedamuyjy daliy.
Dazniausiai gana didelé banko kredito rizikos dalis tenka zemo jsipareigoji-
my nejvykdymo lygio portfeliams, tac¢iau daznai jprastiniais metodais tiksliai
ivertinti PD tokiame portfelyje yra ganétinai sudétinga dél mazo jsipareigoji-
my nejvykdymo skai¢iaus. Zemo jsipareigojimy nejvykdymo lygio portfeliai
(angl. low default portfolios, toliau LDP) yra portfeliai, kuriuose nejvykdy-
ty isipareigojimy yra daug maziau nei vykdomy. Kadangi PD tikslumas turi
labai daug jtakos kredito rizikos vertinimo modeliy kokybei, todél yra labai
svarbu statistiskai tinkamai ir tiksliai jvertinti PD, kad buty tiksliai jvertinta
kredito rizika.

[sipareigojimy nejvykdymo tikimybiy modeliavimo svarba jrodo ir tai,
jog Bazelio komitetas, sukures banky rizikos valdymo sistemos reikalavimus
ir rekomendacijas, nurodo rekomendacijas jvertinant PD portfeliuose. Ba-
zelio komiteto reikalavimuose minima, kad PD vertinimas portfelyje turi
buti atliekamas naudojant konservatyvius rizikos jvercius, nes daugumoje
svarbiausiy maty, aprasyty Bazelio banky prieziuros komiteto (angl. Ba-
sel Committee on Banking Supervision), skaic¢iavimo formulése yra jtraukta
Isipareigojimy nejvykdymo tikimybe. Kaip, pavyzdziui, vienas svarbiausiy
maty bankui - tikétinas nuostolis (angl. expected loss) skaiciuojamas kaip
sandauga jsipareigojimy nejvykdymo tikimybés ir nuostolio klientui nejvyk-
dzius jsipareigojimy [7]. Konservatyvius, logiskus ir statistiskai pagristus PD
jver¢ius bandoma sukurti Pluto ir Tasche straipsnyje [1]. Sis straipsnis bus
naudojamas kaip pagrindas siam magistro darbui, taciau darbo tikslas bus
papildyti straipsnj pridedant asimptotine formule, kuri palengvina skaiciavi-
mus, kai PD yra priklausomos nuo sisteminio faktoriaus, taciau jsipareigoji-
my nejvykdymy néra. Gauta formulé bus pagrista empiriniais skaic¢iavimais
ir, Zinoma, iSvadomis.

2 Kredito rizika ir jos valdymas

2.1 Kredito rizikos rusys

Banky veikloje né vienos rusies rizikos negalima visiskai iSvengti arba tai
daryti yra netikslinga, nes bus pazeistas vienas iS svarbiausiy banko veiklos
principy — pelningumo principas. Rizika atspindi nuostoliy tikimybe susida-
rius atitinkamai situacijai.

Pagrindinés banko rizikos rusys yra Sios: kredito, operaciné, rinkos ir



likvidumo. Taciau, svarbiausia banko uzduotis iSduodant paskolas ir valdant
savo paskoly portfelj yra tinkamas kredito rizikos valdymas.

Kredito rizika (angl. credit risk) - tikimybeé, kad sandorio salis nesuge-
bés atsiskaityti sutartyje nustatyta tvarka [2].

Operaciné rizika (angl. operational risk) - tikimybé patirti nuostoliu
deél Zzmoniy, sistemy, netinkamy ar nepavykusiy vidaus procesy arba dél iSores
ivykiy jtakos [2].

Rinkos rizika (angl. market risk) - tikimybeé, kad rinkos kintamieji —
palukany norma, valiutos kursas, nuosavybés vertybiniy popieriy, birzos pre-
kiy kainos - pasikeis taip, jog bankas dél sudaryto sandorio patirs nuostoliy
[2].

Likvidumo rizika (angl. liquidity risk) - Rizika, atsirandanti del ne-
pakankamo rinkos likvidumo ir dél to kylanciy apribojimy pageidaujamu
metu ir uz rinkos kainai artima kaina parduoti turima turta, taip pat rizika,
atsirandanti dél mazo jmonés likvidumo ir galimo vélavimo vykdyti jsiparei-
gojimus [5].

2.2 Isipareigojimy nejvykdymo tikimybé

Nors finansy institucijos susiduria su visomis aukséiau paminétomis rizi-
komis, vis délto, svarbiausia yra kredito rizika. Finansy institucija, suteikda-
ma klientui paskola, visuomet susiduria su ateities neapibréztumu — visuomet
yra tikimybé, kad skolininkas negrazins paskolos. Taip teigiama R. Leipaus
ir M. Valuzio straipsnyje Kredito rizika kaip pasirinkimo sandoris [6)].

Isipareigojimy nejvykdymo tikimybé (angl. probability of default,
PD) - tikimybé, kad per vieneriy mety laikotarpj skolininkas nejvykdys jsi-
pareigojimy [1].

Zemo jsipareigojimy nejvykdymo lygio portfelis (angl. low default
portfolio) — portfelis, kai yra keli faktiniai jsipareigojimy nejvykdymo atve-
jai, arba portfelis, kai nebuvo faktiniy jsipareigojimuy nejvykdymo atvejy [1].
Tokio portfelio ODR (angl. observed default rate), yra labai mazas, taciau
sakyti, kad EDR (angl. expected default rate), taip pat yra artimas nuliui,
buty neatsargu. Galima sakyti, jog EDR yra tiesiog lygu PD, o ODR yra
eksperimento ,,sékmiy® statistinis daznis.

Siame darbe kalbésime apie zemo jsipareigojimy nejvykdymo portfelius,
kuriuose arba yra labai nedaug nejvykdyty jsipareigojimy, arba tokiy isvis
nera.

Taip pat, norint naudoti metoda aprasyta Pluto ir Tasche straipsnyje [1],
itin svarbu yra sureitinguoti paskoly portfelj. Tai darysime gana paprastai:
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skolininkus, kuriy PD yra maziausias (patikimiausi skolininkai), priskirsime
kategorijai A, skolininkus, kuriy PD yra didziausias (maziausiai patikimi
skolininkai), priskirsime kategorijai C, o tarpinius skolininkus priskirsime B
kategorijai.

Skolininko rangas (angl. obligor grade) — skolininko reitingy skalés
rizikos kategorija, kuriai pagal tiksliai apibrézta ir aiskia reitingy kriterijuy
grupe turi buti priskiriami skolininkai ir pagal kurig turi buiti nustatoma PD

[1].

2.3 Konservatyvumo metodas

Savo straipsnyje K. Pluto ir D. Tasche [1] siulo konservatyvumo (angl.
prudence) metoda. Siam metodui reikia skolininkus susiskirstyti pagal pati-
kimuma j rangus, kaip jau padaréme siek tiek anksc¢iau. Kadangi kategorijoje
A yra geriausi skolininkai, o kategorijoje C — blogiausi, tai

Pa < Db < P (1)

Vadinasi, rango C PD yra didziausia, o rango A - maziausia. Verta pami-
néti, kad §i (1) salyga galios visuomet. Todeél, galime laikyti, kad labiausiai
konservatyvus tikimybés p, ivertis yra gaunamas darant prielaida, kad pa
yra lygus po. Tuomet i$ nelygybés (1) gauname, kad

pa = pB = DPc- (2)

3 Atvejis, kai jsipareigojimuy nejvykdymo
tikimybés yra nepriklausomos

3.1 Isipareigojimy nejvykdymuy néra

Tarkime, kad musy portfelis sudarytas i$ n skolininky. Kaip jau buvo
minéta ankséiau, n4, np ir ne zymi skolininky skaic¢iy atitinkamame range.
IS (2) salygos iSplaukia, jog ranguose skolininky rizikingumas nesiskiria, todél
galima teigti, kad musy imtj sudaro ny + ng + ne elementy. Pasinaudoje
nepriklausomumo prielaida, galime uzrasyti tikimybe, kad per nagrinéjama
laikotarpj portfelyje nejvyks né vienas jsipareigojimy nejvykdymas.

Kadangi tikimybé nepriklauso nuo skolininko kategorijos, pagal lygybe
(2), tai tikimybe, kad nebus né vieno jsipareigojimy nejvykdymo atvejo, uz-
rasoma (1 —p,)". Pazymékime jsipareigojimuy nejvykdymu skaiciy portfelyje
k. Darome prielaida, kad jsipareigojimy nejvykdymo atvejai yra vienas nuo



kito nepriklausomi. Siuo atveju k = 0. [state visa §ig turima informacija i
binominio tikimybés skirstinio iSraiska, gauname

na+npg+mn na+ng+ne— na+ng+n
]P):<A OB C)p%(l—PA) Atnp+nc 0:(1_pA) A+B+C' (3)

Sioje israiskoje vienintelis nezinomasis yra tikimybé p,, kuria galima jver-
tinti pasikliautinaisiais intervalais.

ReikSmingumo lygmuo (angl. confidence level) - tikimybé pagristai
atmesti klaidingg hipoteze. Si dydj jprasta zymeéti « arba v [4]. Pasirinke

dydj 7, mes galime surasti dominancia tikimybe p4. Norédami jg surasti,
turime iSspresti nelygybe
(1=7) < (1 —paytrosne,

Is paskutinés nelygybés gauname, kad

pa < 1—(1—7)7am577e.

[ssprendg Sia nelygybe gauname intervala, kuriam priklauso tikimybeé p4,
bet konservatyvumo metodas teigia, kad tokiu atveju mes tiesiog jmame
intervalo virSutinj rézj kaip tikimybés p, jvertj.

Naudodami tg patj konservatyvumo principg galime gauti ir tikimybe
pp. Kadangi dabar musy imtj sudarys tik skolininkai is B ir C kategorijy, tai
musy imtis bus dydzio ng + n¢, o tikimybé, kad sitoje imtyje nebus né vieno
isipareigojimy nevykdymo, yra (1 — pp)"?*"¢. Tuomet iSsprende nelygybe

(1—7) <(1—pp)etre

gauname

pp <1 (1= 7).

Vertinant paskutine tikimybe ps naudoti konservatyvumo prielaidos jau
nebereikia, nes ji jau liko vienintelé nejvertinta. Sioje reitingo grupéje tikimy-
bé, kad visi skolininkai jvykdys jsipareigojimus bus (1—p¢)"c. Pasikliautinaji
intervalg tikimybei po gauname is nelygybés

(1—7) <1 —=pe)e =
1
po<1—(1—7y)mc.
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3.2 Pavyzdys

Toliau pateiksime skai¢iavimus naudojant programa R. Siame pavyzdyje
portfelis sudarytas iS n = n4 + np + n¢ skolininky. Tariame, kad skolininky
kiekviename range yra

Uy 200, np = 600, ng = 400

1 lentelé: Vaizduojami jsipareigojimy nejvykdymo tikimybiy virSutiniai réziai

(v [ 50% [ 75% [ 90% [ 95% [ 99% |
Pa [ 0,06% [ 0,12% [ 0,19% | 0,25% | 0,38%
P | 0,07% | 0,14% [ 0,23% | 0,30% [ 0,46%
po | 017% [ 0,35% [ 0,57% | 0,75% | 1,14%

Toliau pateiksime lentele, kurioje skolininky kiekviename range yra

na = 500, ng = 700, ne = 700.

2 lentelé: Vaizduojami jsipareigojimy nejvykdymo tikimybiy virSutiniai réziai

[ v [ 50% [ 75% [ 90% [ 95% [ 99% |
pa [ 0,01% [ 0,07% [ 0,12% [ 0,16% [ 0,24%
Ps | 0,02% | 0,10% [ 0,16% | 0,21% [ 0,33%
pe | 0,03% [ 0,20% | 0,33% | 0,43% | 0,66%

Galime pastebéti, kad pirmoje ir antroje lentelése, nepriklausomai nuo
reikSmingumo lygio, galioja anksCiau aprasyta (1) nelygybé. Taip pat is
lenteliy gana akivaizdu, kad tikimybés jvertis labai priklauso nuo to, koks
reikSmingumo lygmuo pasirinktas. Taip yra todél, kad didéjant reikSmingu-
mo lygmeniui, didéja ir virsutinis PD intervalo rézis. Tikimybeés pa, pp, pc
yra nusakomos pasikliautinaisiais intervalais ir jos yra ne mazesnés nei 1 — -,
todel didinant reikSmingumo lygmenj, tikimybé, kad nebus né vieno jsiparei-
gojimy nejvykdymo atvejo, igyja reiksSmes is vis platesnio intervalo. Taip pat
matome, kad didinant imties dydj n, jsipareigojimy nejvykdymo tikimybés
mazeéja.



3.3 Keli jsipareigojimy nejvykdymo atvejai

Atvejis, kuris bus nagrinéjamas Siame skyrelyje, nuo aprasyto skyriuje
3.1, skiriasi, i$ esmés, tik tuo, kad Siuo atveju yra bent vienas jsipareigojimuy
nejvykdymo atvejis, kitaip tariant, yra pasisekes bent vienas Bernulio eks-
perimentas, o mes bandysime issiaiskinti to eksperimento sekmeés tikimybe.

Tarkime, kad bendras viso portfelio jsipareigojimy nejvykdymy skaicius
yra k. Taip pat tarkime, kad jsipareigojimy nejvykdymy skaicius kiekvienoje
reitingo kategorijoje A, B ir C yra atitinkamai k4, kp ir ko. Be to, tarsime,
kad k4 =0, kg = 2, 0 k¢ = 2, vadinasi k = 4. Skolininky musy portfelyje
vel yran =ny +npg + ne.

Vél bandysime jvertinti tikimybes pa, pgr, pc. Kaip ir skyrelyje 3.1, ¢ia
taip pat, naudosime konservatyvumo metoda ir tarsime, kad konservatyviau-
sias jvertis, Siuo atveju, taip pat yra

PA =PB = Pc-

Vertindami tikimybe p4, naudosime visg portfelj, todél imties dydis bus
n=nyg+ng+nc, ok==ky+kp+ kc = 4. Tikimybe ps uzrasysime kaip
Bernulio a.d. tikimybe

4
n n n , :
X < 4 Z( A+ B + C)pi‘(l _pA)'rlA—i-nB-l-'nc—z7
=0

¢ia X- jsipareigojimy nejvykdymy skaic¢ius portfelyje.

Si tikimybeé parodo, kiek tikétina, jog skolininky, nejvykdziusiy jsiparei-
gojimy, skaicius nevirSys k. Naudodami pasikliautingjj intervala su reiks-
mingumo lygmeniu 7, gauname nelygybe

4
1— ”}/ < Z (TLA + nZ,B + nC)p%(l _pA>nA+nB+ncfi. (4)
=0

I$sprende (4) nelygybe, gausime intervala, i kurj pateks visos galimos
tikimybeés p4 reiksmes.

Tokiu paciu principu ieskosime tikimybés pg jvercio. Siuo atveju miisy
imties dydis bus lygus ng + n¢, o isipareigojimy nejvykdziusiy skolininky
skaicius sioje imtyje bus kg + ko = 4. Tuomet tikimybeé ppg, kad skolininky,
kurie nejvykdys savo turimy jsipareigojimy, skaic¢ius imtyje bus ne didesnis
nei 3 bus

4
np+mn 7 ng+nc—i
I

=0 i



Tuomet ir vél pasinaudosime pasikliautinaisiais intervalais, kad galétume
tiksliau jvertinti tikimybe pp

4
ng+n . .
R o (L e 5)
i=0 v

Kadangi tikimybé pe jau ir taip yra pati didziausia, ir neturime su kuo jos
palyginti, tai ja jvertinti konservatyvumo prielaidos nebenaudosime, taciau
idéja islieka panasi. Tikimybe po galime uzrasSyti Sitaip

2

ncy 4 ne—i
z( .)pcu—pc)c |
i—o0 \ ¢

Tuomet remiantis reikSmingumo lygmeniu v, uzrasome nelygybe

1= <3 (")l - o ©)

Visais trimis atvejais, tikimybes pa,pp ir pc, laikysime atitinkamy ti-
kimybiy pasikliautinyju intervaly virSutiniais réziais. Tam, kad galétume
iSspresti nelygybes (4), (5) ir (6), deSinias nelygybiy puses pakeisime Beta
fukcijy integraly santykiu, t.y. Beta skirstiniu, kuris yra tolydus ir jo pasi-
skirstymo funkcija turi atvirkstine.

Tam panaudosime lema, pateikta Pluto ir Tasche straipsnio [1] A priede.

4.3.1 Lema. Jei X yra binominis atsitiktinis dydis su parametrais n ir
p, tada bet kokiam naturaliajam skaic¢iui 0 < k < n turime

Lyt =i at
k(1 — t)nhtdt

k
> <¢>pi(1 —p)"T=P(X <k)=1-P(Y <p)
i=0 \!

¢ia Y yra atsitintinis dydis, pasiskirstes pagal Beta skirstinj, dydis su
parametrais a = k+ 1 ir § =n — k. Si lema paimta is K. Pluto ir D. Tasche
straipsnio [1].

Ta pacia lema ir naudosimeés skaic¢iuodami pavyzdzius su R.

3.4 Pavyzdys

Tarkime, kad n = 1200, o ny = 200, ng = 600 ir nc = 400, , 0 ky =
0, kg =2, ko = 2. PD jverciai pateikti lenteléje



3 lentelé: Vaizduojami jsipareigojimy nejvykdymo tikimybiy virSutiniai réziai

(v [ 50% | 7% [ 90% | 95% | 99% |
pa [ 0,39% [ 0,52% [ 0,67% [ 0,76% | 0,96%
pi | 0,47% [ 0,63% | 0,80% [ 0,91% | 1,16%
ve [ 0,67% | 0,98% | 1,33% | 1,57% | 2,08%

Atveji, kai yra keli jsipareigojimy nejvykdymo atvejai, pateiksime ir su
Siek tiek kitokiais skaidiais. Siame pavyzdyje ny = 500, ng = 700, ne = 700,
OkAZO, kBZQ, k‘c:4

4 lentelé: Vaizduojami jsipareigojimy nejvykdymo tikimybiy virSutiniai réziai

[ v [ 50% [ 75% [ 90% [ 95% [ 99% |
pa [ 0,35% [ 0,45% [ 0,55% [ 0,62% [ 0,77%
P | 0,48% | 0,61% [ 0,75% | 0,84% [ 1,04%
po | 0,67% | 0,89% | 1,14% | 1,30% | 1,65%

IS rezultaty vel galime pastebeéti, kad jsipareigojimy nejvykdymo tikimy-
bé reikSmingai priklauso nuo pasirinkto reikSmingumo lygmens. Taip pat
galime matyti, jog tikimybeés pa, pp ir pp yra didesnés Siuo atveju nei pries
tai nagrinétu atveju (lentelés 1 ir 2), kai portfelyje nebuvo jsipareigojimu
nejvykdymo atvejy, todél galima sakyti, kad portfeliai, kuriuose jau buvo
uzfiksuoty jsipareigojimy nejvykdymy, yra rizikingesni uz tuos portfelius,
kuriuose tokiy atvejy nebuvo.

4 Isipareigojimuy nejvykdymo tikimybeés
priklausomumo nuo sisteminio faktoriaus
atvejis

4.1 Keli jsipareigojimy nejvykdymo atvejai

Dazniausiai praktikoje nepriklausomumo salyga yra kiek pritempta ir ne-
reali, ne iSimtis yra ir musy nagrinéjamas, jsipareigojimy nejvykdymo tikimy-
biy, atvejis. Praktikoje néra visiskai logiska sakyti, kad skolininky nejvykdy-
mo tikimybés yra visiskai nepriklausomos. Siame skyrelyje atsisakysime Sios
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prielaidos ir palyginsime, kaip gauty tikimybiy jverciai skiriasi nuo 3 skyriuje
nagrinéto atvejo, kai jsipareigojimy nejvykdymo tikimybés yra nepriklauso-
mos.

Visy pirma, reikia apibrézti, kas yra sisteminiai faktoriai. Sisteminiai fak-
toriai yra veiksniai, kurie gali turéti jtakos stebimiems parametrams. Darbe
nagrinéjamu atveju tas parametras yra jsipareigojimy nejvykdymo tikimybé.
Siame baigiamajame darbe remsimeés vieno faktoriaus tikimybiniais mode-
liais. Tokio modelio esmé, jog jis leidzia aprasSyti koreliacija tarp priklausomy
ivykiy per bendra sisteminj faktoriy.

Tolesniose formulése ir skaiciavimuose kaip sisteminj faktoriy, kuris vei-
kia jsipareigojimy jvykdymo tikimybe, naudosime turto koreliacija. Turto
koreliacija (angl. asset correlation) - yra apibudinama kaip priklausomybé
nuo turto, atsizvelgiant j visos Salies ekonomikg ir visi skolininkai yra susije
vienas su kitu pagal Sita rizikos faktoriy [7]. Taip pat tariame, kad turto
koreliacija visiems skolininkams yra vienoda, o skolininkai ir toliau yra tar-
pusavyje nepriklausomi. Musy atveju tai reiskia, jog visus klientus veikiantis
faktorius yra turtas. Bazelio komitetas 2005 metais aprase sia turto korelia-
cijg ir nustaté rézius, kuriais turéty vadovautis bankai kurdami savo kredito
rizikos modelius. Tie réziai yra [12%,24%)]. Pazymékime o turto koreliacija.

Siame skyrelyje tarsime, kad portfelyje yra keli (bent vienas) skolininkai,
kurie nejvykdé savo jsipareigojimy ir jsipareigojimy nejvykdymo atvejai pri-
klauso nuo bendro sisteminio faktoriaus. Kaip ir 4 skyrelyje, tas sisteminis
faktorius bus X ir jis reiskia turto koreliacija. Taip pat tariame, kad skoli-
ninkai yra suskirstyti j reitingy kategorijas A, B ir C, kaip ir anksciau, o visy
skolininky turto koreliacija yra lygi o.

4.1 skyrelio esminis tikslas yra rasti nelygybe bendruoju atvejui, kurig
buty galima panaudoti ieskant jsipareigojimy nejvykdymuy tikimybiy.

Lema 4.1 Tarkime, kad X ir Y yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai ir
Z =aX +Y, kai a € R. Tuomet,

Z=aX+Y o Z=a22X4+20y,

Oz Oz

Gia 7= ZB2 X = XEX jy = YRV

oz oz oy

Teiginys 4.2 Tarkime, kad musy portfelyje isipareigojimy nejvykdymo
tikimybés yra priklausomos nuo sisteminio faktoriaus X. Jei portfelyje yra n
skolininky ir k£ atvejy, kai skolininkai nejvykdo jsipareigojimy, tai tikimybe p,
jog sito portfelio skolininkas nejvykdys jsipareigojimy, randame is nelygybés
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(1=7)
L ({5 e ()
(7)

¢ia ¢ yra standartinio normaliojo a. d. tankio funkcija, ® yra standartinio
normaliojo a. d. pasiskirstymo funkcija, o ®~! yra atvirkstine standartinio
normaliojo a. d. pasiskirstymo funkcija.

Irodymas. Darome prielaida, kad skolininky turto vertés graza r;, ¢ €
[1,n]. Tam tikro stebimo laikotarpio metu $i graza gali buti uzrasyta taip

ri = BiSi + &,

¢ia 9; ir & yra nepriklausomi a.d., pasiskirste pagal normalyjj skirstinj.

S vadiname sisteminiu faktoriumi, o £ - individualiu faktoriumi. Be to,
tarkime, kad .5; ir & yra vienodi visiems skolininkams.

Pasinaudojus teiginiu 4.1, lygti r; = 3;S; + &; galime uzrasyti kaip

N Og ~ Og >
F=p5 4 5
O o

fa =0 § =85 g £ = 8
Or os o¢

Paprastesne 7 israiska gausime is

1 =0, = /Er? — (Er)2 (8)

Pirmiausia atskirai rasime Er? ir (Er)2.

~ A\ 2
Er’ =T <BUSS + Uﬁg)
oy, o,
N\ 2 . \ 2
- < 25) +282 %58+ (%¢) )
Or Oyr Oy Or

2 ~ o 2 ~
325) £S + 2878 % RIEE + (f) R

(%.)
- (%) (3)
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2 . .
Pazymime (6‘;—?) = p. Tada 7 = | /0S + /1 — 0§, cia g turto koreliacija.

Tuomet turime

p:p(f,g)zcov(f’s)—cov(ﬁ S+ 55 S)

070g

(51 79) (s s
= ﬁz_fJES” 0 ZfEEEg = ﬁ(; = Ve

Taip pat

Be to, S ir £ yra nepriklausomi tada ir tik tada, kai S, € yra nepriklausomi.
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Apibrézkime jvykj D, kai standartizuota graza 7 = /05 + /1 — 0§, ne-
nukrenta Zemiau x, reiksmés

D— 1, jeiT=,/0S+1—-0§<uz,
0, kitu atveju.
Kadangi zinome grazos 7 pasiskirstymo funcija, galime D perrasyti kaip
D 1, jeir=,/0S+1T—0&<P(p)
0, kitu atveju.

Jeigu standartizuotas sisteminis faktorius S jgyja reiskme y € R, tada

LLx T l(p)—
D— 1, jeié< 7(;%5@;)
0, kitu atveju

ir

B (I)—l _ (I)_l _
P(D = 1|S = ) :]P’<§< )~ Ve @y> :q><(p) @y>.
vI=o T—o
Tuomet sig PD galime uzrasyti Sitaip
E o /n\ '
P(X <k)=) <i>pz(1 -
=0

Aprasome indikatoriy

1, — 1, jei jvyksta jvykis A;
4T 0, jei ne jvyksta jvykis A.

Tada
Ely=1-P(A)+0-P(A).
Apibrézkime
_J 1, jei i-asis skolinkas nejvykdé jsipareigojimo
"o, kitu atveju
lI'X:]]_O—|—]]_1—|—+]]_k, ]{IIO, 1, ey, N
Tada
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EX=E(lo+1;+...+ 1) =Ely +EL1; +... + El;
= P(0 jsipareigojimy nejvykdymu portfelyje su n skolininkuy)
+ P(1 jsipareigojimy nejvykdymuy portfelyje su n skolininky)

P(k isipareigojimy nejvykdymu portfelyje su n skolininky)

- zk: <T,l>]P’i(1 —P)" = P(X < k).

i
Irodyme naudosime pilnojo vidurkio formulé
EX = Eg(E(X|S = ).
Tada
P(X <k) =EX = Es(E(X[S =y))
= | 6WE(X]S = y)dy

= [ owP(x < kS = y)dy

Lo (e[ e ()

i=0 l—o I—o

Grjze prie konservatyvumo metodo, galime uzrayti nelygybe tikimybei p 4
rasti

na+np+ nc

ka+tkp+kc
7

>G(pA, 0, y)z (1 — G(pA7 0, y))nA+nB+Tchi d’y,
(9)

o i=0

¢la

G(pa,0y) =@ (q)liz/?i)_—_gﬁy) :

Lygiai taip pat galime uzrasyti ir tikimybes pp ir pe

o0 Ftke fnp +n : nptno—i
1—7§/ oly) > < BZ. C>G(p379,y)l(1—G(pB,Q,y)) BrReTt qy,
- i=0

(10)
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ir

1-7< /_O; ¢<y)§] (nf> G(pe, 0,y) (1 — Glpe,0.y)" "dy.  (11)

4.2 Pavyzdys
Tarkime, kad musy imtis kaip ir ankstesniuose pavyzdziuose yra

na =500, ng = 700, nc = 700,

o jsipareigojimy nejvykdymy skaicius kiekviename range

]{?A:(), TLB:2, TZC:4.

Tuomet, gave nelygybes (9), (10) ir (11) bei naudodami programa R
paskaiciuosime jsipareigojimy nejvykdymo tikimybes.

5 lentelé: Vaizduojami jsipareigojimy nejvykdymo tikimybiy virSutiniai ré-
ziai, skyrelyje 4.1 aprasytu atveju

[ v [ 50% [ 75% [ 90% [ 95% [ 99% |
pa [ 057% [ 1,11% [ 1,95% [ 2,67% | 4,62%
ps | 0,74% | 1,43% | 2,47% | 3,35% | 5,67%
vo | 1,00% [ 1,91% | 3,26% | 4,39% | 7,33%

Taip pat pateiksime ir kitg pavyzdj, kad buty galima palyginti, kur

na =200, ng = 600, nc = 400,

o jsipareigojimy nejvykdymy skaicius kiekviename range
kA:07 TLB:2, nc:2.

6 lentelée: Vaizduojami jsipareigojimy nejvykdymo tikimybiy virSutiniai re-
ziai, skyrelyje 4.1 aprasytu atveju

Ly [ 50% | 7% [ 90% | 95% | 99% |
Pa [ 0,62% | 1,22% [ 2,15% | 2,96% | 5,11%
pi || 0,72% [ 1,42% | 2,48% | 3,38% | 5,78%
po | 0,99% | 1,97% | 3,44% | 4,67% | 7,92%
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Kaip ir visuose pavyzdziuose pries tai, matome, kad didinant reikSmin-
gumo lygmenyj, tikimybeés Zenkliai didéja ir peréjimas nuo 95% reikSmingumo
lygmens iki 99% lygmenj padidina jsipareigojimy nejvykdymo tikimybeés vir-
sutinj jvertj beveik dvigubai.

4.3 Isipareigojimy nejvykdymu néra, o jsipareigojimuy
nejvykdymo tikimybé priklauso nuo sisteminio fak-
toriaus

Siame skyrelyje nagrinésime atvejj, kai visame portfelyje né vienas skoli-
ninkas néra nejvykdes jsipareigojimy, t.y. k = ka4 + kg + kg = 0.

Tarkime, kad X — sisteminis faktorius, remiantis formule (7), isipareigo-
jimy nejvykdymo tikimybé priklausanti nuo X yra uzrasoma sSitaip

pi(X =) :<b<¢1<§%\/§x>, i=1,...,n. (12)

Cia ® yra standartinio normaliojo a. d. pasiskirstymo funkcija, o ®~*
yra atvirkstiné standartinio normaliojo a.d. pasiskirstymo funkcija, o x yra
a.d. X realizacija.

Skyrelyje (3) naudojome konservatyvumo prielaida ir gavome $ia nelygybe

(1 _ ’7) S (1 _ pA)nA‘FnB‘H’LC'

Tare, kad v, kaip ir anksc¢iau zymi reikSmingumo lygmenj, sakome, kad
tikimybé pa su reikSmingumo lygmeniu v reiskia aibe visy reiksmiy, kurios
tenkina nelygybe

(1—=79)< /OO o(y) (1 - (q)_l(pi) — ﬁx))nﬁnmnc dy.  (13)

Galime pastebéti, jog desinioji nelygybés (13) pusé yra ne kas kita, kaip
atsitiktinio dydzio vidurkis.

o1 ;) — na+np+nc

(1—7)9@[1—@( 1) \@ﬂ . (14)
-0

Kita PD pp skaic¢iuosime identiskai, tiesiog imtis bus dydzio ng + n¢.

(1-79)< /: o(y) (1 - (@—1(]%) — ‘/@:»nlmc dy. (15)

I—o
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Tuomet belieka suskaic¢iuoti tikimybe po. Tai galime padaryti is nelygy-
bés

1< [ow (1 3 (Mj’g@)) By ()

Toliau, pasinaudoje statistiniu paketu R, mes paskaic¢iuosime 4.3 skyrelyje
aprasytas PD. Tarkime, kad rangy dydziai yra

ny = 500, ng = 700, nc = 700,

7 lentelé: Vaizduojami jsipareigojimy nejvykdymo tikimybiy virsutiniai réziai

Ly [ 50% | 7% [ 90% | 95% | 99% |
Pa [ 0,07% | 0,20% [ 0,43% | 0,67% | 1,43%
ps || 0,09% | 0,25% | 0,55% | 0,85% | 1,78%
vo | 0.17% | 0,45% | 0,96% | 1,45% | 2,92%

Pateiksime pavyzdj su Siek tiek mazesne imtimi. Tarkime, kad pavyzdyje

na = 200, np = 600, ng = 400.

8 lentelé: Vaizduojami jsipareigojimy nejvykdymo tikimybiy virSutiniai réziai

(v [ 50% [ 75% [ 90% [ 95% [ 99% |
Pa [ 0,10% [ 0,28% [ 0,62% | 0,96% | 1,99%
P | 0,13% | 0,34% [ 0,72% | 1,10% [ 2,27%
po | 0,28% [ 0,72% | 1,50% | 2,23% | 4,33%

IS lenteliy 7 ir 8 galime pastebéti, kad didéjant reikSmingumo lygiui PD,
iverciai taip pat didéja, taciau, didéjant imties dydziui, jsipareigojimy ne-
ivykdymo tikimybé mazéja.
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5 Asimptotikos skaiciavimas

Kadangi formulé (13) yra gana sudétinga, atvejui, kai néra jsipareigojimy
nejvykdymo atvejy k = 0, galime pabandyti suskaic¢iuoti asimptote formule,
pagal kurig bus galima taip pat skaic¢iuoti PD, ir paziuréti, ar gausime formule
patogesne praktiniams skaiciavimams.

Tarkime, kad a > 0 yra fiksuota konstanta ir

fn(d) =E[1 — ®(ax + b)]",

¢ia X ~ N(0,1), o ® yra standartinio normalaus a.d. pasiskirstymo funkcija

1 z —t2

Galime pastebéti, jog kiekviena f,, yra mazéjanti funkcija ir

Falb) 2222251, fo(b) 22225 0.

Sakykime, kad v € (0,1) irgi yra fiksuotas skai¢ius. Tuomet yra vienin-
telis toks b, kad

Bandysime surasti b, asimptotika, kai n — oo.
Toliau reikés rasti sekos p,, asimptotika. Cia p, yra lygties

(p_l(pn)

— =, (17)

0

sprendinys, o p € (0,1) yra toks skaicius, kad

3

= a. (18)

vi=p
[$ visy auksciau aprasytu lygybiu (17) ir (18) gauname, kad

2

a b
= p, =0T —=pb,)ir p, =P | —— |. 1
=12 P (V1 —pby) ir p <m> (19)

Is pradziy spresime paprastesne lygti

[1—®P(ax+0)]" =1—1,

¢ia x yra bet koks fiksuotas skaicius. Jei b,(x) yra sios lygties sprendinys,
tal
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—1

1—®(ax+by(z)=(1—7)" =
1 — ®(az + by(z)) = ¢ 07 =
In(1 —~)

1 —®(ax+by(z)) =1— - +o(n7!) =
In(1 —
O(ax + b,(z)) = _n(n’Y) +o(n™h).
Pazymékime ¢ = —In(1 — 7). Galime pastebéti, kad ¢ > 0. Tuomet

gauname

Dlaz +by(2)) =~ +o(n”) =
bp(z) = @71 (TCL + 0(n1)> —ax.

Toliau ieskosime y,, = &1 (i + 0(n‘1)> sekos asimptotikos, kai y, yra
lygties

(—ya) = = +o(n”)

sprendinys. Matome, kad ¥y, — o0o. Tada pasinaudoje standartinio norma-
liojo a. d. pasiskirstymo funkcijos savybe ®(—y) = 1 — ®(y), gauname

L= D(yn) = = +o(n”").

Kai y — oo, funkcijos 1 — ®(y) asimptotika galime uzrasyti Sitaip

1 1
=0 = —— [T eFa =~ [Tt
( ) 271’ Yy 27T Yy
1 _42|® 1 00 _;2 —y2
=———tler| ———= [ ezt dt=—=y ez (1+0(1)).
o ) 5= ), 5=V (1+o0(1))

-1 _9721 2me

e F = Y2 o)
2
—Iny,, — 5" = —Inn + In(v27c) + o(1)

Iny2 + 52 = 2Ilnn — In(27c?) + o(1).
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Tarkime, kad z = z(u) yra lygties z + Inz = u sprendinys. Galime pastebéti,
kad z(u) 2% oo ir todeél

Be to,
z(u) = u — Inz(u)
Is cia
Inz(u)
A(w) = u — In(u— nz(w)) = u—tou —tn (1 ) _ o g o),
u

kai u — oo. Todél

y2 = 2Inn — In(27¢?) + o(1) — In(2lnn — In(27c?) + o(1))
= 2Inn — In(2lnn) — In(27c?) + o(1)
= 2Inn — In(Inn) — In(47c?) + o(1).

Tada

b(z) = —\/2lnn — Inlnn — In(47c?) + o(1) — ax = —V2lnn — az + o(1).
Tuomet galima tikétis, kad ir
b, = —V2lnn —a’ + o(1)

su kokiu nors @’ € R?
Toliau skaic¢iuosime b,, asimptotika. Suformuluojame hipoteze, kad

b, = —V2Inn —a' + o(1)

su tam tikru a’.
Pazymime

bo(a') = —V2Inn —d

ir bandome rasti [1 — ®(az + b,(a’))]™ asimptotika su fiksuotu z. Galime
pastebéti, kad

1 —®(ax + by(d')) = (V2Inn — ' — ax)

ir
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—ar) = e
) V21 A/2lnn + o — ax 2

exp(—Inn — (@’ — ax)VInn).

1— ®(v2lnn — d 1 L +o(1) Xp<—(\/m+a'—ax)2>

~
—~

1
Vinn
Jei a’ > ax, tai reiskinys deinéje puséje yra o(n™!) ir

[1—®(ax + by(a))]" = (1 —o(n™ ') — 1.
Jei d’ > ax, tai reiskinys desinéje puséje asimptotiskai didesnis uz %, nes

6(5\/ Inn

— 0
lnn

su bet kokiu é > 0. Vadinasi,

[1—®(ax + by(a"))]" — 0.
Tada

. /
1, kaix <%
a
a/

[1—®(ax + by(a'))]" — {Q’ kai z > <

Tuomet, kadangi didéjanti arba mazejanti aprézta seka turi riba, gauname,
kad

E[l — ®(az + b,(d'))]" — P (X < ‘;) .

Tarkime, kad z;_., yra standartinio normalaus désnio (1 — ) kvantilis,
t.y.

P(X < 21_.‘/) =1-—n.
Pazymeékime o’ = d, jei d < az;_,. Tada
d
E[l — ®(ax + b,(d))]" — P <X < > <l-—n
a
todeél, kai n pakankamai didelis,

E[l — ®(ax + b,(d))]" <1 -1,

o tai reiskia, kad b, (d) > b,. Panasiai galima jrodyti, kad jei d' > az;_,, tai
b,(d") < b, su pakankamai dideliais n. Vadinasi,
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b, = —V2Inn — az_, + o(1).

Toliau i (19) lygybe isistate ka tik gauta b, asimptotika gauname:

_ (—\/m —az_, + 0(1))
e Vit
13 (\/M—l— azi_ + 0(1))
Vg
14 0(1) V1+a? V2Inn 4 az_, + o(1)
V2r V2nn +az ., + 0(1)eXp <_ 2(1+a?) )

(20)

= —\/%\/E> exp(o(v1nn)).

1 1
”‘H@%“p< 1+ a2 Vinn

Paskutiné riesta lygybé reiskia, jog iSraiskos yra asimptotiskai lygios, va-
dinasi, kai kintamasis artéja j begalybe, funkcijy p, ir gautos asimtotinés
formulés santykis riboje lygus vienam. Sig asimptotika jau galime naudo-
ti suskaiciuoti jsipareigojimy nejvykdymo tikimybes, kai néra jsipareigojimuy
nejvykdymy atvejy. Skai¢iavimuose zemiau 5.1, vietoj o-maziuko funkcijos,

. .. log(1—=v) . . . C g . .
naudojau funkcijos e » — Teiloro eilutés skleidinio pirmus 3 narius.

5.1 Pavyzdys

Toliau pateiksime pavyzdj, kokios PD gaunasi jas skaiciuojant pagal (20)
apskaiciuotg asimptotine formule, kai n4 = 500, ng = 700, ne = 700.

9 lentelé: Vaizduojami jsipareigojimy nejvykdymo tikimybiy virsutiniai réziai
paskai¢iuoti su asimptotine formule

(v [ 50% [ 75% [ 90% [ 95% [ 99% |
pa [ 0,01% [ 0,03% [ 0,07% [ 0,11% [ 0,23%
P | 0,02% | 0,04% [ 0,09% | 0,13% [ 0,28%
pe | 0,03% [ 0,08% | 0,16% | 0,24% | 0,48%

Pateiksime dar viena pavyzdj, kai ny = 200, ng = 600, nc = 400
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10 lentelé: Vaizduojami jsipareigojimy nejvykdymo tikimybiy virsutiniai ré-
ziai paskaic¢iuoti su asimptotine formule

(v [ 50% [ 75% [ 90% [ 95% [ 99% |
Pa [ 0,02% [ 0,05% [ 0,10% | 0,15% | 0,32%
P | 0,02% | 0,06% [ 0,12% | 0,18% [ 0,37%
pe | 0,06% [ 0,13% | 0,25% | 0,37% | 0,73%

Galiausiai pateiksime pavyzdj su Siek didesniu imties dydziu. Tuomet
ny = 1000, ng = 1400, nc = 1400

11 lentelé: Vaizduojami jsipareigojimy nejvykdymo tikimybiy virsutiniai ré-
ziai paskaic¢iuoti su asimptotine formule

(v [ 50% [ 75% [ 90% [ 95% [ 99% |
Pa [ 0,01% [ 0,02% [ 0,04% [ 0,06% [ 0,13%
P | 0,01% | 0,02% [ 0,06% | 0,08% [ 0,17%
pe | 0,02% [ 0,04% [ 0,09% | 0,13% | 0,28%

Palygine 9, 10 ir 11 lenteles su lentelémis 7 ir 8, kuriose yra tos pacios PD
tik skaiciuotos tiesiogiai pagal formule, matome, kad tikimybés naudojant
asimptotine formule yra mazesnés. IS tiesy, Sios tikimybés yra panasSesnés i
1-oje ir 2-oje lentelése aprasytas tikimybes. Taip pat, kai imtis yra didesné
(pvz., skai¢iuojant PD p4) tikimybés naudojant asimptotine formule yra ar-
¢iau tikimybiy skai¢iuojant naudojant teorines formules. Tai yra ganétinai
naturalu, nes asimptotinés formulés veikia geriau, kai imtis n yra didelé.

6 ISvados

Sio darbo tikslas buvo praplésti K. Pluto ir D. Tasche straipsnio [1] idé-
jas pavyzdziais ir pabandyti surasti asimptotine formule apskaiciuoti PD, kai
isipareigojimy nejvykdimai yra veikiami sisteminiu faktoriumi. Deja, pana-
su, kad asimptotine formule salyginai lengvai galima apskaic¢iuoti iS bendros
formulés tik tuo atveju, kai néra jsipareigojimy nejvykdymy. Bendru atveju,
kai yra bent vienas jsipareigojimy nejvykdymo atvejis, formulé (7) tampa
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ganétinai sudéetinga. Taciau atsizvelgiant j tai, jog su statistiniais paketais ir
kompiuteriu néra sudétinga skaiciuoti ir teorines formules (7) ar (12), néra
aisku, kiek yra verta naudoti gauta asimptotine formule ar ieskoti asimpto-
tiniy formuliy kitiems atvejams. Paprastos apytikslés ir efektyvios formulés
buty geriau nei skaitinis sprendimas.
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7 Priedai

7.1 R kodas

#Viska isvalo

rm(list = 1s())
library (LaplacesDemon)
library (VaRES)

get .PDT <— function(n, defaults, rho,gamma) {
start .time <— Sys.time /()
#lsistatom pasitikejimo lygmeni
confidence_interval_ at_0 = gamma;
#lsistatom pasitikejimo lygmeni
confidence_interval_ at_k = gamma;
#Kai yra 0 ir k isipareigojimu mnevykdymu.
PDTs <— PDT_solve(n, rho)
PDT 0 <— PDTs|[1]
PDT_k <— PDTs[2]
#Skaiciuojam PD
PDT <— c(c(n, defaults,
percent (defaults/n),
percent (PDT_0),
rho ,
percent (confidence_interval_at 0, 2),
percent (PDT k),
rho ,
percent (confidence_interval_at_k, 2)))

#Skaiciavimo laikas

end.time <— Sys.time()

time. taken <— round(end.time — start.time, 3)

#Pavadiname

PDT <— matrix(c(PDT, time. taken), 1, 10)

colnames (PDT) <— c('Size",
"Number_of_defaults",
'"ODR", "PDT_0", "Correlation.at_0O_defaults",
"'sgamma._interval _at_0O_defaults"
paste ('"PDT_"  defaults),
paste("Correlation_at" 6 defaults ,"defaults"),
paste('gamma.interval_at" K defaults ,'defaults"),
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"Time_taken.(seconds)")
return (PDT)

}
vget .PDT <— Vectorize (get .PDT, c('n", "defaults"))

#Pluto Tasche
G <— function (PDT, y, rho)
{pnorm ( (gnorm (PDT) — sqrt(rho) % y) / (sqrt(l — rho)))}
PDT solve <— function(n, rho){
#Integralo intervalai ir zingsniat
y <— seq(—20, 20, by = 0.0001)
val <— 0

#Sprendziam Pluto Tasche
f <— function(x)
{
for (i in 1:(length(y)—1))
{ val <— val + sum(dbinom (0:
(pnorm (y [i+1])—pnorm(y|1i |
return (val—I+alpha)

k,n,G(x,y[i], rho)))*
)}

¥
#Suranda PD 0 ir k
k <— 0;

alpha <— gamma

PDT 0 <— uniroot(f,c(0,1))8root
k <— defaults;

alpha <— gamma

PDT_k <— uniroot(f,c(0,1))8$root
return (c(PDT_0, PDT k))

# Uzrasoma procentais
percent <— function(x, digits = 4, format = "f", ...) {
paste0 (formatC (100 * x, format = format, digits = digits,

}

#Skolininku skaicius

= 400
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#lsipareigojimu mnevykdymo skaicius
defaults = 2

#Pasitikejimuo lygmuo

gamma = 0.5

#Turto koreliacija

rho = 0.12

PDT = get .PDT(n

defaults ,
rho ,
gamma)
View (PDT)
#skaicivojama pagal asimptotikos formule, kai k = 0

asimptotika <— function(n, gamma) {
a <— sqrt(0.12)/sqrt(1—0.12)
7z <— qnorm(1—gamma)

f <— (sqrt(2*log( ))+a*z+(((log(l—gamma)) /n)"2)/2
+ (((log(l—gamma)) /n)"3) /6
+ (((log(l—gamma)) /n)"4)/24)/(sqrt(1+a”2))
rez <— 1 — pnorm( f)
}
test <— asimptotika(n, gamma)
test

#atvejis , kai tikimybes nepriklausomos ir mera isipareigojimu mneivykdyr
p_nepriklausomos_be_defaults <— function (n,gamma) {

p<—1— (1 — gamma) (1/n)

p

}

#atvejis , kai tikimybes nepriklausomos, bet yra keli isipareigojimu ne
p_nepriklausomos_keli__defaults <— function(n,k,gamma) {

alfa <— k+1

beta <— n—k

p <— gbeta(gamma, alfa ,beta)
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p

}

p_asimptotika <— asimptotika (n,gamma)
p_be_defaults <— p_nepriklausomos_be_defaults (n,gamma)
p_su_defaults <— p_nepriklausomos_keli_defaults(n, defaults ,gamma)

rezultatas <— round(c(p_asimptotika , p_be_ defaults

p_su_defaults)*100, digits = 4)
rezultatas
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