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Populiacijos mirtingumo modeliy su atsitiktiniu efektu apzvalga

Santrauka

Sio magistrinio darbo tikslas yra apzvelgti kelis klasikinius populiacijos mirtingumo modelius (Kan-
nisto, Perks, Siler) bei pasinaudojus Poisson, Gamma bei Discrete-Uniform a.d. rasti naujas mirtin-
gumo funkcijas, kuriose atsitiktinis efektas nusakomas minétyjy atsitiktiniy dydziy pagalba. Taip
pat Siame darbe pasinaudojus mirtingumo lenteliy duomenimis bus rasti $iy naujy mirtingumo
funkcijy optimalus parametrai Sveicarijos, Lietuvos bei Ukrainos populiacijoms ir nustatyta, kuri

mirtingumo funkcija tiksliausiai nusako pasirinktos populiacijos mirtingumsa.

Raktiniai Zodziai: Mirtingumo galia, mirtingumo modelis, atsitiktinis efektas, atsitiktinis

dydis.

Overview of population mortality models with frailty

Abstract

The aim of this paper is to give an overview of few different classical mortality laws (Kannisto,
Perks, Siler) and using Poisson, Gamma and Discrete-Uniform distributions derive new mortality
laws, in which frailty is described as a random variable of chosen distributions. Also to apply these
models to Swiss, Lithuanian and Ukrainian populations mortality data, and compare, which model

represents which population’s mortality curves most accurately.

Key words: Mortality rate, mortality law, frailty, random variable.



1 Jvadas

Populiacijos mirtingumo aprasymas naudojant matematinius modelius - nenauja ir gana
svarbi aktuarus dominanti tema. Vienas pirmyjy bendra gyventojy mirtingumo kreive pa-
dengiancia israiska, kuri atsizvelgia j aukstesnj naujagimiy mirtinguma, o paskui eksponen-
tiskai auga didéjant amziui, dar 1825 metais pasiulé brity matematikas-aktuaras Benjamin
Gompertz. Drauge su kolega William Makeham jie paklojo pagrinda tolimesniems Sios ak-
tuarines srities tyrimams bei tobulinimams. Didziaja dalj nuo tada isvesty bei iki Siy dieny
draudimo bendrovése bei ne tik naudojamy mirtingumo modeliy, kartu su jy labai placiu
apraSymu, galima rasti dany aktuaro Marius Pascariu straipsnyje [6]. Beje, to paties ak-
tuaro sukurtas R programos paketas, skirtas darbui su mirtingumo modeliu taikymu, bus
naudojamas ir Siame darbe.

Kaip bebuty, dauguma Siame straipsnyje minimy matematiniy modeliy yra pagrjsti prie-
laida, kad populiacija yra homogeniska, t.y. kiekvieno to paties amziaus individo tikimybe
mirti yra vienoda. Zinoma, gyvybés draudimo bendrovés, déka draudéjo pildomy asmeninés
informacijos ankety, gali suskirstyti savo portfelj j daug panasiy homogenisky portfeliy pagal
amziy, lytj, sveikatos bukle, iSsilavinima, profesija ar fizinj aktyvuma, tokiu budu daryda-
mos prielaidg, kad tikimybeé Siems zmonéms mirti yra labai panasi ir taip gana gerai valdyti
mirtingumo rizika. Taciau yra veiksniy, pavyzdziui, kaip pats zmogaus poziuris j sveikata,
laisvalaikio, gyvenimo budo jprociai, kuriy gyvybés draudimo bendrovés, sudarant gyvybeés
draudimo sutartj su draudeéju, lengvai numatyti negali. Todeél norint padaryti tinkamas
populiacijos mirtingumo prognozes, turinc¢ias jtaka draudiko prisiimtiems jsipareigojimams,
labai svarbu tinkamai jvertinti populiacijos individy skirtumus.

Vienas pirmyjy j Sig mirtingumo modeliy spraga démesj atkreipé amerikie¢iy mokslininkas
James Vaupel, apibrézes tokj neneigiama atsitiktinj dydj, vadinama atsitiktiniu efektu (ang.
frailty) [12], kuris, taikomas kartu su pasirinktu analiziniu mirtingumo modeliu, turéty geriau
jvertinti negalimy apskai¢iuoti individo rizikos faktoriy jtaka mirtingumo galiai ir dél Siy
priezasciy susidaranciam skirtumui nuo bendro populiacijos vidurkio. Autorius pastebi, kad
remiantis praktiniais skai¢iavimais su évedijos gyventojy duomenims, Sie skirtumai gali buti

net labai reikSmingi, ypa¢ vyresniame amziuje.



Toliau atsitiktinj efekta nagrinéjo italy aktuaré Annamaria Olivieri (2006), savo prakti-
niame tyrime pasiuliusi [4] atsitiktinj efekta aprasyti Gamma skirstiniu ir jj pritaikyti Gom-
pertz mirtingumo kreivei. Autoré isskiria draudimo bei pensijy fondy bendroviy prisiimty
jsipareigojimy jautruma, kuomet rezervams skaiciuoti naudojami mirtingumo modeliai su ir
be atsitiktinio efekto.

Taip pat populiacijos individy heterogeniskumo jtaka mirtingumo kreivei analizavo ir kiti
matematikai-aktuarai Zoltan Butt [2] bei Emanuel Pitacco [7] ir [8], kuriy darbai ir jkvépé
tolimesnj tyrima, kuriam ir bus paskirtas $is rasto darbas.

Pagrindinis Sio darbo tikslas yra toliau testi mirtingumo modeliy su atsitiktiniu efektu
tyrima. Pasirinksime tris mirtingumo modelius - Kannisto, Beard ir Siler - bei iSvesime anali-
zines mirtingumo galios funkcijas, kuriose Siems modeliams atsitiktinis efektas bus iSreikstas
Poisson, Gamma bei Discrete-Uniform atsitiktiniais dydziais. Toliau tikrinsime gauty mir-
tingumo funkcijy tinkamuma pasirinkty skirtingo ekonominio issivystymo saliy mirtingumui

aprasyti.



2 Mirtingumo modeliai

Siame skyriuje pristatysime tris populiacijos mirtingumo modelius, kuriuos véliau pritaiky-
sime Lietuvos, Sveicarijos bei Ukrainos zmoniy populiacijos mirtingumui nusakyti ir paly-
ginsime, kuris modelis kuriai Saliai tinka labiausiai.

Visy pirma, apibrézkime isgyvenamumo teorijoje naudojamus dydzius, kuriuos taikysime
Siame darbe:

1.1. Apibrézimas. Funkcija
F(z) = P(T <)

vadinama gyvenimo trukmeés pasiskirstymo funkcija, kuri parodo tikimybe, kad naujagimis
mirs iki kol jam sukaks z mety [9)]. Atsitiktinis dydis T Zymi atsitiktine naujagimio gyvenimo
trukme. Galime analogigkai apibrézti pasiskirstymo funkcija, kuri Zymi tikimybe, kad z

amziaus individas nesulauks x + ¢ mety [7]:

F.(t)=P(T, <t)=

kur T, - neneigiamas atsitiktinis dydis, Zymintis atsitikting z amziaus individo gyvenimo
trukme, s(z) - iSgyvenamumo funkcija (7r. 1.2. Apibrézimas).

1.2. Apibrézimas. Funkcija

s(r)=1—F(x) = P(T > x)

yra vadinama iS§gyvenamumo funkcija, zyminti tikimybe, kad naujagimis sulauks x mety [9].

1.3. Apibrézimas. Laikome, kad F,(t) yra diferencijuojamas [9], todél funkcija

fa(t) = Fi(t) = =5'(1),

vV t > 0 ir vadinama atsitiktinio dydzio T}, tankio funkcija.



1.4. Apibrézimas. Dydis

Y P(T, <t)
p = lim ———=
Hoe =10 t 0 t-s(x) s(x) s(x)

vadinamas mirtingumo galia. Cia s(z) - isgyvenamumo funkcija, f(z) - naujagimio gyveni-
mo trukmeés tankio funkcija, 7T, — neneigimas atsitiktinis dydis, Zzymintis atsitiktine x amziaus
individo gyvenimo trukme [7]. Dydis y, apibudina i$gyvenamumo funkcijos mazéjimo greitj

didéjant amziui x.

2.1 Mirtingumo modeliy apraSymas
2.1.1 Beard

[lgéjant zmoniy gyvenimo trukmei, buvo pastebéta, kad vieni pirmyjy ir populiariausiy mir-
tingumo modeliy, tokiy kaip Gomperz u, = ae?® [1826] bei Makeham p, = ¢ + ae’® [1860],
ne visai tiksliai nusako populiacijos mirtinguma vyresniame amziuje [3]. Dél Sios priezasties,
buvo pradéta galvoti, kad mirtinguma tiksliau numatyti gali logistiniai modeliai. Priesingai
nei eksponentiniy modeliy atveju, logistiniai modeliai prognozuoja mirtingumo galios au-
gimo tempo sulétejima pasiekus tam tikrag amziy x. Tokia prognoze tiksliau nusako realig
mirtingumo galios kreivés forma. Vienas pirmyjy pastebéjes, kad empirinés u, reikSmeés is
mirtingumo lentelés gali buti iSreikstos kaip tam tikra kreivé, tenkinanti logistine funkcija,

buvo William Perks. Jis 1932 metais pasiulé logistinj keturiy parametry modelj, pagal kurj

c+ ael*

Mx:max207 (1)

kura>0,8>0,c> —aird>0.
Kiek véliau, 1963 metais, William Perks kolega Robert Beard pasiulé [I] Perks modelio
variacijg, ¢ parametra prilygindamas nuliui ir taip sudarydamas trijy parametry mirtingumo

modelj, pagal kurj
ael?

“1rden 20

(2)

[he

kur a >0, 8> 0ir d > 0.



Beard, tyrinédamas vélyvojo amziaus mirtingumo duomenis, pastebéjo, kad mirtingumo
galios augimas vyresniame amziuje sulétéja [8]. Jis teige, kad Siam reiskiniui jtaka daro

LAtsitiktinis efektas” (angl. frailty) (zr. 3| skyriy).

2.1.2 Kannisto

Galiausiai 1992 metais §j logistinj modelj supaprastino demografas Vaino Kannisto, kuris
d parametra prilygindamas « parametrui, pasiulé paprasta dviejy parametry modelj popu-

liacijos mirtingumui nusakyti, pagal kurj mirtingumo galia

Bx
o >0, (3)

= T 2,1 =2
a 1+ aefz

kur o > 0ir 5 > 0.

Nesunku pastebéti, kad sie modeliai (Beard ir Kannisto) yra logistinés mirtinguma nu-
sakancios kreivés, kai didéjant = (musy atveju — amziui) mirtingumo galia j, asimptotiskai
artéja prie tieses:

1) Kannisto modelio atveju:

. ael®
lm — =1;
z—o0 1 + aef?

2) Beard modelio atveju:

I ael” o
m —— = —.
z—o0 | 4+ deb= d

2.1.3 Siler

Siler toliau tes¢ Gomperz-Makeham mirtingumo kreives tyriné¢jima ir ja iStobulino iki penkiy
parametry modelio, kuris daug geriau galéty nusakyti populiacijos mirtinguma trijose ker-
tinése jos stadijose atskirai - vaikystéje, subrendusiame amziuje bei senatvéje [6]. Pagal Siler

pasiulyta modelj mirtingumo galia

Ly = one T 4 e 4 x>0, (4)

kur parametrai aq, as, By, 82 > 0 ir ¢ > —ay. Parametras oq nusako naujagimiy mirtin-

gumo lygj, o f; yra ankstyvojo mirtingumo su amziumi mazéjimo laipsnis. Parametrai oy

9



ir By atkeliauja i§ Gomperz mirtingumo kreivés ir atitinkamai nusako bendra suaugusiyjy
mirtingumo lygj bei kaip mirties rizika auga didéjant amziui. Konstanta ¢ skolinamasi i$

Makeham lygties ir nusako su amziumi nesusijusig mirtingumo rizikos dalj.

10



3 Mirtingumo modeliy su atsitiktiniu efektu analize

Vienas pirmyjy atsitiktinio efekto modelj aprasé amerikie¢iy mokslininkas James Vaupel
[12]. Atsitiktinj efekta (angl. frailty) jis nusaké kaip neneigiama atsitiktinj dydj, kuris
parodo negalimy jvertinti individo rizikos faktoriy jtaka mirtingumo galiai ir skirtuma nuo
visos populiacijos mirtingumo vidurkio. Pagrindiné sio modelio idéja yra ta, kad lauktinoji
individo busimo gyvenimo trukmé su didesniu atsitiktinio efekto dydziu yra mazesné nei
kity. [10]

Tegul f1,)z nusako r amziaus individo mirtingumo galig su Z dydZio atsitiktiniu efektu.

Tokiu atveju yra siuloma [7] mirtingumo galia isreiksti kaip sandauga:

Hz|z = Zpz, x 2 0, <5>

kur p, yra individo su Z = 1 mirtingumo galia (standartiné populiacijos mirtingumo galia).
Sakykime Z yra neneigiamas atsitiktinis dydis, su tankio funkcija fz(z). Tuomet popu-

liacijos individo (naujagimio) isgyvenamumo funkcija, atsizvelgus j dydj Z, nusakoma lygybe

5(2]2) = 5°(x) = / " e I st ) (6)

Bendru atveju, kai a.d. Z nebutinai absoliuciai tolydus, iSgyvenimo funkcija su atsitikti-

niu efektu

S(z|2) = §*(x) = E(e %o mdty, (7)

Toliau Siame skyriuje iSvesime visas galimas 3 anks¢iau aptarty mirtingumo modeliy
(Kannisto, Beard, Siler) variacijas, kai atsitiktinj efekta Siems modeliams nusako neneigiami
atsitiktiniai dydziai, pasiskirste pagal Poisson, Gamma bei Discrete - Uniform (toliau D/U)

désnius.

3.0.1 Kannisto-Poisson

Tarkime, kad Z yra pagal Poisson skirstinj pasiskirstes a.d. Z ~ Poiss(\), kuris yra nusa-

komas formule

11



k
P(Z=Fk) =™, k=0,1,2..,A>0. (8)

Remiantis (7)), o taip pat tuo, kad Poisson a.d. yra diskretus, gauname, kad S(z|Z2) jgyja
tokia israiska:

= (e fo pedt)k

T 1 z A2
S* (x) — e*/\ + e fo Mtdte*/\% + 672 fO ,U«tdte*)\ ,)\ Z (9)

Pasinaudoje zinoma lygybe

z - z"
¢ = Z n!’
n=0
gauname, kad S*(x) jgyja tokj pavidala:
S*(fﬂ) _ 67)\€>\67jg pgdt _ e)\(eff(')r “tdtfl)' (10)

Suintegrave Kannisto mirtingumo désnj gauname tokia israiska:

e T e 1 1 el +1
= ——dt = —(1 Pty —1 N)==|In|——— 11
/0 pdt /0 1+&eﬁtdt 5(n(ae +1) —In(a+1)) 5 (n( | )) (11)

éiad iSraiska jsistate j ir atlike keleta nesudétingy matematiniy veiksmy gauname,
kad isgyvenamumo funkcija su Kannisto mirtingumo galia bei atsitiktinj efekta nusakanciu

Poisson a.d. jgyja tokj pavidala:

~Lan(el L) (2B
S*(x)=eMe T T ) = ((aeﬂ”l) ) (12)
Apskaiciave Sios funkcijos iSvestine ir gave, kad

AaeP® (o + 1)%

S*(z)) = =5*
(S =5 T

galime rasti ir Kannisto mirtingumo galios su atsitiktinj efekta nusakanciu Poisson désniu

iSraiska, lygia:

12



1

(S*(x)) _ e (a+1)7
S*(x) (aePr + 1)% '

He = —

3.0.2 Kannisto-Gamma

Tarkime, kad Siuo atveju Z yra pagal Gamma skirstinj pasiskirstes a.d. Z ~ I'(k, \), kurio

tankio funkcija turi israiska:

)\k
(k)

o I'(k) yra Gamma funkcija: ['(k) = [~ e "tF1dt.

f2(2) = === 2> 0,k A >0, (14)

Tolimesniuose skai¢iavimuose naudosime ankséiau aprasytos isgyvenamumo funkcijos israiska
(@, Gamma skirstinio tankio funkcija bei nuo 0 iki x suintegruotos Kannisto mirtingumo
galios iSraiska . Nesunku pastebéti, kad nagrinéjamu atveju

<A I2 pedt k=1 _—\ AP e (JF pedt+X) k—1
S*(z) = ———e Flo Mt ilemAR gy = — e Vo mattA) =1y 15
W= [ 7 i ), )

Pazymékime w := z(fox pedt + N), tada:

\F > w k=l 1
S*(x) = —— e v — — dw
W=t ) " (Faies) T

)\k /oo 1
= — e w " dw. 16
TN pdt + VF Jo 6)

Pastebeje, kad fooo e Y wktdw = T'(k) ir j jsistate suintegruota Kannisto mirtingumo

galig, gauname tokig iSgyvenamumo funkcija:

k k
AR A A8
S @)= 5 = = (17)
Uy pudt+ 20\ Tin (2222) 4 5 In (2255) 4 A8

Kannisto-Gamma mirtingumo galios iSraiskai rasti belieka suskai¢iuoti auksc¢iau pateiktos

13



funkcijos iSvestine, kuri yra lygi

(52 = — aBke’ (\3)*
(ac? +1)(n (2252) + Ag)+1
ir pakartoti formuléje atliktus veiksmus:
L S@) ke -
T 8@ (aefr 4 1)(In (22L) +29)

3.0.3 Kannisto-Discrete/Uniform

Siuos atveju atsitiktinj efekta Z nusakantis atsitiktinis dydis nusakomas formule:

1
P(Z=k) = k=12..N (19)

Tada iSgyvenamumo funkcija ieSkoma naudojant ir atrodo taip:

S*(x) = E(e—Zfoz Mt(Z)dt) = %e_ Jo medt %6_2&? pedt oy %G—Nfoz predt (20)

[ auksciau aprasyta funkcija vietoje p, jsistac¢ius Kannisto mirtingumo galia gausime tokia

iSraiska:
1 a+1 5 a—+1 3 a+1 5
S*(z) = N ((aeﬁx—ﬂ) + (aeﬁl‘—ﬂ) + ...+ (aeﬁx—ﬂ> ) (21)
1
Tada paZymeéje (a%Ly =: a, kur 0 < a < 1 gausime, kad S*(x) iSreiskiama su-

ma + (a' +a?+ ...+ a") = £ (1+a' +a®*+..+a""!). Pritaike geometrinés progresijos

nariy sumos formule, gauname lygybe:

14



S* _ — —
@=5\7=a N G
1 (aeﬂz—i—l)
1 N
(a+1)7 <ae&”+1 ﬂ—(a+1)5>
N (aebe +1)7 ((aeﬁm 1 1) — (a+ 1>%)

(+1)7 (ozeﬁx ) —(a+1) 7
N (e + 1)NT — (aePr 4+ 1)% (o + 1)

(22)

m\»-A

Kaip ir ankstesniuose modeliuose, toliau skai¢iuojame gautosios iSgyvenamumo funkcijos

iSvestine:

(@) = -

N+1 1\ 2
((aeﬁwﬂ) P —(aetr41) F a+1)7§>

2=

N _BtaN+1 —B+N+1 N+2 . =B+N
aeﬁ‘”(a+1)ﬁ(aeﬂ‘”+l) B —(N+1)aef® (a+1) ﬁ (ae +l) B 4 Naef*(a+1) P (ae“a‘”+l) B

1 —B+N
—ae? (a+1)7 (e’ +1) 7
= X
N
N+1 N N+1
(e’ +1) 7 —(N—=1)(a+1)7 (aeﬁf’f+1)6 +N(a+1)7

’ (et +1)'F — (ac% + 1) (a +1)%)

Ir galiausiai gauname mirtingumo galios Kannisto - DU israiska:

15



P (S*(x))" ael® (aeﬁx + 1)# y
‘ S*(x) (aef +1)5 — (a+1)%

1 1
(P + —(N—l)(a+1)%(aeﬁx+1)ﬂ FN(@+1)7

(aefr + 1)% — (e + 1)% (a+ 1)%

L
B
046’836 aeﬁx—i-l) !
X
(e + 1) ﬁ—(a+1)%
L N 1 N+1
- (N=-1)(a+1)7 (ae’+1)7 + N(a+1) ?

aeﬂx
' (aef +1)5 — (a +1)F

N
B

X
(aefr +1) ¥ —(a+1)

N

Nt1 N N1
(cveP™ + cn —(N=1(a+1)7 (aeﬁz—l—l)ﬁ—i—N(a—i—l) g
(aeﬁr—i-l)ﬁ —(04—1-1)5

N+1
B

(aeﬁw—i—l)% + N (a+1)
(ae? +1)%) ((ae? + 1)F — (a+ 1)

(e + 1)% —(N=1)(a+1)
aebr ((oz + 1)%

N——

3.0.4 Beard-Poisson

Jei norime i$vesti mirtingumo galios funkcija su atsitiktiniu efektu, aprasytu naudojant Pois-

son skirstinj: Z ~ Poiss(A), jau zinome, kad tokio modelio iSgyvenimo funkcija jgyja pavi-

dala (10):
S*(x) = X0 (25)

16



Todeél norint isvesti Beard mirtingumo galios funkcija su atsitiktiniu efektu, pasiskirsc¢iusiu
pagal Poisson désnj, belieka suintegruoti Beard p; jos reikSmiy srityje ir jsistatyti j aukscéiau

pateikta formule:

z t qeft « o def* + 1
dt= | ———dt = —(In(de’* +1) - In(d+1)) = — (In [ ———— 26
[ e = [ = e 1)~ n(a + 1) M(“( = )) (26)

Tuomet iSgyvenamumo funkcija:

0 jos iSvestiné lygi

Aae?”(d + 1)

(5(x)) = —5"(x) e (28)
(defr + 1) pd
Tada Beard-Poisson mirtingumo galia uzrasoma kaip:
* ! Bx ﬁ
(S*(x)) _ AaeP(d + 1) . (20)

ILLCU = - * a
S (@) (depr 4 1)
3.0.5 Beard-Gamma

Kaip ir Kannisto mirtingumo galios su pagal Gamma skirstinj Z ~ ['(k, \), pasiskirs¢iusiu
atsitiktiniu efektu, taip ir Beard atveju, $io modelio iSgyvenamumo funkcija is pradziy jgyja

pavidala, kurj jau iSsivedéme (|17)):

/\k
N (f()w Mtdt + A)k

Todél dabar belieka pasinaudoti jau suintegruota Beard mirtingumo galios funkcija

S*(x) (30)

ir ja jsistatyti j auksc¢iau pateikta formule.

5°(2) = 4 - A (31)

(5a (1“ (%)) +A)F \aln (%#) +\Bd
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Kaip ir ankstesniuose modeliuose, mirtingumo galiai rasti skai¢iuojame Sios iSgyvenamu-

mo funkcijos iSvestine:

§ og/{;/\keﬁxﬁk—’_ldk"’l
(8°(@)) = - ﬁ (32)
(defz 1 1) (a In (ddT“) + ABd)
Galiausiai Beard-Gamma mirtingumo galia jgyja tokj pavidala:
(S () afdke’®
TS (e In (41) 4 ABd) &
(de —i—l)(a n(dH)—I— B)

3.0.6 Beard-Discrete/Uniform

Jau zinome, kad naudojant DU a.d. kaip atsitiktinj efekta, iSgyvenamumo funkcija jgyja

. e (1 —e N
SW=75 (1_—)

kur N € N, o a > 0 - bet kuri savo reiksmiy srityje suintegruota analiziné mirtingumo galia.

pavidala

Todeél Beard atveju gauname:

(d+1)% ((de? + 1) — (d+ )

1
N (depr +1) %0 ((deﬂw F1)P1 - (d+ 1)%)

E‘Q
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a(N+1)

1 (d+1)% (deP™ + )TN (d+1) 5

N (deps 1 1) 50 — (d+ 1)%1 (defz + 1)

(34)

Sios funkcijos iSvestiné:

o aN
1 [ ae™ (d+ 1) (de* 4 1) 7

(S@) =-5 N (def= 1 1) 8

a(N+ )

a(N+1) alN
(defr+1) 7 — (N + 1) (d+1)5 (de® +1) BN (d+1)"7 (35)
X 2

<(d6ﬁf + 1) = (d+ 1)F (dePr + 1)%7>

Tuomet Beard mirtingumo galia su atsitiktiniu efektu, iSreikstu per diskretyjj-tolydyji

atsitiktinj dydj jgys pavidala:

(5%(2)" _ (aeﬁw (d+ 1)é2> .

(def* 4+ 1)

a(N+1) aN aN 1
y (def™ +1) 7 —(N+1)(d+1)ﬁ(deﬁw+1)6d+N(d+1) E (36)
(def +1)32 — (d 4 1)Fa '

3.0.7 Siler-Poisson

Norint apskaiciuoti Siler mirtingumo galios analizine israiska su atsitiktiniu efektu, iSrei-

kstu Poisson désniu, naudosime jau anksc¢iau aprasytos iSgyvenamumo funkcijos pavidala

S*(x):/o e~ ot f(2)dz,

kuris kai Z ~ Poiss(\) tampa paprastu

§*(a) = e e,
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Todeél tolimesniems skai¢iavimams atlikti turime suintegruoti Siler p, funkcija jos reikSmiy

srityje, kuria véliau statysime S*(z) iSraiska

z x ap (e P — 1 as (e?* — 1
/ pedt = / are Pt 4 ane®t o dt = — ! ( ) + 2 ( ) + cz. (37)
0 0 Io 65
ap (e Pre— ag(eP2% —
( 1 511 1)+ o ;2 1)+CI> al(e‘;l’“fl)_aQ(e‘;W—l)_w
S*(z) = e L= eAe ' : : (38)

al(e_ﬁlel) a2<eﬁ2m71)
- —cx

(S*(:E))/ Y (_ale—ﬁw _ a265zx _ C) A Ae B1 B2 o

al(efﬁlzfl) ag(eBval)

xXe A T (39)

Gautosios iSraiSkos gana sudétingos, todél prastinimo veiksmams atlikti jveskime keleta
pazymejimy:
(e %1 e P1e_1 s efar 1
1) y:= (51 ) _ (52 )—cx;
2) w = (a1e7P1% + e 4 ¢);

Tada S*(z) = e e’ o $ios funkcijos igvestiné bus lygi
(S*(2)) = —wAe M = —re e e,

Toliau skaic¢iuojame Siler - Poisson mirtingumo galig:

S*(x)) —wle Aer ¥
Ho = (S*(:B))) T e wAe? (40)

Sugrjzus prie pazymeéjimy ir juos jsistacius j auks¢iau gauta lygti gauname Siler mirtin-

gumo galios analizine funkcija su atsitiktiniu Poisson efektu:
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-8 3 al(e_ﬂlzil)fo@(eﬁzz*l) ez
Uy = /\(ale w4 Qe 2T 4 C)e B1 B2 . (41)

3.0.8 Siler-Gamma

Kaip ir ankstesniuose modeliuose, kur atsitiktinis efektas Z yra isreiskiamas kaip Z ~ I'(k, ),
naudosime iSvesta iSgyvenamumo funkcijos pavidala bei suintegruotg Siler analizine
funkcija. Todeél:

)\k )\k
S (ZL’) = (foﬂf ,U/tdt + )\)k - _ai(ePrr-1) + (cgeP2=—1) + + A :
2 % CIT
M (B152)"

= 42
(—a1fy (e7P1% — 1) + agfy (€M% — 1) + caf B2 + )\ﬁ152)k 42)

O sios iSgyvenamumo funkcijos isvestiné atrodys taip:

k k+1 —Bix Box
(5°(@)) = - INGAE T e W r e 1) g
(=B (e7P1% — 1) + a3y (eP2® — 1) + ca 152 + AB1SB2)

Tuomet gauname Siler mirtingumo galios analizine funkcija su atsitiktiniu efektu, iSrei-
kstu kaip Gamma a.d.:
(S*([L'))/ k’ﬁlﬁg (Oéleiﬁlx —+ 0426'8290 —+ C)

e = S*(x) T b (e7f1r — 1) + aaf (€7 — 1) + Bifa(cz + A) (44)

3.0.9 Siler-Discrete/Uniform

Kaip jau buvo iSvesta poskyrio pradzioje, Siler isgyvenamumo funkcija su diskreciuoju-

tolydziuoju a.d. bei jos iSvestiné bus randama atitinkamai:
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—a 1— —alN 1 a1(e*ﬁlz—1)_a2<e521—1) Cen
S*(.T) = eN (1_—e€—a> — N (e( B1 B2 ) X

al(efﬂlz—l) a2<e62z—1)

1 — eN( 1 — 35 —cx)
x al(efﬁlz—1> a2(eg2171) ’ (45)
1— 6( 1 - B —cx)

Norint palengvinti Sios sudétingos israiskos iSvestinés skai¢iavimus jsiveskime pazymejima:

—B1w_q Baz _1
alle az|e [ . . . ..
Al) ri= ( 2 ) — ( Ba ) — CI, O S10S ISI"alSkOS 1Svestine:

A2) =0 = —qpe T — et 4 e

Tuomet (45| formulé jgys pavidala:

1 e — er(NJFl)
SWEyTITe 46
0=+ )
o iSvestiné su zyméjimais atrodys kaip:
(S*(z)) = lw — 1 (" — e"WHDY (1 — ") — (e — e"WHD) (1 —em)’
N 1 — e’ N (1 — GT)Q
_ (= + (N + 1)erV+D) — Ner(N+2))‘ .

N (1 —er)?

Tada Siler mirtingumo galios analiziné funkcija su DU atsitiktiiu efektu, jgyja tokj pavi-

dala:
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(S*(g’;))/ B ’]"’(_67" + <N+ 1)€T(N+1) - N@T(N+2))

He = — S*(:p) o (1 _ er)(eT _ eT(N‘H))

(r'(=1+ (N + 1)e"¥ — Ner®+1)
1 —er —erN 4 er(N+1) ;

kur pazyméjimai r ir v’ nusakyti A1 bei A2 lygybémis.
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4 Mirtingumo modeliy su atsitiktiniu efektu taikymas

4.0.1 Naudojami duomenys ir prielaidos

Norédami palyginti empirinj teorin¢je dalyje iSnagrinéty mirtingumo modeliy tinkamuma,
nusprendéme palyginti Siuos modelius trijose skirtinga socialinj bei ekonominj iSsivystyma
turinc¢iose Europos Salyse - Sveicarijoje, Lietuvoje bei Ukrainoje. Remiantis naujausiu 2018
metais Jungtiniy Tauty sudarytu zmogaus socialinés raidos indeksu E] - bendras rodiklis,
kuriuo matuojama visy pasaulio valstybiy gyventojy vidutiné gyvenimo trukme, rastingumo
lygis, $vietimo lygis ir pragyvenimo lygis, Sveicarija tarp viso pasaulio valstybiy uzéme 2
vieta, Lietuva - 35-a, o Ukraina 88-a vieta [13].

Toliau Sioje darbo dalyje naudojant Beard, Kannisto ir Siler mirtingumo modelius su
atsitiktiniu efektu, iSreikstu Poisson, Gamma arba Discrete-Uniform a.d., R (x64 3.6.1)
skaiciuoklés pagalba apskaic¢iuosime nezinomy parametry jvercius, atitinkanc¢ius naujausius
pateiktus Saliy mirtingumo lenteliy duomenis. Sveicarijos atveju naudosime 2016 mety,
Lietuvos 2017, o Ukrainos 2013 mirtingumo lenteliy duomenis i internetinés Zmoniy mirtin-
gumo duomeny bazés ,Human Mortality Database” [11]. Si bazé buvo sukurta 2000 metais
bendradarbiaujant Kalifornijos Universiteto (JAV) bei Max Planck Demografijos tyrimy ins-
tituto (Vokietija) tyréjams. Verta paminéti, kad dél aktuarinio tikslumo mirtingumo lentelés
vyry ir motery populiacijoms yra sudaromos atskirai ir dél pastebimai trumpesnés laukti-
nos vyry gyvenimo trukmeés gana skiriasi, ta¢iau Siame darbe j ly¢iy lauktinos gyvenimo
trukmes skirtumus atsizvelgiama nebus ir bus naudojamos bendra visos Salies populiacijos
mirtingumo lentelé. Parametry jverciams rasti naudosime R paketo MortalityLaws funkcija,
kurios pagalba maziausiy kvadraty metodu koreguojant modelio parametry reikSmes, rasime
kreive, geriausiai atspindincig pasirinkty Saliy mirtingumo lenteliy duomenis.

Musy tiriamos mirtingumo galios p, reikSmés mirtingumo lentelése paprastai néra pa-
teikiamos, taciau jas galima jvertinti naudojant aktuarinéje matematikoje placiai taikoma
pastovios mirtingumo galios (eksponentinio interpoliavimo) prielaida. Mirtingumo lentelése
pateikiamos funkcijos [,, (asmeny skaicius i§ pradinés kohortos, kurie sulauké z-ojo amziaus)

reikSmeés taskuose x = 0,1,2,...,w, kur w — maksimalus amzius, kurio gali sulaukti indivi-

!(angl. Human Development Index, HDI)
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das. Jei norime jvertinti funkcijos [, reikSme, kur 0 < s < 1, reikia naudoti prielaidg apie
funkcijos ., forma [9]. Siuo atveju laikoma, kad funkcijos I, forma intervale [z, z +1) yra

eksponentine, todél daroma prielaida, jog:

l:c+s = (lﬂc-&-S)S(ZS)l_S'
Be to, yra zinoma [9], kad:

— 4 —5l(pe)® —L(p.)* In(p,)
_ _ds'mts " gstz\Px) a\Pz)” 1M\ Pe)
A A N R AR (=), )

kur p, — x amziaus individo tikimybeé iSgyventi vienerius metus, t.y. sulaukti amziaus x + 1.

Is gauname, kad mirtingumo galia j,. s, kur 0 < s < 1, nepriklauso nuo s. Todél:

fors = —In(pg) = pe,x =0,1,2, ...

Kadangi mirtingumo galia amziuje =z + s, kur 0 < s < 1 yra lygi mirtingumo galiai amziuje
x, galime teigti, kad mirtingumo galia amziaus intervale [z, z + 1) yra pastovi.

Naudojant mirtingumo lentelése pateikta tikimybe, kad (x) mirs per artimiausius metus
(¢z), galime rasti tikimybe, kad (z) i8gyvens dar bent vienerius metus (p,) pagal Zinoma Siy
dviejy dydziy sasaja:

ple_qgca

¢ia dydis ¢, yra pateikiamas ankséiau minétoje Zmoniy mirtingumo duomeny bazéje (,,Hu-
man Mortality Database”). Taigi, taikant Sias aproksimacijas, nesunkiai galime iSreiksti

mirtingumo galig u,, kuria naudosime jvertinant nezinomus modeliy parametrus:
Mo = — 111(1 - Qm)'

Teorinéje dalyje iSvesty mirtingumo modeliy parametry radimo bei paklaidy skaic¢iavimo
R koda galima rasti Priede A, o visy trijy Saliy naudotus mirtingumo lenteliy duomenis -

prie Priede B.

25



4.0.2 Modeliy praktinis taikymas bei lyginimas

Teorinéje dalyje iSvesty modeliy tinkamuma matuosime naudodamiesi Saknies i§ vidutineés
kvadratinés paklaidos (MSE, angl. Mean Squared Error) koeficientu, kuris musy tiriamu

atveju atrodys taip:

110
1
) prm— = —_— A- —_— . 2
paklaida = VMSE 11 ;:0 (1 — pi)?. (50)

Cia amziaus imtis [0;110] ir /i; — Beard, Kannisto bei Siler modeliy prognozuojama mir-
tingumo galia ¢ — tajame kohortos amziuje, o p; — reali mirtingumo galia ¢ — tajame amziuje
(i8 mirtingumo lentelés). Kuo mazesné paklaida - tuo modelis tinkamesnis tiriamai populia-

cijai (musy atveju Saliai).

Visy pirma, apskai¢iuokime ir nubrézkime musy tirty - Beard, Kannisto bei Siler - mir-

tingumo galiy analizines iSraiskas be atsitiktinio efekto, t.y. kai [5| lygybeje Z = 1.

Kannisto, Beard, Siler be atsitiktinio efekto palyginimas su Sveicarijos mirtingumo lenteles duomeninis

--------- mx

E— Kannisto
Beard

E— Siler

08
1

06
I

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105 110

1 pav.: Kannisto, Beard, Siler be atsitiktinio efekto palyginimas su mirtingumo lentelés
duomenimis. Sveicarija.
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Kannisto, Beard, Siler be atsitiktinio efekto palyginimas su Lietuvos mirtingumo lenteles duomeninis

fffffffff mx
© | e Kannisto
o Beard
E— Siler
@ |
o
=
£ = |
o
o~
=}
e |
O teeeeseeeeeee et

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105 110

2 pav.: Kannisto, Beard, Siler be atsitiktinio efekto palyginimas su mirtingumo lentelés
duomenimis. Lietuva.

Kannisto, Beard, Siler be efekto palyg su Ukrainos m lenteles duomeninis
@
o | Tttt mx
e Kannisto
Beard
E— Siler
@
o
= = |
£ ©
™
g
o | .
= e A S

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105 110

3 pav.: Kannisto, Beard, Siler be atsitiktinio efekto palyginimas su mirtingumo lentelés
duomenimis. Ukraina.

Siy analiziniy funkcijy parametrai pateikiami 1| lenteléje, o paklaidos, apskai¢iuotos pagal

formule, pateikiamos [2] lenteléje:
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Salis Modelis H «@ I} c d f Ak

Kannisto || 5.922790e-08 0.1631636 - -
Sveicarija Beard 2.665544e-07  0.1469123 - 2.342844e-07 -
Siler 1.006220e-04 0.00348912 5.289037e-09 7.198936e-05 0.08538915 - -
Kannisto || 2.313084e-07  0.1523782 - -
Lietuva Beard 1.484934e-06  0.1318754 - 1.255086¢-06 - - -
Siler 5.038595e-08  13.69802  6.440859e-08 2.045577e-04 0.07633244 - -
Kannisto || 4.509947e-06 0.1220523 - - - - -
Ukraina Beard 1.473640e-05  0.1085180 - 1.246432¢-05 - - -
Siler 1.080167e-06  0.9587644  2.508555e-09 4.778641e-04 0.06777693

1 lentelé: Analiziniy mirtingumo galiy be atsitiktinés mirtingumo galios parametrai tiriamy
saliy duomenims.

’ Modelis H Sveicarija Lietuva Ukraina

Kannisto || 0.0155443 | 0.01728677 | 0.01441622
Beard 0.01556208 | 0.01606858 | 0.01367742
Siler 0.02908126 | 0.03118762 | 0.02593324

2 lentelé: Modeliy prognoziy tikslumo paklaidos. Paryskintos maziausios paklaidos kiekvie-
nai Saliai pagal modelj.

Vidutinés kvadratinés modeliy paklaidos

0.035
003
0.025
0.0z
0.015
0.01
0.005

Kannisto Beard Siler

Evei:arija Lietuwa Ukraina

4 pav.: Pasirinkty modeliy be atsitiktinio efekto tikslumo stulpeliné diagrama visoms tirtoms
Salims

Kaip galima pamatyti tiek i§ grafiky, tiek iS auksciau pateiktos paklaidy lentelés bei
grafiko, visi pasirinkti modeliai gana neblogai padengia empirinius éveicarijos, Lietuvos bei
Ukrainos Saliy mirtingumo lenteliy duomenis. Pras¢iausiai empirinius duomenis atvaizduoja
Siler mirtingumo galia, kuri visose Salyje nuo mazdaug 60 iki 90 mety pervertina populiacijos

mirtinguma, o amziaus intervale nuo ~ 100 mety kaip tik nepakankamai jvertina mirtingumo
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vyresniuose amziuose augima. Tuo tarpu maziausia paklaida susidaro realizuojant Kannisto

bei Beard analizines mirtingumo galias be atsitiktinio efekto.

Toliau siame darbe tokiu pat principu kaip ir modeliams be atsitiktinio efekto, taip ir su,
rasime analizines kiekvienos funkcijos iSraiskas, jy parametrus, isbrésime grafikus kiekvienai
Saliai atskirai, bei palyginsime, kuris modelis atvaizduoja mirtingumo lentelés duomenis

tiksliausiai pasinaudojus vidutine kvadratine paklaida.

Mirtingumo modeliai su atsitiktiniu efektu Sveicarijos duomenims

--- omx "
— Kannisto-Poisson
— Kannisto-Gamma
—— Beard-Poisson
Beard-Gamma
Siler-Poisson
Siller-Gamma

08
I
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00
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105 110

5 pav.: Kannisto, Beard, Siler mirtingumo modeliy su atsitiktiniu efektu palyginimas su
mirtingumo lentelés duomenimis. Sveicarija.
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Mirtingumo modeliai su atsitiktiniu efektu Lietuvos duomenims

_________ mx 2
@ | Kann!sm-Pmssnn
o — Kannisto-Gamma
e Beard-Poisson
Beard-Gamma
Siler-Poisson
Siller-Gamma
o |
=}
=
E = |
o
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(=T e aman s
o

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105 110

6 pav.: Kannisto, Beard, Siler mirtingumo modeliy su atsitiktiniu efektu palyginimas su
mirtingumo lentelés duomenimis. Lietuva.

Mirtingumo modeliai su atsitiktiniu efektu Ukrainos duomenims

@
o | e mx
E— Kannisto-Poisson
— Kannisto-Gamma
— Beard-Poisson
Beard-Gamma
© Siler-Poisson
o 7 Siller-Gamma
= =
E o
™
o
o | .
b T

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105 110

7 pav.: Kannisto, Beard, Siler mirtingumo modeliy su atsitiktiniu efektu palyginimas su
mirtingumo lentelés duomenimis. Ukraina.

éig analiziniy funkcijy parametrai pateikiami |3|lenteléje, o paklaidos, apskaic¢iuotos pagal

formule, pateikiamos [ lenteléje:
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Salis Modelis H a 153 G d f A k
Kannisto-Poisson || 7.903190e-08  0.1273798 - - - 18.88420 -
Kannisto-Gamma || 5.904403e-07  0.1158751 - - - 0.4626617 3.113756

S Beard-Poisson 3.637590e-06  0.07030941 - 1.262824e-07 - 97.74864 -
Svelcarija | g rd-Gamma | 4.105860e-06  0.1398855 - 8.483367e-10 - 61.78741  8.330361
Siler-Poisson 3.611047e-01  6.413563  3.739184e-04 6.776616e-08 0.1307959  18.73968 -
Siler-Gamma 6.854784e-03  0.1739655  4.349336e-05 3.870882e-06  0.1469658  97.42247  7.736830
Kannisto-Poisson || 3.003087e-07  0.1146256 - - - 21.58975 -
Kannisto-Gamma || 1.462709¢-06  0.1038989 - - - 0.2253297 2.419851
Lictuva Beard-Poisson 3.637590e-06 0.07030941 - 1.262824e-07 - 97.74864 -
Beard-Gamma 1.152778e-05  0.1206452 - 1.366462e-09 - 29.37546  10.69899
Siler-Poisson 6.244372e-04  4.005294  7.820908e-05 3.585985e-07  0.1144094  20.50379 -
Siler-Gamma 2.882144e-02  0.464976  6.279777e-05 6.372679¢-06 0.1321826  34.46682  8.927892
Kannisto-Poisson || 1.899274e-06 0.09467437 - - - 24.77680 -
Kannisto-Gamma || 8.676173e-06 0.08883866 - - - 0.3942224  3.213940
Ukraina Beard-Poisson 3.637590e-06  0.07030941 - 1.262824e-07 - 97.74864 -
Beard-Gamma 2.014016e-05  0.1153179 - 8.504575¢e-10 - 21.83180  9.123173
Siller-Poisson 3.080208e-05  15.81606  1.089373e-04 1.530784e-06 0.09901767 22.16131 -
Siler-Gamma 4.058282e-02  0.7612819  9.090697e-05 1.503071e-05 0.1103852  11.35700 10.49786

3 lentelé: Analiziniy mirtingumo galiy be atsitiktinés mirtingumo galios parametrai tiriamuy
Saliy duomenims.

Modelis H Sveicarija Lietuva Ukraina
Kannisto-Poisson || 0.015792915 0.015820950 | 0.013445998
Kannisto-Gamma || 0.016163667 | 0.016033265 0.013682863

Beard-Poisson 0.034678354 | 0.043807365 0.031345398

Beard-Gamma 0.011488259 | 0.018026103 | 0.012916609
Siler-Poisson 0.07835095 0.04994421 0.081643238
Siler-Gamma 0.001616745 | 0.005034256 | 0.004051926

4 lentelée: Modeliy prognoziy tikslumo paklaidos. Paryskintos maziausios paklaidos kiekvie-
nai Saliai pagal modelj.
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Vidutines kvadratinés modeliy paklaidos

sl

Kannisto-Poksson

Kannisto-Gamma

Beard-Foisson

Sveicarija

Beard-Gamma

Lietuva M Ukraina

Siler-Poisson

Siler-Gamma

8 pav.: I8vesty modeliy tikslumo paklaidy stulpeliné diagrama visoms tirtoms Salims.
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Akivaizdu, kad i$ pateikty grafiky bei paklaidy galime pastebéti keleta bendry tendencijy,
tokiy kaip:

1. Pradéjus praktiskai taikyti teorinéje dalyje iSvestus devynis modelius paaiskeéjo, kad
mirtingumo modeliai, kuriuose atsitiktinis efektas buvo iSreikStas per Diskretyjj -
Tolydyjj a.d. turi ne tik labai nepraktiskas ir sunkiai praktikoje taikomas iSraiskas,
tac¢iau ir Kannisto, Beard bei Siler mirtingumo modeliai su $iuo atsitiktiniu dydziu
praranda standartine mirtingumo galios kreivés forma. Dél Sios priezasties praktinéje
dalyje sie modeliai nebuvo aptariami. Zinant Sia informacija galime formuluoti viena
pirmyjy Sio tyrimo iSvady, kad ne visi atsitiktiniai dydziai tinka iSreiksti atsitiktinj

efekta.

2. Kaip galima matyti is pateikty tyrimo rezultaty, kiti du pasirinkti atsitiktiniai dydziai
- Poisson bei Gamma - yra tinkami iSreiksti atsitiktinj efekta ir kartu su Kannisto,
Beard bei Siler mirtingumo galiy funkcijomis gana tiksliai padengia pasirinkty Saliy

mirtingumo lenteliy duomenis, ypa¢ amziaus intervale nuo gimimo iki 50 mety.

3. Tiriant gautus vidutiniy kvadratiniy paklaidy rezultatus galima pastebéti, kad nors ir
visy Sesiy tirty mirtingumo modeliy analizinés iSraiskos gerai padengia pasirinkty saliy
mirtingumo duomenis, ta¢iau modeliai, kuriuose atsitiktinis efektas isreiskiamas per
Gamma skirstinj, yra tikslesni, t.y. paklaidos nuo empiriniy duomeny yra mazesnés,

nei modeliy su Poisson a.d.

4. Prasciausiai visose pasirinktose Salyse mirtingumo lentelés duomenis padengia Siler -
Poisson mirtingumo galia: vyresniuose amziuose (nuo ~ 90 - 95 mety) §is modelis gana
smarkiai pervertina populiacijos mirtinguma. Taip pat gana netiksliai prognozuoja ir
Beard - Poisson mirtingumo modelis, kuris visose Salyse amziaus intervale (nuo ~ 60
- 90 mety) pervertina populiacijos mirtinguma, o pac¢iuose vyriausiuose amziuose (virs

~ 100 mety) nepakankamai atspindi staigy mirtingumo galios kreivés augima.

5. Geriausiai musy pasirinkty Saliy mirtingumo lentelés duomenis atvaizduoja Siler -
Gamma mirtingumo modelis. Sio modelio paklaida kiekvienoje Salyje nuo penkiy iki

deSimties karty mazesné nei kity modeliy.
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6. Daryti bendros isvados, kad mirtingumo modeliai su atsiktiniu efektu tiksliau nusako
pasirinkty populiacijy mirtingumo kreives nei be atsitiktinio efekto negalime, taciau
i§ musy tirto atvejo akivaizdu, kad Kannisto - Gamma bei Beard - Gamma modeliai
niekuo nenusileidzia Kannisto ir Beard modeliams, kai Z = 1, o Gamma atsitiktinis

efektas smarkiai patikslino Siler mirtingumo modelj.

7. Nors ir buvo pasirinktos skirtingos ekonominio iSsivystymo Salys, tyrimo pradzioje
daryta prielaida, kad skirtinga mirtingumo kreive turin¢ioms Salims gali labiau tikti

kuris nors specifinis modelis, turime atmesti.
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5 ISvados ir rekomendacijos

Pastaraisiais metais publikuojama vis daugiau specialisty darby apie tai, kaip klasikiniai
analiziniai mirtingumo modeliai neatsizvelgia j populiacijos individy heterogeniskuma ir apie
Sios problemos svarba skai¢iuojant finansiniy institucijy ateities jsipareigojimy, susijusiy su
ju klienty ilgaamziskumu, jautruma. Deél Sios priezasties Siame darbe buvo pasirinkti trys
klasikiniai skirtingi mirtingumo modeliai (Kannisto, Beard ir Siler) ir jiems pritaikytas atsi-
tiktinis efektas, iSreikstas kaip Poisson, Gamma bei Discrete/Uniform atsitiktiniai dydziai.

Teorinéje dalyje isvedus devynis (Kannisto - Poisson, Kannisto - Gamma, Kannisto -
Discrete/Uniform, Beard - Poisson, Beard - Gamma, Beard - Discrete/Uniform, Siler - Pois-
son, Siler - Beard bei Siler - Discrete/Uniform) naujus populiacijos mirtingumo modelius su
atsitiktiniu efektu, Sie modeliai buvo pritaikyti pasirinkty Saliy mirtingumo lenteliy duome-
nims. Gauti praktiniai rezultatai parodé, kad priesingai nei Poisson ir Gamma, Diskretu-
sis/Tolydusis atsitiktinis dydis néra tinkamas atsitiktiniam efektui isreiksti. Taip pat buvo
pastebeéta, kad vieni analiziniai modeliai padengia empirinius pasirinkty Saliy mirtingumo
lenteliy duomenis geriau nei kiti - tarp tokiy galima isskirti Siler - Gamma modelj, kurio
vidutiné kvadratiné paklaida Zymiai mazesné nei kity modeliy su atsitiktiniu efektu, bei
standartinio Siler mirtingumo modelio be atsitiktinio efekto.

Tolimesni darbai bei analizés panaSia tematika galéty nagrinéti kity klasikiniy modeliy
tinkamuma su musy pasirinktais skirstiniais arba bandyti pritaikyti ir kitus atsitiktinius dy-
dzius atsitiktiniam efektui isreiksti. Kadangi dauguma musy tirty modeliy vienodai gerai
atvaizdavo populiacija iki 50 mety, buty galima analizuoti tik konkrety vyresniojo amziaus
atvejj. Taip pat buty galimybé modeliuoti anuitety bendroveés prisiimty jsipareigojimuy

rezervy pokycius, keic¢iant taikoma iSvesta mirtingumo funkcija.
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Priedai A

Mirtingumo modeliy parametry radimo R kodas

Zemiau pateiksime R kodo dalj, kurio pagalba jvertiname iSvesty analiziniy mirtingumo galiy su
atsitiktiniu efektu parametrus kiekvienam modeliui atskirai, skai¢iuojame vidutines kvadratines pa-
klaidas bei nubréziame visus modelius. Sis kodas skai¢iuos Sveicarijos populiacijos atveji, Lietuvos
ir Ukrainos mirtingumo modeliy parametrai randami analogiskai pakeitus pora kintamuyjy, todél
juy nekartosime. Taip pat parametry radimui naudojama MortalityLaws funkcijos dokumentacija

galime rasti [5].

Uzkrauname reikalingas bibliotekas;

install.packages("MortalityLaws")
install.packages("readx1l")
library(MortalityLaws)

library("readx1")
Nusiskaitome duomenis i§ mortality.org duombazés;

data<- read.table(file.choose() ,header=T,sep=";")
x<-datal, 1]

mx_ch<-datal[,2] #Sveicarija

data2<- read.table(file.choose() ,header=T,sep=";")
x2<-data2[,1]

mx_chi<-data2[, 2]
Nubréziame empirinius mirtingumo lentelés duomenis éveicarijos populiacijai

plot(mx_ch,ylab="m(x)", pch=20, cex=1, type="b", col="black", x=x,
main="Mirtingumo modeliai su atsitiktiniu efektu Sveicarijos duomenims",
cex.main=0.75)

ticks <- seq(from=0, to=110, by=5)

axis(1, las=1, at=ticks, labels=ticks)
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Kiekvienam is teorinéje darbo dalyje iSvesty modeliy skai¢iuojame parametrus, geriausiai pa-
dengian¢ius mirtingumo lenteliy duomenis, nubréziame gautas analizines funkcijas bei skai¢iuojame

susidariusias modelio paklaidas;

#Kannisto-Puasono:

my_kannisto_puas<- function(x, par = c(a=0.000000005,b = 0.105, 1=0.00001)){
hx <- with(as.list(par), (1*a*exp(b*x)*((a+1)~(1/b)))/((a*xexp(b*x)+1)~((1+b)/b)))
return(as.list(environment()))}

my_model<- MortalityLaw(x = x, mx=mx_ch, custom.law=my_kannisto_puas,
opt.method="LF4")

a2<-coef (my_model) [1]

b2<-coef (my_model) [2]

12<-coef (my_model) [3]

rezultatai KP<-c(a2, b2,12)
mx_ch_KP=(12*a2*exp (b2*x)*((a2+1) " (1/b2)))/ ((a2*exp (b2*x)+1) ~ ((1+b2) /b2))
lines(mx_ch_KP, col="blue", lwd=2, lty=1, x=x)

KP =(mx_ch-mx_ch_KP) "2

paklaida_KP =sqrt(sum(KP)/(length(x)-1))

#Kannisto-Gamma

my_kannisto_gam<- function(x, par = c(a=0.000004,b = 0.1007, 1=0.10, k=3)){
hx <- with(as.list(par), (axk*xb*exp(b*x))/((a*exp(b*x))*log((axexp(b*x)+1)/
(a+1))+b*1))

return(as.list(environment()))}

my_model2<- MortalityLaw(x = x, mx=mx_ch, custom.law=my_kannisto_gam,
opt.method="LF4")

a2<-coef (my_model2) [1]

b2<-coef (my_model2) [2]

12<-coef (my_model?2) [3]

k2<-coef (my_model?2) [4]

rezultatai_KG<-c(a2, b2, 12, k2)
mx_ch_KG=(a2*k2*b2*exp (b2*x) )/ ((a2*exp (b2*x) ) *Llog((a2*exp (b2*x)+1)/(a2+1) ) +b2*12)

lines(mx_ch_KG, pch=10, col="red", 1lwd=2, 1lty=1, x=x)
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KG =(mx_ch-mx_ch_KG)~2

paklaida_KG =sqrt (sum(KG)/(length(x)-1))

#Beard-Puasono:

my_beard_puas<- function(x, par = c(a=0.000003, b = 0.51033, d=0.00000002229,
1=90)){

hx <- with(as.list(par), (1*axexp(b*x)*((d+1)~(a/b*d)))/((d*exp(b*x)+1)"
((a+b*d) /b*d)))

return(as.list(environment()))}

my_model3<- MortalityLaw(x = x, mx=mx_ch, custom.law=my_beard_puas,
opt.method="LF4")

a2<-coef (my_model3) [1]

b2<-coef (my_model3) [2]

d2<-coef (my_model3) [3]

12<-coef (my_model3) [4]

rezultatai BP<-c(a2, b2, d2, 12)

mx_ch_BP=(12*a2*exp (b2*x) *((d2+1) ~(a2/b2%d2))) / ((d2*exp (b2*x) +1) ~ ((a2+b2*d2) /b2*d2) )
lines(mx_ch_BP, pch=10, col="brown", lwd=2, lty=1, x=x)

BP =(mx_ch-mx_ch_BP) "2

paklaida_BP =sqrt(sum(BP)/(length(x)-1))

#Beard-Gamma:

my_beard_gam<- function(x, par = c(a=0.0009, b = 0.115, d=0.000000001,

1=0.0002, k=300)){

hx <- with(as.list(par), (a*b*dxk*exp(b*x))/(axlog((d*exp(b*x)+1)/(d+1))+1%b*d))
return(as.list(environment()))}

my_model4<- MortalityLaw(x = x, mx=mx_ch, custom.law=my_beard_gam,
opt.method="LF4")

a2<-coef (my_model4) [1]

b2<-coef (my_model4d) [2]

d2<-coef (my_model4d) [3]

12<-coef (my_model4) [4]
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k2<-coef (my_model4) [5]

rezultatai_BG<-c(a2, b2, d2, 12,k2)

mx_ch_BG= (a2xb2*d2xk2*exp (b2+*x))/(a2*log((d2*exp (b2*x)+1)/(d2+1))+12%b2*d2)
lines(mx_ch_BG, pch=10, col="green", lwd=2, lty=1, x=x)

BG =(mx_ch-mx_ch_BG)~2

paklaida_BG =sqrt(sum(BG)/(length(x)-1))

#Siler_Poisson

my_siler_pois<- function(x2, par = c( a=0.00003305, b=0.15, ¢=0.00001, d=0.00011,
£=0.1, 1=10)){

hx <- with(as.list(par), 1*(a*xexp((-1)*b*x2)+d*exp(£f*x2)+c)*

exp (((a*x(exp(-b*x2)-1)) /(b)) -(d*(exp(f*x2)-1)/(£f))-c*x2))
return(as.list(environment()))}

my_model5<- MortalityLaw(x = x2, mx=mx_chl, custom.law=my_siler_pois,
opt.method="LF4")

a2<-coef (my_model5) [1]

b2<-coef (my_model5) [2]

c2<-coef (my_model5) [3]

d2<-coef (my_modelb) [4]

f2<-coef (my_model5) [5]

12<-coef (my_model5) [6]

rezultatai SP<-c(a2, b2, c2, d2, f2, 12)

mx_ch_SP<- (12*(a2*exp(-b2*x2)+d2*exp (£2*x2)+c2) ) *

exp ((a2*exp(-b2*x2)-1)/(b2) - d2*exp(£f2*x2 -1)/(£2) -c2*x2)
lines(mx_ch_SP, pch=10, col="violet", lwd=2, lty=1, x=x2)

SP =(mx_chl-mx_ch_SP)~2

paklaida_SP =sqrt(sum(SP)/(length(x2)-1))

#Siler—Gamma
my_siler_gam<- function(x2, par = c( a=0.03305,b=0.15, ¢=0.0001, d=0.000011,
£f=0.1, 1=100, k=0.1)){

hx <- with(as.list(par), (k*b*f*(axexp(-bxx2)+d*exp(f*x2)+c))/
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(—axf* (exp(-b*x2)-1) +d*b* (exp (£f*x2) -1) +b*f* (c*x2+1)))
return(as.list(environment()))}

my_model6<- MortalityLaw(x = x2, mx=mx_chl, custom.law=my_siler_gam,
opt.method="LF4")

a2<-coef (my_model6) [1]

b2<-coef (my_model6) [2]

c2<-coef (my_model6) [3]

d2<-coef (my_model6) [4]

f2<-coef (my_model6) [5]

12<-coef (my_model6) [6]

k2<-coef (my_model6) [7]

rezultatai_S8G<-c(a2, b2, c2, 42, f2, 12, k2)
mx_ch_SG<-(k2*b2*f 2% (a2*exp (-b2*x2) +d2*exp (£2*x2) +c2)) /
(—a2*xf2* (exp (-b2*x2) -1) +d2*b2* (exp (£2*x2) -1) +b2*£2x (c2*xx2+12) )
lines(mx_ch_SG, pch=10, col="yellow", lwd=2, lty=1, x=x2)

SG =(mx_chl-mx_ch_SG)~2

paklaida_SG =sqrt(sum(SG)/(length(x2)-1))

legend("topleft",, legend=c("mx", "Kannisto-Poisson", "Kannisto-Gamma",
"Beard-Poisson", "Beard-Gamma", "Siler-Poisson" , "Siller-Gamma"),
col=c("black", "blue", "red", "brown", "green", "violet", "yellow"),

lty=c(2,1,1,1,1,1,1), cex=0.8)
Pasidarome visy paklaidy bei analiziniy funkcijy koeficienty vektorius;

paklaidos<-c(paklaida_KP, paklaida_KG, paklaida_BP,

paklaida_BG, paklaida_SP,paklaida_SG)

paklaidos

koef<-c(rezultatai_KP, rezultatai_KG, rezultatai_BP, rezultatai_BG,
rezultatai_SP, rezultatai_SG)

koef
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Priedai B

Sveicarijos mirtingumo lentelé

Metai H T ‘ Iy Qz s H T ‘ e Qz s H T ‘ I Qx Lo
2016 0 | 100000 0.00356 0.0035664 || 37 | 98856 0.00049 0.0004901 || 74 | 82849 0.01768 0.0178382
2016 1 | 99644 0.00009 0.0000900 || 38 | 98807 0.00056 0.0005602 || 75 | 81385 0.01999 0.0201925
2016 2 | 99635 0.00012 0.0001200 || 39 | 98752 0.00052 0.0005201 || 76 | 79758 0.0227 0.0229616
2016 3 | 99623 0.00006 0.0000600 || 40 | 98700 0.0007  0.0007002 || 77 | 77948 0.02431 0.0246104
2016 4 | 99617 0.00009 0.0000900 || 41 | 98631 0.00076 0.0007603 || 78 | 76053 0.02683 0.0271965
2016 5 | 99608 0.00004 0.0000400 || 42 | 98557 0.00087 0.0008704 || 79 | 74012 0.03122 0.0317177
2016 6 | 99604 0.00006 0.0000600 || 43 | 98470 0.00078 0.0007803 || 80 | 71701 0.03794 0.0386785
2016 7 | 99598  0.00004 0.0000400 || 44 | 98394 0.00097 0.0009705 || 81 | 68981 0.04076 0.0416140
2016 8 | 99595 0.00006 0.0000600 || 45 | 98298 0.00104 0.0010405 || 82 | 66170 0.04808 0.0492743
2016 9 | 99589 0.00006 0.0000600 || 46 | 98196 0.00106 0.0010606 || 83 | 62988 0.0543 0.0558299
2016 10 | 99583  0.00006 0.0000600 || 47 | 98093 0.00152 0.0015212 || 84 | 59568 0.06332 0.0654136
2016 11 | 99577  0.00006 0.0000600 || 48 | 97944 0.0013  0.0013008 || 85 | 55796 0.07144 0.0741203
2016 12 | 99570  0.00008 0.0000800 || 49 | 97817 0.00152 0.0015212 || 86 | 51810 0.08194 0.0854925
2016 13 | 99563 0.00007 0.0000700 [ 50 | 97668 0.00192 0.0019218 || 87 | 47565 0.09505 0.0998756
2016 14 | 99555  0.00017 0.0001700 || 51 | 97480 0.00179 0.0017916 || 88 | 43044 0.10478 0.1106858
2016 15 | 99538 0.00013 0.0001300 || 52 | 97305 0.00211 0.0021122 || 89 | 38534 0.12442 0.1328688
2016 16 | 99525  0.00008 0.0000800 (| 53 | 97100 0.00262 0.0026234 || 90 | 33740 0.13905 0.1497188
2016 17 | 99517 0.00018 0.0001800 || 54 | 96846 0.00275 0.0027538 || 91 | 29048 0.15368 0.1668577
2016 18 | 99499  0.00023 0.0002300 || 55 | 96580  0.003  0.0030045 || 92 | 24584 0.17599 0.1935726
2016 19 | 99476  0.00023 0.0002300 || 56 | 96290  0.0033  0.0033055 || 93 | 20257 0.1924 0.2136884
2016 20 | 99454  0.00023 0.0002300 || 57 | 95973 0.00386 0.0038675 || 94 | 16360 0.21573 0.2430019
2016 21 | 99430 0.00025 0.0002500 || 58 | 95602 0.00363 0.0036366 || 95 | 12831 0.23638 0.2696850
2016 22 | 99405 0.00032 0.0003201 || 59 | 95256 0.00441 0.0044198 || 96 | 9798 0.26022 0.3014024
2016 23 | 99374 0.00023 0.0002300 || 60 | 94836 0.0048 0.0048116 || 97 | 7248 0.28495 0.3354028
2016 24 | 99350 0.00046 0.0004601 || 61 | 94380 0.00529 0.0053040 || 98 | 5183 0.31031 0.3715131
2016 25 | 99305 0.00037 0.0003701 || 62 | 93881 0.00608 0.0060986 || 99 | 3574 0.33603 0.4095183
2016 26 | 99269 0.00031 0.0003100 || 63 | 93311 0.00615 0.0061690 || 100 | 2373 0.36179 0.4490879
2016 27 | 99237 0.00033 0.0003301 || 64 | 92737 0.00753 0.0075585 || 101 | 1515 0.38728 0.4898472
2016 28 | 99204 0.00039 0.0003901 || 65 | 92038 0.00822 0.0082540 || 102 | 928 0.41221 0.5313855
2016 29 | 99165 0.00031 0.0003100 || 66 | 91282 0.00883 0.0088692 || 103 | 546  0.43629 0.5732153
2016 30 | 99134 0.00027 0.0002700 || 67 | 90475 0.00981 0.0098584 || 104 | 308 0.4593  0.6148907
2016 31 | 99107 0.00046 0.0004601 || 68 | 89588 0.00976 0.0098079 || 105 | 166  0.48104 0.6559285
2016 32 | 99062 0.00033 0.0003301 || 69 | 88714 0.01092 0.0109801 || 106 86 0.50136  0.6958709
2016 33 | 99029 0.00036 0.0003601 || 70 | 87745 0.01174 0.0118095 || 107 43 0.52017 0.7343234
2016 34 | 98993 0.00045 0.0004501 || 71 | 86715 0.01386 0.0139569 || 108 21 0.53742  0.7709358
2016 35 | 98949 0.00048 0.0004801 || 72 | 85513 0.01539 0.0155097 || 109 10 0.55311 0.8054428
2016 36 | 98901 0.00046 0.0004601 || 73 | 84197 0.01601 0.0161395 || 110 4 1 0.8414944

5 lentelé: 2016 metais sudaryta Sveicarijos vyry ir motery bendra mirtingumo lentelé i3 [11].
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Lietuvos mirtingumo lentelé

Metai H €T ‘ le 9z Mz H T ‘ le qx Ha H x ‘ ly qx Hax
2017 0 | 100000 0.00287 0.002874126 || 37 | 97177 0.00219 0.002192402 74 | 63049 0.0347 0.035316345
2017 1 99713  0.00019 0.000190018 || 38 | 96964 0.00272 0.002723706 75 | 60861 0.03778 0.038512164
2017 2 99694 0.0001  0.000100005 | 39 | 96700 0.00263 0.002633465 76 | 58561 0.04073 0.0415827
2017 3 | 99684 0.00031 0.000310048 || 40 | 96446 0.00284  0.00284404 77 | 56176 0.04188 0.042782248
2017 4 | 99654 0.00014 0.00014001 || 41 | 96171 0.00359 0.00359646 78 | 53824 0.04753 0.048696669
2017 5 | 99640 0.00024 0.000240029 || 42 | 95826 0.00356 0.003566352 || 79 | 51266 0.05258 0.054012778
2017 6 99616 0.0001  0.000100005 | 43 | 95485 0.00376 0.003767087 80 | 48570 0.05943 0.061269205
2017 7 99606 0.0002 0.00020002 44 | 95126  0.00412 0.004128511 81 | 45684 0.06666 0.068985729
2017 8 99585  0.00017 0.000170014 || 45 | 94734 0.00476 0.004771365 82 | 42639 0.0721 0.074831311
2017 9 99568  0.00011 0.000110006 || 46 | 94283 0.00503 0.005042693 83 | 39564 0.08277 0.08639702
2017 10 | 99557  0.00008 8.00032E-05 || 47 | 93809 0.00462 0.004630705 || 84 | 36289 0.09533 0.100185043
2017 11 | 99549 0.00024 0.000240029 || 48 | 93375 0.00521 0.005223619 || 85 | 32830 0.1084 0.114737677
2017 12 | 99526 0.00016 0.000160013 || 49 | 92888 0.00503 0.005042693 || 86 | 29271 0.12498 0.133508536
2017 13 | 99510 0.00008 8.00032E-05 || 50 | 92421 0.00656 0.006581611 87 | 25613 0.13095 0.140354618
2017 14 | 99503 0.00027 0.000270036 || 51 | 91815 0.00586 0.005877237 88 | 22259 0.14602 0.157847505
2017 15 | 99475 0.00015 0.000150011 || 52 | 91277 0.00683 0.006853431 89 | 19009 0.16296 0.17788342
2017 16 | 99460 0.00036 0.000360065 || 53 | 90654 0.00716 0.007185756 90 | 15911 0.17462 0.191911393
2017 17 | 99425 0.00033 0.000330054 || 54 | 90004 0.00765 0.007679411 || 91 | 13133 0.19629 0.218516771
2017 18 |1 99392  0.0006  0.00060018 || 55 | 89316 0.00845 0.008485904 || 92 | 10555 0.20498 0.229388007
2017 19 | 99333 0.00069 0.000690238 || 56 | 88561 0.00937 0.009414175 || 93 | 8391 0.23042 0.261910367
2017 20 | 99264  0.0004  0.00040008 || 57 | 87732 0.00994 0.009989732 || 94 | 6458 0.26201 0.303825005
2017 21 | 99224 0.0006 0.00060018 58 | 86860 0.0099  0.009949331 95 4766 0.2849  0.335332886
2017 22 | 99164 0.00071 0.000710252 || 59 | 86000 0.01136 0.011425018 96 3408 0.30839 0.368733066
2017 23 | 99094 0.00057 0.000570163 || 60 | 85023 0.01252 0.012599036 97 2357 0.33225 0.403841427
2017 24 | 99038 0.00087 0.000870379 || 61 | 83958 0.01344 0.013531134 98 1574 0.35624 0.440429293
2017 25 | 98952  0.00071 0.000710252 || 62 | 82830 0.01516 0.015276088 || 99 1013 0.38009 0.478180973
2017 26 | 98881 0.00099 0.00099049 || 63 | 81575 0.01555 0.015672169 || 100 | 628  0.40356 0.516776629
2017 27 | 98783 0.00117 0.001170685 || 64 | 80306 0.01726  0.01741069 || 101 | 375 0.4264  0.55582299
2017 28 | 98668 0.00102 0.001020521 || 65 | 78920 0.01895 0.019131852 || 102 215 0.4484  0.594932133
2017 29 | 98568 0.00141 0.001410995 || 66 | 77424 0.01969 0.019886431 || 103 119 0.46939 0.633727991
2017 30 | 98429 0.00152 0.001521156 || 67 | 75899 0.02071  0.02092746 104 63 0.48921 0.671796732
2017 31 | 98280 0.00123 0.001230757 || 68 | 74328 0.02376 0.024046821 || 105 32 0.50776  0.708788877
2017 32 | 98159 0.00143 0.001431023 || 69 | 72561 0.02354 0.023821492 || 106 16 0.52497 0.744377319
2017 33 | 98018  0.00207 0.002072145 || 70 | 70853 0.02528 0.025605029 || 107 8 0.54081 0.778291211
2017 34 | 97816 0.00186 0.001861732 || 71 | 69062 0.02804 0.028440628 || 108 3 0.55529  0.810332895
2017 35| 97633 0.00214 0.002142293 || 72 | 67125 0.02972 0.030170589 || 109 2 0.56842 0.840302386
2017 36 | 97424 0.00254 0.002543231 || 73 | 65130 0.03196 0.03248187 110 1 1 0.871380274

6 lentelé: 2017 metais sudaryta Lietuvos vyry ir motery bendra mirtingumo lentelé i3 [TT].
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Ukrainos mirtingumo lentelé

Metai ‘ ‘ z ‘ le 4z Mz ‘ ‘ z ‘ ly Gz Hax ‘ ‘ x ‘ ly Gz Hax
2013 0 | 100000 0.00789 0.007921291 || 37 | 95263 0.00385 0.00385743 74 | 52968 0.0495 0.050767117
2013 1 99211  0.00058 0.000580168 || 38 | 94897 0.00406 0.004068264 75 | 50346 0.05341 0.054889226
2013 2 | 99153 0.00039 0.000390076 || 39 | 94512 0.00437 0.004379576 || 76 | 47657 0.06029 0.062183962
2013 3 | 99114 0.00024 0.000240029 || 40 | 94099 0.00446 0.004469975 || 77 | 44784 0.06435 0.066513804
2013 4 | 99090  0.0002  0.00020002 || 41 | 93679 0.00477 0.004781413 || 78 | 41902 0.07396 0.076837849
2013 5 | 99070 0.00021 0.000210022 || 42 | 93232 0.00478 0.004791461 || 79 | 38802 0.07291 0.075704631
2013 6 99049 0.00017 0.000170014 || 43 | 92787 0.00532 0.005334202 80 | 35974 0.08093  0.08439299
2013 7 99032  0.00022 0.000220024 || 44 | 92293 0.00546 0.00547496 81 | 33062 0.0922 0.096731189
2013 8 99009 0.00016 0.000160013 || 45 | 91789 0.00603 0.006048254 82 | 30014 0.09992 0.105271631
2013 9 | 98994 0.00017 0.000170014 || 46 | 91236 0.00644 0.006460826 || 83 | 27015 0.10979 0.116297889
2013 10 | 98977 0.00021 0.000210022 || 47 | 90648 0.0066 0.006621876 || 84 | 24049 0.12162 0.129675977
2013 11 | 98956 0.00018 0.000180016 || 48 | 90050 0.00711 0.007135397 || 85 | 21124 0.13369 0.143512467
2013 12 | 98938 0.00023 0.000230026 || 49 | 89409 0.00758 0.007608874 86 | 18300 0.14657 0.158491755
2013 13 | 98916 0.00027 0.000270036 || 50 | 88732 0.00826 0.008294303 87 | 15618 0.15583 0.169401383
2013 14 | 98889  0.00032 0.000320051 || 51 | 87998 0.00883 0.008869215 88 | 13184 0.16911 0.185257864
2013 15 | 98858  0.00039 0.000390076 || 52 | 87221 0.0093  0.009343515 89 | 10954 0.19179 0.212933353
2013 16 | 98819  0.0005 0.000500125 || 53 | 86409 0.01007 0.010121045 || 90 | 8853 0.19855 0.221332692
2013 17 | 98770 0.00054 0.000540146 || 54 | 85539 0.01076 0.010818307 || 91 | 7096  0.22282 (0.252083295
2013 18 | 98717 0.00067 0.000670225 || 55 | 84618 0.0122 0.012275031 || 92 | 5514 0.24029 0.274818497
2013 19 | 98650 0.00078 0.000780304 || 56 | 83586 0.01229 0.012366147 93 4189  0.25302 0.291716868
2013 20 | 98574  0.00082 0.000820336 || 57 | 82559 0.01326 0.013348699 94 3129  0.27941 0.327684958
2013 21 | 98493 0.00091 0.000910414 | 58 | 81464 0.01444 0.014545271 95 2255 0.29322 0.347035835
2013 22 | 98403 0.00098 0.000980481 || 59 | 80288 0.01538 0.015499499 96 1594  0.31274 0.375042601
2013 23 | 98307 0.00102 0.001020521 || 60 | 79052 0.01726  0.01741069 97 | 1095 0.33245 0.404140985
2013 24 | 98206 0.00119 0.001190709 || 61 | 77688 0.01902 0.019203207 || 98 731 0.3522  0.434173272
2013 25| 98089  0.0014 0.001400981 || 62 | 76211 0.01983 0.020029253 || 99 474 0.37186 0.464992207
2013 26 | 97952 0.00144 0.001441038 || 63 | 74700 0.02113 0.021356434 || 100 298 0.39128 0.496396887
2013 27 | 97811 0.0016  0.001601281 || 64 | 73122 0.02437 0.024671863 || 101 181 0.41033 0.528192221
2013 28 | 97655 0.00172 0.001721481 || 65 | 71340 0.02223 0.02248081 102 107 0.42889 0.560173443
2013 29 | 97487 0.00197 0.001971943 || 66 | 69754 0.0278  0.028193734 || 103 61 0.44684 0.592107988
2013 30 | 97295 0.00219 0.002192402 || 67 | 67815 0.02571 0.026046278 || 104 34 0.46409 0.623789042
2013 31| 97082 0.00241 0.002412909 || 68 | 66071 0.02852 0.028934597 || 105 18 0.48056  0.655003971
2013 32 | 96848 0.00271 0.002713679 || 69 | 64187 0.03391 0.034498281 || 106 9 0.4962  0.685575915
2013 33 | 96586  0.00303 0.0030346 70 | 62010 0.03297 0.03352576 107 5 0.51095 0.715290545
2013 34 | 96293 0.00327 0.003275358 || 71 | 59966 0.03872 0.039489549 || 108 2 0.52479  0.743998467
2013 35 | 95978 0.00364 0.003646641 || 72 | 57644 0.03904 0.039822494 || 109 1 0.53772  0.771584511
2013 36 | 95629 0.00382 0.003827315 || 73 | 55393 0.04379 0.044777725 || 110 1 1 0.800193392

7 lentelé: 2013 metais sudaryta Ukrainos vyry ir motery bendra mirtingumo lentelé is [I1].

44



	Santrauka /Abstract
	Ivadas
	Mirtingumo modeliai
	Mirtingumo modeliu aprašymas
	Beard
	Kannisto
	Siler


	Mirtingumo modeliu su atsitiktiniu efektu analize
	Kannisto-Poisson
	Kannisto-Gamma
	Kannisto-Discrete/Uniform
	Beard-Poisson
	Beard-Gamma
	Beard-Discrete/Uniform
	Siler-Poisson
	Siler-Gamma
	Siler-Discrete/Uniform


	Mirtingumo modeliu su atsitiktiniu efektu taikymas
	Naudojami duomenys ir prielaidos
	Modeliu praktinis taikymas bei lyginimas


	Išvados ir rekomendacijos
	Literatura
	Priedai A
	Priedai B

