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Komonotoniski suderintieji ir iskilieji rizikos matai

Santrauka

Finansy rinkoje didesné graza yra siejama su didesne rizika, todél finansiniy portfeliy rizikos jver-
tinimas yra viena i$ pagrindiniy rizikos valdymo uzduociy. Paprastai rizika yra vertinama pelna
ar nuostolj nagrinéjant kaip atsitiktinj dydj, kuriam taikoma tam tikra funkcija.

Siame magistro baigiamajame darbe yra apragomi komonotoniski atsitiktiniai dydziai ir nagri-
néjami komonotoniski suderintieji bei iskilieji rizikos matai. Darbo pradzioje pateikiama teoriné
dalis apie suderintuosius ir iskiluosius bei komonotoniskus suderintuosius ir komonotoniskus is-
kiluosius rizikos matus. Nagrinéjamas rysys tarp komonotonisky suderintyjy bei komonotonisky
iskilyjy rizikos maty ir pasiuloma nauja rizikos maty klasé — indukuoti komonotoniski suderintieji
rizikos matai. Darbe yra suformuluojama ir jrodoma teorema, kuria remiantis komonotoniski su-
derintieji rizikos matai gali buti iSreiskiami per komonotoniskus iskiluosius rizikos matus. Taip pat

pateikiamas praktinio pritaikymo pavyzdys ir apzvelgiami gauti rezultatai.

Raktiniai Zodziai : KomonotoniSkumas, suderintasis rizikos matas, iSkilusis rizikos matas, komo-
notoniskas suderintasis rizikos matas, komonotoniskas iskilusis rizikos matas, indukuotas komono-

toniskas suderintasis rizikos matas.



Comonotonic coherent and convex risk measures

Abstract

In financial markets higher return is associated with higher risk, which is why quantifying the risk
of financial portfolios is one of the key tasks of risk management. Usually risk is measured by
modeling the uncertain payoff as a random variable to which a certain function is applied.

This thesis studies comonotonic random variables and comonotonic coherent and convex risk
measures. Some theory about coherent and convex risk measures, as well as comonotonic coherent
and comonotonic convex risk measures is provided. The relationship between comonotonic coherent
and comonotonic convex risk measures is studied and induced comonotonic coherent risk measures
are proposed. A representation theorem for this induced comonotonic coherent risk measure is

proved. An example of practical implementation is also provided.

Key words : Comonotonicity, coherent risk measure, convex risk measure, comonotonic coherent

risk measure, comonotonic convex risk measure, induced comonotonic coherent risk measure.
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1 Ivadas

Rizika — tai savoka, turinti keleta skirtingy reikSmiy, todél yra labai svarbu tiksliai apibreézti,
kas slypi po Siuo zodziu. Dazniausiai rizika yra apibudinama kaip neuztikrintumas dél
laukiamos grazos, atsirandantis dél priimty investavimo sprendimy [15].

Bazelio I1I-ame susitarime (ang. Basel III Accord) yra isskiriamos 4 pagrindinés rizikos

rusys [1]:

1. Kredito rizika — tai rizika, jog skolininkas, kitaip tariant sandorio Salis, nepajégs jvyk-
dyti jsipareigojimy (sumokéti palukanas ar grazinti pasiskolinta suma) pagal sutartas
salygas. Tai didziausia rizika su kuria susiduria dauguma banky ir kuri atsiranda dél

neuztikrintumo, jog obligacijos bus iSpirktos, o iSduotos paskolos bus grazintos.

2. Rinkos rizika — tai rizika patirti nuostoliy, kylanti dél kainy pokyc¢iy rinkoje, t.y. pa-

lukany normy, uzsienio valiutos kurso, zaliavy ar vertybiniy popieriy kainy pokyciai.

3. Operaciné rizika — tai nuostoliy rizika, atsirandanti dél netinkamy vidaus kontrolés
procesy, darbuotojy klaidy ar sistemy sutrikimo atveju. Lyginant su kredito, rinkos ar

likvidumo rizika, operaciné rizika yra sunkiausiai iSmatuojama.
4. Likvidumo rizika — tai jsipareigojimy nejvykdymo rizika, atsirandanti dél lesy trukumo.

Kadangi finansy rinkoje didesné graza yra siejama su didesne rizika, vienas i$ svarbiausiy
klausimy, kylanciy rinkos dalyviams — , kokia yra rinkos rizika?*“ Paprastai rizika yra verti-
nama pelng ar nuostolj nagrinéjant kaip atsitiktinj dydj, kuriam taikoma tam tikra funkcija.
Artzner, Delbaen, Eber ir Heath [2] buvo pirmieji, kurie rizikos vertinimui pasiulé naudoti su-
derintuosius rizikos matus ir apibrézé keturias aksiomas, kurias turi tenkinti rizikos matas:
monotoniskuma, invariantiSkuma poslinkiams, teigiamg homogeniskuma ir subadityvuma.
Remiantis teigiamo homogeniskumo aksioma yra daroma prielaida, jog finansinés pozicijos
rizika yra tiesiskai priklausoma nuo pozicijos dydzio, t.y. jei portfelis yra padidinamas du
kartus, rizikos verté taip pat turéty padidéti du kartus. Laikui bégant $i prielaida sulau-
ké nemazai kritikos, nes tokiu budu yra ignoruojama likvidumo rizika. Todél Follmer ir
Schied [11] pristaté dar vieng rizikos maty klase — iskiluosius rizikos matus. Apibréziant
iskiluosius rizikos matus, teigiamo homogeniskumo ir subadityvumo aksiomos susilpninamos
ir pakeiciamos iskilumo aksioma.

Nepaisant nauju rizikos maty klasiy atsiradimo, Assa [3] savo darbe teigia, jog visi rizikos

matai, kurie iki tol buvo aprasomi literaturoje, turi du trukumus: jie negali buti apibrézti



didelei atsitiktiniy dydziy aibei ir negali tinkamai jvertinti rizikos deél paties modelio ne-
apibréztumo. Deél Siy priezas¢iy buvo pristatyta nauja rizikos maty klasé — komonotoniski
suderintieji rizikos matai. Sig rizikos maty klase savo darbe nagrinéjo ir Heyde kartu su bend-
raautoriais [12]. PrieSingai negu suderintyjy rizikos maty atveju, komonotoniski suderintieji
rizikos matai reikalauja subadityvumo tik komonotoniskiems atsitiktiniams dydziams.

Ikvépti Heyde ir Artzner darby, Tian ir Suo [17] pateiké komonotonisky iskilyjuy rizikos
maty apibrézimag, kuriame iskilumas yra reikalaujamas tik komonotoniskiems dydziams.

Remiantis komonotonisky suderintyjy ir iskilyjy rizikos maty apibrézimais, nesunku pa-
stebéti, jog komonotoniskas suderintasis rizikos matas yra komonotoniskas iskilusis rizikos
matas, papildomai tenkinantis teigiamo homogeniskumo aksioma. Todél galima sakyti, jog
bet kuris komonotoniskas suderintasis rizikos matas tuo paciu yra ir komonotoniskas iskilusis
rizikos matas, bet ne atvirksciai. Taigi pagrindinis sio darbo tikslas yra surasti sarysj tarp
komonotonisky suderintyjy ir iskilyjy rizikos maty ir pabandyti komonotonisks suderintajj
rizikos matg iSreiksti per komonotonisks iskilyjj rizikos mata.

Kadangi nagrinéjami rizikos matai yra komonotoniski, darbo pradzioje yra trumpai ap-
zvelgiama komonotoniskumo sagvoka, padedanti geriau suprasti, kokius atsitiktinius dydzius
nagrinéjame. Toliau darbe pateikiami jau zinomy rizikos maty klasiy apibrézimai bei rep-
rezentacinés teoremos ir suformuluojama pagrindiné sio darbo teorema, siejanti komono-
toniskus suderintuosius ir iskiluosius rizikos matus, bei pateikiamas jos jrodymas. Taip
pat apzvelgiama naujai apibrézta indukuoty komonotonisky suderintyjy rizikos maty klase.
Praktinéje darbo dalyje finansinio portfelio rizika yra jvertinama naudojant komonotoniskus

rizikos matus ir pateikiamos jzvalgos apie gautus rezultatus.



2 Komonotoniskumas

Visa pagrindine informacija apie atsitiktinj dydj X slypi jo pasiskirstymo funkcijoje Fx. To-
deél naturalu, jog priimant sprendima, susijusj su a.d. X, yra atsizvelgiama j jo pasiskirstymo
funkcija ir pagrindine uzduotimi tampa apskaic¢iuoti arba jvertinti Sig funkcija. Nepaisant
to, daugelyje finansiniy situacijy yra susiduriama su atsitiktiniu dydziu, kuris gali buti is-
reiskiamas kaip atskiry a.d. suma S = > ; X;. Kadangi rySys tarp a.d. X; néra zinomas,
sunku rasti S pasiskirstymo funkcija, o juk rizikos jvertinimui daznai yra svarbu zinoti tokius
dydzius kaip ES, TC'E ar VaR, kuriems apskaic¢iuoti reikalinga pasiskirstymo funkcija. To-
kiais atvejais naudinga nagrinéti komonotoniskus atsitiktinius dydzius, todél siame skyriuje,

remdamiesi [8] ir [9] Saltiniais, trumpai apzvelgsime komonotoniskumo savoka.

2.1 Aibiy komonotoniskumas

I$ pradziy, apibrésime komonotoniskuma vektoriy aibei erdvéje R”. Siame skyriuje vektorius

(x1,9,...,x,) bus zymimas Z, o zyméjimas T < y reiks, jog x; <y; Vi =1,2,... n.

2.1.1 Apibrézimas. Sakysime, jog aibé A C R" yra komonotoniska, jeigu bet kuriai porai

z,y € A galioja sarysis = < y arba y < T.

Panagrinékime pavyzdj, kuris iliustruoja, ka reiskia aibés komonotoniskumas. Tarkime,
turime aibe

A={(x1,x9) | xz2 =21+ 5,0 < x; < 10}.

Pazvelgus j 1 pav. nesunku pastebéti, jog aibé A yra komonotoniska. Tuo tarpu aibé AU{z}

néra komonotoniska, nes, pavyzdziui, pasirinke y € A gauname, jog y; > 21, 0 Yo < 2o.

2.1.1 Lema ([8]). Aibé A C R" yra komonotoniska tada ir tik tada, jei Ay, yra komonoto-
niska Vk,l = 1,2,...n, k # 1, cia Ay, yra aibés A C R (k,l)-projekcija, kuri apibréZiama
kaip

Apr = A{(zp,2) | x € A}.

Irodymas.
,—" (Butinumas)

Tarkime, jog aibé A C R™ yra komonotoniska. Tada bet kuriai porai z,y € A galioja
sarysis * < y arba y < x, o tai reiskia, jog x; < y; arba y; < x; Vi = 1,2,...,n. Kadangi
nelygybés yra teisingos visiems ¢ = 1,2, ... ,n, tuo paciu jos teisingos ir bet kurioms poroms

(Ika I’l) ir (ykayl)v kur k7l = 1727 R k 7é l. Ka’da‘ngi (‘rka J}'l) ) (yka yl) S Ak,l? gauname, .]Og

6



20 5 20 %

P

0o 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Saltinis: parengta autorés

1 pav.: Komonotoniska ir nekomonotoniska aibés.

Ay, yra komonotoniska Vk,l =1,2,....n, k #.
,<=" (Pakankamumas)

Tarkime, jog aibé A, yra komonotoniska Vk,l = 1,2,...,n, k # [. Tada bet kuriai porai
(xk, z1) 5 (Y, y1) € Agy yra teisinga x; < y; arba y; < x; Vi = k,l. Kadangi nelygybés yra
teisingos Vk,! = 1,2,...,n, k # [, tai gauname, jog teisinga z; < y; arba y; < x; Vi =
1,2,...,n. Tai reiskia, kad bet kokiems z,y € A galioja sarysis * < y arba y < x. Taigi

gauname, kad aibé A C R"™ yra komonotoniska. O]

Pastaba. [8] saltinyje 2.1.1 lema pateikta be jrodymo, teigiant, kad jis yra elementarus.
Svarbu pastebéti, jog aibes A C R™ (i,i + 1)-projekciju A, ;41 (1 =1,2,...,n — 1) komo-
notoniskumas nebutinai parodo aibés A komonotoniskuma. IS tiesy, jei turime aibe

A= {(Q?l,l,il:g) | 0<zy,23 < 1},

projekcijos Aj o ir Ay 3 yra komonotoniskos, taciau pati aibé A néra komonotoniska.

2.2 Vektoriy komonotoniskumas

Toliau pateiksime keleta apibrézimy apie n-madiy vektoriy X = (X, Xs,...,X,) komono-
toniskuma.

2.2.1 Apibrézimas. Bet kokia aibé A C R"™ yra vadinama n-macio vektoriaus X =

(X1,...,X,) atrama (ang. support), jeigu yra teisinga lygybé P (X € A) = 1.

2.2.2 Apibrézimas. Atsitiktinis vektorius X = (X,...,X,) yra komonotoniskas, jeigu jis

turi komonotoniska atrama.



Remiantis 2.2.2 apibrézimu, galima daryti iSvada, jog komonotoniskumas yra labai stipri
priklausomumo struktiira. I$ tiesy, jeigu z ir i yra elementai i$ X komonotoniskos atramos,
t.y. jei Z ir § yra galimos atsitiktinio vektoriaus X reik§meés, tai jy atitinkamos komponenteés
turi buti issidéste nemazéjancia arba nedidéjancia tvarka. Tai paaiskina terming ,,komono-

toniskumas‘ — bendras monotoniskumas.

2.2.1 Teorema ([8]). Atsitiktinis vektorius X = (X1,...,X,) yra komonotoniskas tada ir

tik tada, jei teisinga kuri nors is ekvivalenciy sqlyguy:
(1) X turi komonotoniskq atramy.

(2) Visiems x = (x1,x9,...,x,), turime
F)‘( (i’) = min{FXl (ZL‘1> ,FX2 ([L’Q) PN ,FXn (l‘n)} .

(3) Jei U ~ U(0,1), t.y. a.d. U yra tolygiai pasiskirstes intervale (0,1), tada
X L (Pl U),FHU), ... Fx (U 1
X1( )’ Xg( )7"'7Xn( ) ’ ()
cia Zyméjimas 2 reiskia lygybe ,pagal skirsting“

(4) Egzistuoja atsitiktinis dydis Z ir nemazéjancios funkcijos f; (i = 1,2,...,n), tokie kad
X £ (WDl 2), . Sa(2)).

Jrodymas. ,(1)==(2)“. Tarkime, kad X turi komonotoniska atramg B. Imkime z € R™ ir
pazymeékime

A;={yeBly; <z}, j=12,...n.
Dél aibés B komonotoniskumo, Ji toks, kad A; = Nj_; A;.

[sitikinkime, kad A; C Nj_; A;. Irodysime priestaros budu. Tarkime, kad Vi Fy® €
A; \ Nj=; Aj. Tada, pasinaudoje¢ aibés B komonotoniskumu, i§ aibés {y_(l), e ,gj(")} galime
isrinkti maziausia y® tokij, kad y® < @ Vi = 1,2,... n. Tokiu buidu gauname, kad
y* e Bn N;_, A;. Priestaral

Taigi gauname
Fi(z)=P (X S ﬁl Aj) =P (X € A;) = Fx, (x;) = min {Fx, (1), Fx, (22) ,-.., Fx, (xa)} .

j=

Paskutine lygybé isplaukia i$ to, kad Fx, (2;) < Fx, (z;) Vj, nes A; C A;.



»(2)==-(3)*“ Is pradziy, apibrézkime kvantiliy funkcija [8]. Pagal apibrézima, tai nema-

7éjanti ir tolydi i§ kairés funkcija Fiy'(p), kuri uzrasoma kaip
Fx'(p) =inf{z € R| Fx(z) > p}, p € (0,1).
Tada Vz € R ir p € (0,1) turime
Fi'(p) <z = p < Fx(x).
Tarkime, kad
Fg (z) =min{Fy, (1), Fx, (x2),..., Fx, (x,)}, YT = (x1,29,...,2,) .
Tada, pasinaudodami kvantiliy funkcijos apibrézimu, gauname
P(Fgl(U) <y, F(U) < a) =P(U < Fx, (11),...,U < Fx, (z,))
=P (U < ]irlnnn {FXj (13)})
= min {FXj (IJ)} :
2(3)=>(4)* Tarkime, kad X £ (Fy(U),Fg}(U),...,Fx!(U)), &a U ~ U(0,1). Imdami
7 = U, gauname

X £ (FU).FlU), ... Fx(U) £ (FxM(2).Fx\(2), ... Fx\(2)).

Pagal apibrézima, kvantiliy funkcija yra nemazéjanti, todél pazyméje f; = F )Zil Vi=12,....n,
turime

XL (f(2).0(2), ... .Ja(2)).

»(4)=(1)*. Imkime bet kokj a.d. Z, turintj atrama B. Taip pat tarkime, jog egzistuoja

nemazéjancios funkcijos f; (i = 1,2,...,n), tokios kad

XL (f(2).1(2), ... .Ja(2)).

Galimy X reik$miy aibé yra By C By = {(f1(2),f2(2),...,fa(2)) | z € B}, kuri yra komono-
toniska, nes f; (i = 1,2,...,n) yra nemazéjancios funkcijos. O tai reiskia, jog X taip pat yra

komonotoniskas, nes turi komonotoniska atrama. O]

Pastaba. [8] saltinyje 2.2.1 teoremos jrodymo ,(3)==(4)“ dalis nedetalizuojama, teigiant,

kad ji yra akivaizdi.

2.2.2 Teorema ([8]). Atsitiktinis vektorius X = (X1,...,X,) yra komonotoniskas tada ir

tik tada, jei (X;,X;) yra komomotoniski Vi,j = 1,2,...,n, i # j.

9



Irodymas.
,=—" (Butinumas)

Is pradziy, erdvéje R™ apibrézkime aibe A lygybe

A={(Fxl(p) Fx. (). .Fx!(p)) |0 <p<1}.

Aibés A (i,7)-projekcijos tuomet bus

Ay ={(Fx! (). Fx/ () |0 < p < 1}

Jei X yra komonotoniskas atsitiktinis vektorius, tai remiantis 2.2.2 apibrézimu, Zinome, jog
atsitiktinio vektoriaus X atrama A C R™ yra komonotoniska. Tai reiskia, jog A;; taip
pat yra komonotoniska Vi,j = 1,2,...,n, i # j = (X;,X;) yra komonotoniskas Vi,j =
1.2,...m, i % 5.
,<=" (Pakankamumas)

Ivykis ,X € A“ yra ekvivalentus jvykiui ,,(X;,X;) € A;; kiekvienai porai (,5)“ Dél pory
(X;,X;) komonotoniskumo, turime, kad P ((X;,X;) € 4;;) =1Vi,j=12,...,n, i # j, o tai
reiskia, kad P (X € A) = 1. Gauname, jog komonotoniska aibé A yra atsitiktinio vektoriaus

X atrama. Taigi galime daryti isvada, kad X yra komonotoniskas atsitiktinis vektorius. [

Pastaba. (8] saltinyje 2.2.2 teoremos butinumas nedetalizuojamas, todél siame darbe sig

»Spraga‘“ uzpildéme.

Irodytoji 2.2.2 teorema teigia, jog atsitiktinio vektoriaus komonotoniskumas yra ekviva-
lentus komonotoniskumui poromis.

Verta atkreipti démesj, kad atsitiktinio vektoriaus X = (X1,...,X,) pory (X;,Xis1)
(i=1,2,...,n — 1) komonotoniskumas nebiitinai parodo X komonotoniskuma. Pavyzdziui,
nagrinékime atsitiktinj vektoriy (U, 1, V'), kur U ir V' yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai
tolygiai pasiskirste intervale (0,1). Nesunku pastebéti, jog poros (U,1) ir (1,V') yra komono-

toniskos, taciau (U,1,V) néra komonotoniskas.

2.3 Pavyzdys

Panagrinékime trumpa pavyzdj, kuris leidzia geriau suprasti, kg reiskia komonotoniskumas.
I$ pradziy, svarbu paminéti, jog bet kokiam atsitiktiniam vektoriui (X7,Xs,...,X,,) Zymeé-
jimas (X{,X§,...,X¢) yra naudojamas norint nurodyti komonotoniska atsitiktinj vektoriy,

kurio marginalus skirstiniai yra tokie patys kaip vektoriaus (X1,X5, ...,X,,). Tada remiantis

10



(1) formule, gauname, kad bet kokiam atsitiktiniam vektoriui X = (Xi,...,X,), jo komo-

notonisko atitikmens X¢ = (X¢,X5,...,X¢) atrama yra apibréziama

{(F5!(0).F5} (0),. - Fxl(p) [0 < p < 1}.

Dabar tarkime, jog turime 2 diskrecius atsitiktinius dydzius: X ~ U {0,1,2,3} ir Y ~
B (3, %) Siuo atveju, zyméjimas U {0,1,2,3} reiskia, kad a.d. X turi diskrety tolyguji
skirstinj.

Komonotoniska atsitiktinj vektoriy pazymékime (X¢Y¢). Tada gauname

(0,0), kai 0 < p < §;

(0,1), kai s <p <

00|
[ee]] V)

(L1), kai § <p<

[0 1\
TS

(2,2), kai

o] I'=N

<p<

|

(3,2), kai

o]}

<p<

0|

9

(3,3), kai

(e

<p<l

Taigi matome, jog komonotonisko atsitiktinio vektoriaus (X¢Y¢) atrama sudaro tik 6 auks-

¢lau iSvardinti taskai.

3 Rizikos matai

Viena i$ pagrindiniy rizikos valdymo uzduociy yra jvertinti busimos portfelio vertés neapi-
bréztumo rizika. Paprastai rizika yra vertinama pelng ar nuostolj nagrinéjant kaip atsitiktinj
dydj, kuriam taikoma tam tikra funkcija. Tokia funkcija vadinama rizikos matu. Finansuose

ir ekonomikoje yra zinoma ne viena rizikos maty klase:

o suderintieji rizikos matai (ang. coherent risk measures) [2];
o iskilieji rizikos matai (ang. convex risk measures) [11];

« komonotoniski suderintieji rizikos matai (ang. comonotonic coherent risk measures)

3], [12];

» komonotoniski igkilieji rizikos matai (ang. comonotonic convex risk measures) [14],

[17];
« spektriniai rizikos matai (ang. spectral risk measures) [10];
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« deformaciniai rizikos matai (ang. distortion risk measures) [4];

Taigi tolimesniuose skyreliuose apzvelgsime keleta iS auksc¢iau paminéty rizikos maty

klasiy ir pateiksime apibrézimus.

3.1 Suderintieji rizikos matai

Apibrézkime tikimybine erdve (€2, F,P), kur Q yra visy galimy buseny aibé nagrinéjamo
laikotarpio pabaigoje. Tarkime, kad atsitiktinis dydis X : 2 — R Zymi galimg finansinés
pozicijos pelng arba nuostolj per tam tikra laikotarpj. Visy riziky aibe Zymeésime X =
{X : Q — R}. Tarsime, kad dydziai jau yra diskontuoti, t.y. nerizikinga palukany norma

yra lygi 0.
3.1.1 Apibrézimas. Funkcija p : X — R yra vadinama rizikos matu.

Jei p(X) reiksme, gauta rizikai X' pritaikius funkcija p, yra teigiama, tai p(X) gali buti
interpretuojama kaip minimali pinigy suma, kurig reikia pridéti prie pozicijos X, investuojant
i nerizikinga turta, kad pozicija tapty priimtina. Priesingu atveju, jei p(X) reikSmeé yra
neigiama, tada suma —p(X’) be jokios rizikos gali buti isimta iS dabartinés pozicijos.

Remiantis [2] Saltiniu, apibrésime keturias aksiomas, kurias turi tenkinti suderintasis

rizikos matas.

Aksioma T. (InvariantiSkumas poslinkiams) (ang. Translation invariance): VA € X

ir bet kokiam a € R teisinga lygybe
p(X+a)=p(X) —a.

Prisiminkime p(X’) interpretacija kaip papildomo kapitalo reikalavima, t.y. pinigy suma, ku-
rig reikia pridéti prie pozicijos X', kad ji tapty priimtina prieziuros institucijy atzvilgiu. Taigi
aksioma T teigia, jog prie rizikingos pozicijos X pridéjus deterministinj dydj «, reikalaujama

papildomo kapitalo suma sumazéja lygiai tokiu paciu dydziu.

Aksioma S. (Subadityvumas) (ang. Subadditivity): YA}, A5 € X teisinga nelygybeé
p (X + &) < p(X) +p(X).

Si aksioma teigia, jog riziky sujungimas nesukuria papildomos rizikos. Kita vertus, subadi-

tyvumo aksiomos negaliojimas gali sukelti tam tikras pasekmes [10]:
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o Jei prieziuros institucijy naudojami rizikos matai netenkina subadityvumo aksiomos
kapitalo reikalavimui, tai gali paskatinti jmones pasidalinti ] mazesnes strukturas ir
tokiu budu isvengti didelio kapitalo reikalavimo. Tokiu atveju, reikalaujamo kapitalo

suma atskiroms strukturoms buty mazesné negu visai jmonei.

o Naudodami subadityvius rizikos matus, sudéjus rizikas pervertiname sujungty riziky
verte, todeél, Siuo atveju, riziky suma gali buti naudojama kaip diversifikuoty riziky
jvertis. Priesingu atveju, kai rizikos matas néra subadityvus, sudéjus atskiras rizikas

nepakankamai jvertiname bendrg rizika ir toks jvertis tampa nenaudingas.

Aksioma PH. (Teigiamas homogeniskumas) (ang. Positive homogeneity): VX € X

ir bet kokiam A\ > 0 teisinga lygybé
p(AX) = Ap(X).

Aksioma PH galima lengvai paaiskinti, remiantis subadityvumo aksioma. Pagal S aksioma
turime, jog p (nX) < np(X), kai n = 1,2,.... Siuo atveju, PH aksioma atspindi situacija,
kai néra rizikos diversifikacijos, o apjungus A\ vienody riziky bendra rizikos verté A karty

padidéja.

Aksioma M. (Monotoniskumas) (ang. Monotonicity): VA, X> € X, tokiems kad &} <
X, teisinga nelygybé
p(Xa) < p(X1).

Finansine prasme sig aksioma galima interpretuoti labai paprastai. Pozicijai, kurios rizika
yra didesné, reikalaujamas kapitalas taip pat yra didesnis negu kapitalas, susijes su maziau

rizikinga pozicija.

3.1.2 Apibrézimas. Funkcija p : X — R yra vadinama suderintuoju rizikos matu, jeigu ji
tenkina invariantiskumo poslinkiams (T'), subadityvumo (S), teigiamo homogeniskumo (PH)

ir monotoniskumo (M) aksiomas.

3.2 Iskilieji rizikos matai

Teigiamo homogeniskumo aksioma sulauké nemazai kritikos, kadangi daugeliu atvejy, po-
zicijos rizika gali didéti netiesiskai, lyginant su pacios pozicijos dydziu [11]. Tai reiskia,
jog padauginus is didelio koeficiento A, papildomai gali atsirasti likvidumo rizika. Butent

Si priezastis paskatino iskilyjy rizikos maty apibrézimo atsiradimg. Apibréziant iskiluosius
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rizikos matus, subadityvumo ir teigiamo homogeniskumo aksiomos yra pakei¢iamos iskilumo

aksioma.

Aksioma C. (Iskilumas) (ang. Convexity): VA, x> € X ir bet kokiam A € [0,1] teisinga
nelygybé
p(AXL + (1 = A)A2) < Ap (A1) + (1 = A)p (Xa) .

[skilumo aksioma teigia, jog rizikos diversifikacija nesukuria papildomos rizikos. Tai reiskia,
kad diversifikuotos pozicijos p (AX;] + (1 — A\)X,) rizika yra mazesné arba lygi atskiry riziky
svertiniam vidurkiui.

Taip pat svarbu pastebéti, jog iskilumas yra ekvivalentus subadityvumui, jei tenkinama

teigiamo homogeniskumo aksioma.

3.2.1 Apibrézimas. Funkcija p : X — R yra vadinama iskiluoju rizikos matu, jeigu ji
tenkina iskilumo (C), monotoniskumo (M), invariantiskumo poslinkiams (T) aksiomas ir yra

normalizuota, t.y. p(0) = 0.

3.3 Komonotoniski suderintieji rizikos matai

Ankstesniuose skyreliuose apibrézti suderintieji ir iskilieji rizikos matai buvo pasiulyti naudo-
ti norint uztikrinti, jog diversifikacija sumazina galima rizika. Nepaisant to, Saltiniy [3], [12]
autoriai teigia, jog suderintieji ir iskilieji rizikos matai turi labai didelj trukuma — jie negali
buti apibrézti didelei atsitiktiniy dydziy aibei. Dél Sios priezasties buvo pasiulyta apibrézti
aksiomy rinkinj, charakterizuojantj komonotoniskus suderintuosius rizikos matus, dar kitaip
vadinamus naturaliaisiais rizikos matais. PrieSingai negu suderintieji rizikos matai, Sie matai
reikalauja subadityvumo tik komonotoniskiems atsitiktiniams dydziams. Tad remdamiesi
[12] Saltiniu, Siame skyrelyje apibrésime komonotoniskus suderintuosius rizikos matus.
Tarkime, jog turime atsitiktinio dydzio X stebéjimu rinkin & = (xq,29,...,x,) € R™

Siuo atveju rizikos matas yra apibréziamas kaip funkcija p : R® — R.

Aksioma T1. (InvariantiSkumas poslinkiams) (ang. Translation invariance): Vi €

R™ ir bet kokiam ¢ € R teisinga lygybe
p(i'—'—dl) :p(:i‘)_ca

Gal=(L1,...,1) R
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Aksioma PH1. (Teigiamas homogeniskumas) (ang. Positive homogeneity): Vi € R"

ir bet kokiam A > 0 teisinga lygybe

Aksioma M1. (MonotoniSkumas) (ang. Monotonicity): Vz,g € R", tokiems kad
T<g(ty z; <y, i=12,...,n), teisinga nelygybe

p(9) < p(2).

Aksioma S1. (Komonotoniskas subadityvumas) (ang. Comonotonic subadditivity):

Vi, y € R™ tokiems, kad & ir § yra komonotoniski, teisinga nelygybeé
p(E+9)<p(@)+p().

Vektoriai & ir § yra komonotoniski <= (z; — z;) (y; —y;) > 0, kai4,j =1,2,....n, i # j.

Pastaba. Jei a.d. X reiksSmiy aibé yra & = (x1,...,2,), o Y reikSmiy aibé atitinkamai yra

0= (Y1,---,Yn), tai vektoriai Z ir § yra komonotoniski <= atsitiktinis vektorius (X,Y’) yra

komonotoniskas.

Aksioma P1. (InvariantiSkumas perstaty atzvilgiu) (ang. Permutation invariance):

Bet kokiai (1,2,...,n) perstatai (iy,...,14,) teisinga lygybe

p((Il,...,$n)) :p(<xi17""xin))‘

3.3.1 Apibrézimas. Komonotonisku suderintuoju rizikos matu yra vadinama funkcija p :

R™ — R, tenkinanti T1, PH1, M1, S1 ir P1 aksiomas.

3.3.1 Teorema ([12]). Tegu x(1),2(2),-- ., Tm) — stebéto T pozicinés statistikos, cia x(1y yra
maziausias, 0 Ty — didZiausias is T koordinaciy. Rizikos matas p : R" — R yra komonoto-
niskas suderintasis rizikos matas tada ir tik tada, jei egzistuoja diskreciy tikimybiniy maty,

aibé W C Wy ={& = (w1, wa, ... ,.wy) ER" 30w, =1, w; >0,Vi=12,... n} tokia, kad

p (%) = sup {— Zwix(i)} , V& € R". (2)

wew i=1
3.4 Komonotoniski iskilieji rizikos matai

Komonotonisky suderintyju rizikos maty apibrézimas [12] Saltinyje paskatino kitos rizikos
maty klasés — komonotonisky iskilyju rizikos maty atsiradima [17]. Komonotoniski iskilieji
rizikos matai yra komonotonisky suderintyjy rizikos maty apibendrinimas, kadangi Siuo

atveju susilpninama iskilumo aksioma ir ji taikoma tik komonotoniskoms rizikoms.
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Aksioma C1l. (Komonotoniskas iskilumas) (ang. Comonotonic convexity): Vi, €

R™ tokiems, kad Z ir § yra komonotoniski, ir bet kokiam \ € [0,1] teisinga nelygybé
p(AZ+(1=X)F) <Ap(2)+(1=A)p(9).

Aksioma N1. (Normalizavimas) (ang. Normalization): p(0) = 0.
Nors daugelyje saltiniy Si aksioma yra praleidziama, taciau butent dél normalizavimo
reikalavimo dydis p (Z) gali buti interpretuojamas kaip maziausia pinigy suma, kurig reikia

pridéti prie rizikingos pozicijos &, kad pozicija taptu priimtina [16].

3.4.1 Apibrézimas. Komonotonisku iskiluoju rizikos matu yra vadinama funkcija p : R® —

R, tenkinanti T1, M1, P1, C1 ir N1 aksiomas.

3.4.1 Teorema ([14]). Tegu x(1),%(2), ..., Tm) — stebéto T pozicinés statistikos, cia x(1y yra
maziausias, o T(,) — didZiausias is T koordinaciy. Rizikos matas p : R™ — R yra komonoto-

niskas iskilusis rizikos matas tada ir tik tada, jei egzistuoja:

o diskreciy tikimybiniy maty aibé
WCW, = {@z(wl,wg,...,wn) eR”: iwizl, w; ZO,Vizl,Q,...,n},

i=1

e baudos funkcija a : W — [0,00], tenkinanti inf,eyy o (@) = 0,

tokie, kad
p(2) { Zw, o —a(@ } Vi e R". (3)
wGW

=1

4 Komonotoniski suderintieji rizikos matai indukuoti
komonotoniskais iSkilaisiais rizikos matais

Komonotoniski suderintieji ir komonotoniski iskilieji rizikos matai tenkina 4 tas pacias ak-
siomas: invariantiSkuma poslinkiams, monotoniskuma, iskiluma ir invariantiSkuma perstaty
atzvilgiu. Komonotoniski iskilieji rizikos matai yra komonotoniski suderintieji tada ir tik ta-
da, jei tenkina teigiamo homogeniskumo aksioma. Todél kyla naturalus klausimas, ar turint
komonotoniska iskilyjj rizikos matg, kuris netenkina teigiamo homogeniskumo aksiomos, ga-
lima sukurti komonotoniska suderintajj rizikos mata? Taip pat, ar komonotoniskas iskilusis
rizikos matas gali buti isreikstas per kokj nors komonotoniskg suderintajj rizikos matg?
Norédami atsakyti j aukscéiau pateiktus klausimus, analogiskai kaip [7] Saltinyje yra api-

bréziami indukuoti suderintieji rizikos matai, siame darbe suformuluosime teorema, kuria
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remiantis komonotoniska suderintajj rizikos matg galima isreiksti naudojant komonotoniska

iskilyji rizikos mata, t.y. apibréSime indukuota komonotoniska suderintajj rizikos mata.

4.1 Pagrindiné teorema ir jos jrodymas

Sioje dalyje suformuluosime pagrindine darbo teorema ir jrodysime, kad komonotoniski is-
kilieji rizikos matai gali buti isreiskiami per komonotoniskus suderintuosius rizikos matus,

kurie yra indukuoti komonotoniskais iskilaisiais rizikos matais.

4.1.1 Teorema. Bet kokiam komonotoniskam iskilajam rizikos matuim : R™ — R, egzistuoja

indukuoty komonotonisky suderintyjy rizikos maty Seima {px .} -, tokia, kad

c>0
7 (Z) = sup{pr.(Z) —c}, T € R,
c>0
kur Ve > 0, funkcija pr.: R" = R yra apibréZiama kaip
A\ s —1 A 2, n
Pre(Z) = %r>1(f) {tﬂ' (t ZL‘) + tc} , T eR™ (4)

Norint jrodyti 4.1.1 teorema, reikalinga pagalbiné lema. Lemos jrodyme naudosime funk-

cijg F': R™ x (0,00) — R, kuri apibréziama kaip F (2,t) = tw (t712), 2 € R™, t > 0.

4.1.2 Lema. Jeigu funkcija m : R® — R tenkina komonotonisko iskilumo aksiomg, tada
funkcija F (Z,t) taip pat pasizymi komonotonisku iskilumu kintamuyjy poros (&,t) atZvilgiu

(ang. jointly comonotonically convex).

Irodymas. Bet kokiems t1,t5 > 0, 2,9 € R" tokiems, kad 2 ir § yra komonotoniski, ir bet
kokiam A € [0,1], pazymékime ¢ = Aty + (1 — \)to.
Tada

FOA&+(1—\gt) =tr

¢ia nelygybé atsiranda dél funkcijos m komonotonisko iskilumo. O]
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Turédami pagalbine 4.1.2 lema, galime pereiti prie pagrindinés teoremos jrodymo.

4.1.1. teoremos jrodymas.

IS pradziy, jrodysime, jog funkcija p,. yra komonotoniskas suderintasis rizikos matas.
Taigi parodysime, jog pr . tenkina invariantiskumo poslinkiams (T1), teigiamo homogenisku-
mo (PH1), monotoniskumo (M1), komonotonisko iskilumo (C1) ir invariantiSkumo perstaty

atzvilgiu (P1) aksiomas.

Aksioma T1. Kadangi 7 yra komonotoniskas iskilusis rizikos matas, jis tenkina invarian-

tiSkumo poslinkiams aksioma. Tada bet kokiam a € R,
N . .
pec i at) = i i (5 ) + 1

= inf {t [7 (17'2) — t"'a] +tc}
= inf {tm (7'2) —a+ tcf
= pr.c (%) —a.
Aksioma PH1. Bet kokiam A > 0, turime
pre (N2) = inf {tm (\7'2) + tc}
= inf A {A"er (\12) + A e
= - inf I (A1) + A7 He)

= Apre (Z) .

Kadangi komonotoniskas iskilusis rizikos matas 7 yra normalizuotas, imdami A = 0, gauname
pre(0) = %25 {t?T (t O) + tc} %gg {tc} = 0.
Taigi gauname, jog bet kokiam A > 0, teisinga lygybé pr. (AZ) = Apr. (2).

Aksioma M1. Funkcijos pr . monotoniskumas tiesiogiai seka i$ funkcijos m monotonisku-

mo.
Aksioma C1. Imkime #, 7 € R" tokius, kad & ir § yra komonotoniski, ir bet kokj A € [0,1].
Pazymékime 2 = A2+ (1 — \) g ir t = Mty + (1 — A)to. Tada turime

prc (3) = I {F (2:) + 0}

= inf {FE N+ 1 —=Nta)+ M1+ (1—A)ta)c}.

t1>0,t2>0
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Remiantis 4.1.2 lema zinome, jog funkcija F'(#,t) yra komonotoniskai iskila kintamuyjy & ir

t poros atzvilgiu. Taigi gauname

pre(A) < inf  {AF (i) + (1= N F (§uta) + (M1 + (1= M\ ta) ¢}

T t1>0,t2>0

= inf {AF (2,0) + Mac} + inf {(1=2) F (§,62) + (1= \) tac}

t1>0

= >‘IO7T,C (;%> + (1 - )‘) Pr.e (ﬁ) :

Aksioma P1. Kadangi funkcija m yra komonotoniskas iskilusis rizikos matas, tai ji ten-
kina invariantiSkumo perstatu atzvilgiu aksioma (P1), t.y. bet kokiai (1,2,...,n) perstatai

(1,...,1y,) teisinga lygybe

kur = (21, ...,2,) it T = (i, .., T4,)-

Pasinaudodami tuo, gauname

Pr.c (Z) = inf {t7r (t_lf) + tc} = inf {tﬂ' (t_lf) + tc} = pre(T).

t>0 t>0

Taigi jsitikinome, jog rizikos matas p, . tenkina invariantiSkumo poslinkiams, teigiamo
homogeniskumo, monotoniskumo, komonotonisko iskilumo bei invariantiskumo perstaty at-
zvilgiu aksiomas, o tai reiskia, kad pr. yra komonotoniskas suderintasis rizikos matas bet
kokiam ¢ > 0.

Toliau jrodysime, kad

7 (Z) = sup {pr. (Z) — c}.
>0
Kadangi
Prc(Z) = %gg {tﬂ (t’li") + tc} :

gauname, jog

bet kokiam fiksuotam Z € R".
Kitaip tariant,
T(Z) > pre(Z) —c.
IS to isplaukia, kad
T (‘%) Z SI>IIO) {pw,c (‘%) - C} : (5)

Stebéjimy rinkiniui # € R™ apibrézkime funkcija ¢ : [0,00) — R tokia, kad

tr (t712), t > 0;



Parodysime, kad funkcija g(t) yra nedidéjanti, uzdara (zr. A.1 prieda) ir iskila. Taip pat
isitikinsime, jog 1&(1)1 tmw (t7'%) egzistuoja.

Visy pirma, remiantis [14] Saltinyje jrodyta 3.4.1 teorema, zinome, kad komonotoniskas
iskilusis rizikos matas gali buti uzrasomas kaip

7 (&) wEW{ sz () } vz € R, (6)

=1
ciaW CW, ={0=(w,wa....wn) ER": 30 jw; =1, w; >0,Vi=12... n} yra diskre-
¢iy tikimybiniy maty aibé, o o yra baudos funkcija o : W — [0,00], tenkinanti inf ey o (&) =
0.

Baudos funkcija o gali buti apibréziama kaip

a (@) { Zwlwz—w } Vo e W,

¢ia B yra komonotonisky riziky aibé, t.y. B={g e R" 1 y; <y < --- <y, }.

Remiantis (6) formule, gauname, jog V¢ > 0 yra teisinga
g(t) =tr (t7'2)
:t.sup{ Zt W™ )—Oé( )} (7)

wew i=1

= sup {—sz‘l’(i) — to (c?))} , T eR™

sew | o
Imdami & = 0, gauname, jog a (&) > — Y7 ;w; -0 —7(0) = 0, V& € W. Taigi gauname, jog
funkcija g(t) yra nedidéjanti kintamojo t atzvilgiu.
Taip pat jsitikinkime, jog egzistuoja ltifgl tr (t7'2). Remiantis (7) iSraiska, nesunku paste-
béti, jog

g(t) <Sup{ sz },fGR".

LEW i1
Kadangi ¢(t) yra nedidéjanti funkcija intervale (0,400) ir g(t) yra apréZta i virSaus, tai
reiskia, jog lggl g(t) egzistuoja.

Dabar patikrinsime ar funkcija g(t) yra iskila. Pagal 4.1.2 lema, funkcija ¢(t) = F' (Z,1),
kai ¢t > 0, yra iskila intervale (0,+o00). Lieka tik patikrinti, ar funkcija g(t) yra iskila ir
intervale [0,a) bet kokiam a > 0.

Tegul {t,} yra seka, kuri konverguoja i 0, kai n — +o0. Nagrinékime s, = At,+(1 — \) to

bet kokiems ty > 01ir t,, < to Vn € N. Remdamiesi funkcijos ¢(t) isSkilumu, kai ¢t > 0, gauname

g(sn) < Ag(tn) + (1 —=X)g(to)-
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Pereidami prie ribos, kai n — 400, turime
g0+ (1=A)to) < Ag(0) + (1= A)g (o).

Taigi gavome, jog funkcija g(t) yra iskila pustieséje [0, +00).

Remdamiesi A.1 priede pateikiamais apibrézimais ir teiginiu, ir zinodami, jog funkcija
g(t) yra tolydi, galime daryti iSvada, jog funkcija g(t) yra pustolydé is apacios, o tuo paciu
g(t) yra uzdara.

Funkcijos g(t) jungtiné funkcija (ang. conjugate function) (7r. A.2 prieda) h : R — R,
yra apibréziama kaip

h(d) = sup {td — g(1)} .

>0
Zinodami, jog funkcija g(t) yra nedidéjanti kintamojo ¢ atzvilgiu, gauname, kad h(d) = +oo,
kai d > 0, tad funkcija h(d) yra apibrézta pustieséje (—oo, 0].
Kadangi funkcija g(t) yra iskila ir uzdara, tai jos jungtines funkcijos h(d) jungtiné funkcija
yra pati funkcija g(t) (zr. A.2 prieda). Todél turime
g(t) = Sup {dt — h(d)} .

Galime pastebéti, kai ¢ = —d, tai

h(—c) = sup {—tc—g(t)} = sup {=(g(t) +tc)}
> —(g(t) + tc).

Kadangi g(t) = tw (t7'2), t > 0, tai

h(_c) Z —Pr,c (i‘) .

Todel
g(t) < sup{—ct + prc (2)}-
Kadangi ¢g(1) = 7 (#), gauname
m(2) < Sgg {prc(2) —c}. (8)

Taigi remiantis (5) ir (8) nelygybémis, gauname

T (%) = sup {pre(2) —c}.
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4.1.1 teorema atskleidzia svarby rysj tarp komonotonisky iskilyjy ir komonotonisky su-
derintyjy rizikos maty, t.y. komonotoniski iSkilieji rizikos matai gali buti isreiSkiami per
komonotoniskus suderintuosius rizikos matus, kurie yra indukuoti komonotoniskais iskilai-
siais rizikos matais.

Pagrindinis skirtumas tarp komonotonisky iskilyjy ir suderintyjy rizikos maty yra tas,
jog komonotoniski suderintieji rizikos matai turi tenkinti teigiamo homogeniskumo aksioma.
Butent tuo 4.1.1 teorema yra reikSminga, nes ji parodo buda, kaip galima pakoreguoti ko-
monotonisky iskilyjj rizikos mata, jog jis tenkinty teigiamo homogeniskumo aksioma ir tuo

paciu buty laikomas komonotonisku suderintuoju rizikos matu.

4.2 Indukuoti komonotoniski suderintieji rizikos matai

Siame skyrelyje apzvelgsime komonotonisky suderintyjy rizikos maty klase, kurig indukuoja
komonotoniski iskilieji rizikos matai.

Kaip jau buvo minéta 4.1 skyrelyje, viena is pagrindiniy charakteristiky, apibudinanciy
komonotoniska suderintaji rizikos mata, yra teigiamo homogeniskumo aksioma. Teigiamo
homogeniskumo aksiomos tenkinimas reiskia, jog likvidumo rizika neegzistuoja ir padauginus
pozicija is neneigiamo faktoriaus A, galima rizika padidéja tiek pat karty. Teigiamo homoge-
niskumo privalumas yra tas, jog jis uztikrina invariantiskuma daugiklio atzvilgiu, tai reiskia,
kad rezultatas nepriklauso nuo naudojamos valiutos. Tuo tarpu, naudojant komonotoniskus
iskiluosius rizikos matus, kurie netenkina teigiamo homogeniskumo aksiomos, rizikos ver-
té labai stipriai priklauso nuo pasirinkty matavimo vienety. Siuo atzvilgiu, komonotoniski
suderintieji rizikos matai yra pranasesni uz komonotoniskus iskiluosius rizikos matus.

Nepaisant to, komonotoniski iskilieji rizikos matai atsizvelgia j likvidumo rizika. Kaip jau
jirodéme 4.1.1 teoremoje, turédami komonotonisks iskilyjj rizikos matg 7 : R® — R, galime
sukonstruoti komonotonisky suderintyjy rizikos maty seimg p, . : R®™ — R, kuri apibréziama
kaip

Pre(Z) = %I;g {t7r (t_li) + tc} , 2eR" ¢>0.
Tokie indukuoti komonotoniski suderintieji rizikos matai gali atsizvelgti j likvidumo rizika.
Kitaip tariant, sie rizikos matai yra pranasesni tiek uz komonotoniskus suderintuosius, tiek
uz komonotoniskus iskiluosius rizikos matus.

Funkcijy Seimos p, . apibrézime konstanta c gali buti interpretuojama kaip fiksuotas lik-

vidumo mokestis. Tarkime, pasirenkame rizikos mata 7, jog nustatytume rizikos verte, ir

22



perskaic¢iuojame pozicija 2, padidindami ¢ karty. Tuomet gauname, jog rizikos verté yra

7w (t%) + ¢
; .

Pagal 4.1.1 teorema, indukuotas komonotoniskas suderintasis rizikos matas yra

T () +c
pee )= g P

Taigi finansiniu atzvilgiu p, . gali buti interpretuojamas kaip auksciau minétos rizikos vertes
infimumas. Kai p,.(Z) < 7 (Z), tai reiskia, jog perskaiciavus portfelj rizika yra mazesné,
negu pradinio portfelio.

Komonotoniskam iskilajam rizikos matui 7 teisingos nelygybés:

m(te) <tm(z), 0<t<l1,

7 (tz) > tr(2), t>1.

Tada absoliuti reiksme | ¢t () — 7 (t2) | gali buti interpretuojama kaip likvidumo rizika, kai
portfelis yra perskai¢iuojamas naudojant faktoriy t. Tarkime ¢t* yra optimalus perskaiciavimo
faktorius, o tai reiskia, kad rizikos matas p, . (%) pasiekia infimuma taske ¢*. Tada turime

m(t*2) + ¢

Pr.c (:L’) = .

Tada likvidumo rizika yra
' () —m (t"2) =" [ (2) — pac ()] + ¢, jeid <t <1
arba
T(t'2) —t'm () =t [pre (T) — 7 (2)] — ¢, jeit" > 1. (9)

Remiantis auks¢iau pateikta analize, zinome, jog indukuoti komonotoniski suderintieji
rizikos matai gali buti naudojami nustatyti, ar naudinga perskaiciuoti portfelj, ar ne, t.y.
jeigu indukuotas komonotoniskas suderintasis rizikos matas yra mazesnis uz ji generuojantj
komonotonisks iskilyji mata, tuomet sitiloma portfelj perskaic¢iuoti. Taip pat svarbu nepa-
mirsti, jog skirtumas tarp indukuoto komonotonisko suderintojo ir komonotonisko iskilojo

rizikos mato, 7 (Z) — pr (%), gali buti naudojamas likvidumo rizikos vertinimui.

5 Praktinis pritaikymas

Sioje dalyje praktiskai pabandysime pritaikyti komonotoniska suderintajj, komonotoniska

iskilyji ir indukuota komonotoniska suderintajj rizikos matus. Skai¢iavimams naudosime
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Yahoo Finance pateikiama informacijg apie ,Netflix“ (NFLX) kompanija. Nagrinésime NF-
LX akcijy kainy istorinius 2014-2019 m. duomenis. Skaic¢iavimai bus atlieckami naudojantis

statistiniy duomeny apdorojimo programa RStudio ir skai¢iuoklés programa Microsoft Excel.

5.1 Duomeny aprasymas

»Netflix“ — JAV kompanija, teikianti pasaulines vaizdo formato transliavimo internetu, DVD
ir Blu-ray disky nuomos internete paslaugas. ,Netflix* akcijos yra kotiruojamos JAV ,Nas-
daq” birzoje.

Apibrézkime akcijuy kainy vektoriy & = (zq, 29, . . . ,x,), ¢ia x; — akciju kaina laiko momen-
tui=1,2,...,n. Kadangi skai¢iavimams pasirinkome istorinius 5 mety (nuo 2014-12-01 iki
2019-12-01) , Netflix“ akciju duomenis, o istorinés kainos yra pateikiamos kiekvienai dienai,

tai musy atveju n = 1259. Istorinés NFLX akcijy kainos pavaizduotos 2 pav.

MNetflix

400 -

300-
L
-
‘m
S
=
S o00-
=

100 -

2015 2016 2017 2018 2014 2020
Data

Saltinis: parengta autorés, R programos kodas pateiktas B.1 priede

2 pav.: 2014-2019 m. istoriniai ,Netflix“ akcijy duomenys.

Norédami jvertinti rizika, pritaikydami rizikos matus, is pradziy, turime apskaic¢iuoti in-
vesticijos j akcijas grazas. Grazy vektoriy pazymékime 7 = (r1,rq, . ..,r,), ¢ia r; — investicijos

graza nuo momento ¢ — 1 iki momento i. Graza apskaiciuojama pagal formule

Ty — Tj—1 T .
ri = = -1, ¢=12,...,n,
Ti—1 Ti—1

t.y. skirtumas tarp akcijy vertés periodo pabaigoje ir periodo pradzioje, padalintas is vertes

periodo pradzioje.
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Nagrinéjamy NFLX akcijy grazos yra pavaizduotos 3 pav, o pagrindinés skaitinés cha-
rakteristikos pateiktos 1 lenteléje. Pazvelge i ,Netflix“ grazy grafika, galime daryti isvada,
kad graza yra gana nestabili, o akcijy kainos bet kurig dieng gali pakisti +5% arba —5%.

Netflix akcijy graza
20.0% -

15.0% -
10.0% -

50%-

0.0%-

-5.0% -

Kiekvienos dienos graZa

-10.0% -

2015 2016 2017 2018 2018 2020
Data

Saltinis: parengta autorés, R programos kodas pateiktas B.2 priede

3 pav.: ,Netflix“ akcijy graza apskaic¢iuota kiekvienai dienai.

Vidurkis | Mediana | Standartinis nuokrypis | Didziausia reiksmé | Maziausia reikSmeé

0,0018212 | 0,0004457 0,0262719 0,1902805 —0,1312620

1 lentelé: Pagrindinés skaitinés NFLX akcijy grazos charakteristikos.

5.2 Rizikos maty skaiciavimas

Sioje dalyje, naudodami ,Netflix“ akcijy grazy duomenis, jvertinsime rizikg remdamiesi teo-
rinéje dalyje jrodyta indukuoto komonotonisko suderintojo rizikos mato (4) israiska. Taip
pat apskaiciuosime rizikg pagal komonotonisko suderintojo bei komonotonisko iskilojo rizikos
maty (2) ir (3) iSraiskas ir palyginsime gautus rezultatus.

Skaiciavimams naudosime NFLX akcijy grazy, apskaiciuoty kas ménesj, vektoriy 7 =
(r(l), T2 - - - ,r(n)), n = 60, kurio elementai yra iSrikiuoti nemazéjancia tvarka.

Tarsime, jog diskreciy tikimybiniy maty aibé

WCW, = {d) = (w1, ws, ... ,w,) € R™: iwi =1, w>0Vi=12,...n,n= 60}
i=1

yra sudaryta i$ atsitiktinai sudaryty svoriy rinkiniy, t.y. svoriy rinkinius sudarysime gene-

ruodami atsitiktinj skaiciy rinkinj ir tada kiekvienag gauta skaiciy padalinsime i$ visy gauty
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skai¢iy sumos. Taip pat tarsime, jog tik 10% ,,Netflix* akcijy grazy yra suteikiami nenuliniai
svoriai.

Skaic¢iavimams naudosime zemiau pateiktus svoriy rinkinius:

0,0316285, 0,2819650, 0,2012113, 0,0531629, 0,2025572, 0,2294751,0, ...,0

0,2215470, 0,1939227, 0,1138122, 0,1906077, 0,2580110, 0,0220994, 0, ... ,0

0,2215593, 0,1961018, 0,1435959, 0,2151949, 0,1105807, 0,1129674, 0, ... ,0

ol = (
& = (
&* = (0,1976317,0,1845651, 0,1580237, 0,2290731,0,1143324, 0,1163740, 0, . .. ,0
ot = (
&° = (0,1384286,0,2907536, 0,2244789, 0,0529129, 0,0876537, 0,2057723,0, . ... ,0) .

Baudos funkcija o : W — [0,00], tenkinandia infgeyy o (&) = 0, apibréziame kaip

a () = ] (max {w;} — min {wz}> , EeW.

2 1<i<n 1<i<n

Atitinkamai kiekvienam pasirinktam svoriy rinkiniui gauname:

= 0,0246660,
= 0,0232447,

= 0,0109348,

(@)
Cy
o (&) = 0,0113055,
(&)
(&%)

= 0,0234347.

Tada taikydami (2), (3) ir (4) rizikos maty formules, gauname komonotonisko suderintojo
p(7), komonotonisko iskilojo 7(#) ir indukuoto komonotonisko suderintojo py . (#) rizikos

maty reiksmes, kurios pateikiamos 2 lenteléje.

Pastaba. Skaiciuodami indukuota komonotoniska suderintajj rizikos mata naudojome ko-
monotonisko iskilojo rizikos mato (3) formule, todél indukuoto komonotonisko suderintojo

rizikos mato (4) israiska gali buti perrasyta kaip

Wi'(i)

N —14 — . — Y — o (&
Prc (7) = %gg {tﬂ' (t 7’) + tc} = %I;g {t Elel)/%{ 2 o (W)} + tc} .

Taikydami indukuota komonotoniska suderintgjj rizikos mata konstanta c pasirinkome
atsizvelgdami j baudos funkcijas, t.y. ¢ reikSmé yra Siek tiek didesné uz maziausia baudos

funkcijos reiksme.

Norédami palyginti gautus rizikos matus, apskaic¢iavome absoliucius ir santykinius skir-

tumus tarp visy trijy rizikos maty, o rezultatus pateikéme 3 lenteléje.
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A A

p(7) m(7)

pre(7), ¢ =0,0109448

0,1560840 | 0,1436592

0,1545952

2 lentelé: Komonotoniski rizikos matai.

pl7) i ()

p(F) it pr.c (F)

7(7) it pre ()

Absoliutus skirtumas | 0,0124249

0,0014888

0,0109360

Santykinis skirtumas 8,65%

0,96%

7,61%

3 lentelé: Komonotonisky rizikos maty palyginimas.

Pagal gautus rezultatus matome, jog komonotoniskas suderintasis ir indukuotas komo-
notoniskas suderintasis rizikos matai rizika vertina labai panasiai, o pagal komonotoniska
iskilyji rizikos matg papildomo kapitalo reikalavimas yra zymiai mazesnis. Taip yra dél to,
jog komonotoniskas iskilusis rizikos matas atsizvelgia i baudos funkcijg, kuri gali buti in-

terpretuojama kaip tikétini nuostoliai, kuriuos galima patirti net ir tada, kai pozicija yra

priimtina prieziuros institucijy atzvilgiu.

Remdamiesi 4.2 skyrelyje pateikta interpretacija bei gautais komonotonisky rizikos maty
rezultatais, taip pat galime jvertinti likvidumo rizika. Pritaike (9) iSraiska, gauname, jog
musy nagrinéjamu atveju likvidumo rizika yra 0,0807157. Taciau svarbu nepamirsti, jog

atlikdami skai¢iavimus svoriy rinkinius bei baudos funkcijg pasirinkome laisvai, o tai turi

itakos gautiems rezultatams.
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6 ISvados

Magistro baigiamajame darbe yra aprasytas aibiy bei vektoriy komonotoniskumas, apzvelg-
tos pagrindinés rizikos maty klasés: suderintieji ir iskilieji rizikos matai bei komonotoniski
suderintieji ir komonotoniski iskilieji rizikos matai. Darbe Siek tiek placiau nagrinéjamas
rysys tarp komonotonisky suderintyjy bei komonotonisky iskilyjy rizikos maty ir suformu-
luota bei jrodyta teorema, kuria remiantis, komonotoniski iskilieji rizikos matai gali buti
charakterizuojami komonotonisky suderintyjy rizikos maty Seima, o tuo paciu komonoto-
niskas suderintasis rizikos matas gali buti isreiskiamas per komonotoniska iskilyjj rizikos
mata.

Praktinéje dalyje pateikiamas pavyzdys, kaip buty galima pritaikyti komonotoniska sude-
rintajji, komonotoniska iskilyjj ir indukuota komonotoniska suderintajj rizikos mata realiems
rinkoms duomenims. Palygine gautus rezultatus pastebéjome, jog maziausias papildomo
kapitalo reikalavimas yra gaunamas taikant komonotoniska iskilyjj rizikos matg, o komo-
notoniski suderintieji ir indukuoti komonotoniski suderintieji rizikos matai rizika vertina
panasiai. Taciau svarbu atsizvelgti j tai, jog gauti rezultatai priklauso nuo baudos funkcijos,
kurig pasirinkome laisvai.

Ateityje siame darbe pateikty informacijg buty galima panaudoti indukuoto komono-
tonisko suderintojo rizikos mato reprezentacinés teoremos suformulavimui ir jrodymui bei
skai¢iavimams patogesnés formulés iSvedimui. Taip pat pasirinkus konkrety komonotoniska
iskilyjj rizikos mata, ji buty galima pritaikyti indukuoto komonotonisko suderintojo rizikos

mato skaic¢iavimui realiems duomenims.
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A Priedas

A.1 Funkcijy uzdarumas ir pustolydumas [5], [13]

A.1.1 Apibrézimas. Funkcijos f: X — R, kur X C R", epigrafu yra vadinama aibé

epi(f) = {(z,w) € X xR [ f(z) <w}.

A.1.2 Apibrézimas. Funkcija f : X — R, kur X C R”, yra vadinama uzdara, jei epi(f)

yra uzdara aibé.

A.1.3 Apibrézimas. Funkcija f : X — R, kur X C R", yra pustolydé i$ apacios taske
x € X, jeigu
f(z) <liminf f (zy,)

k——+o00
bet kokiai sekai {xy} C X, zp — =.
Funkcija f yra pustolydé i$ apacios, jei ji yra pustolydé is apacios kiekviename taske x € X.

Funkcija f yra pustolydé is virSaus, jei —f yra pustolydé is apacios.

Pastaba. Funkcija f yra tolydi tada ir tik tada, jeigu ji yra pustolydé is apacios ir pustolydée

is virsaus [13].

A.1.1 Teiginys ([5]). Funkcijai f : R™ — R Zemiau esantys teiginiai yra ekvivalentus:
e Aibé V., ={z | f(x) <~} yra uZdara bet kokiam skaliarui .
e [ yra pustolydé is apacios.

e epi(f) yra uzdara aibé.

A.2 Jungtiné funkcija [6]

A.2.1 Apibrézimas. Funkcijos f : R” — R jungtiné funkcija f*: R®™ — R yra apibéziama
kaip
F(y) =sw {z"y - f(2)}, y e R".

zeR?
Jungtiniy funkcijy savybeés:

o [*(y)+ f(z) > 2Ty, Yo,y € R".

o Jungtinés funkcijos jungtiné funkcija:

Jeigu funkcija f yra iskila ir uzdara, tai f** = f.
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B Priedas. R programos kodai

B.1 Istoriniy kainy kitimo grafikas

Kintamajam priskiriame istorinius NFLX kompanijos akcijy duomenis: datas ir kainas. Is-
toriniai duomenys paimti iS Yahoo Finance duomeny bazés.

library (tidyquant)

library (timetk)

netflix <— tq_get ("NFLX",
from = "2014-12-01",
to = "2019-12-01",
get = "stock.prices")

Pasinaudoje ,,ggplot2“ paketu, nubraizome grafika.

library (ggplot2)
ggplot (netflix , aes(x = date, y = adjusted)) +
geom line () +
ggtitle (" Netflix") +
theme(plot.title = element_text(hjust = 0.5)) +
scale_x_ date(date_breaks = "years", date_labels = "%Y") +

labs (x = "Data", y = "Akcijy kaina")

B.2 Akcijy grazy grafikas

Apskaiciuojame kiekvienos dienos NFLX akcijy grazas ir nubraizome grafika.

netflix daily_ returns <—
tq_transmute (netflix |

select adjusted ,

mutate_fun = periodReturn ,
period = "daily ",

col _rename = "daily")

ggplot (netflix__daily_returns, aes(date, daily)) +
geom_ line(color = "deepskyblued") +
ggtitle (" Netflix akcijy graza") +
xlab ("Data") + ylab ("Kiekvienos dienos graza") +
theme (plot.title = element_text(hjust = 0.5)) +
scale_x_date(date_breaks = "years"', date_labels = "%Y") +
scale_y_ continuous(breaks = seq(—0.5,0.6,0.05),

labels = scales:: percent)
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