VILNIAUS UNIVERSITETAS

MATEMATIKOS IR INFORMATIKOS FAKULTETAS

Magistro darbas

DISKONTUOTAS BANKROTO LAIKAS
TRIJU SEZONU RIZIKOS MODELYJE

DISCOUNTED RUIN TIME IN THREE-SEASONAL
DISCRETE TIME RISK MODEL

Asta Bilaisyte

VILNIUS 2020



Matematinés analizés katedra

Darbo vadovas Prof. Dr. (HP) Jonas Siaulys

Darbo recenzentas

Darbas apgintas

Darbas jvertintas

Registravimo NR.

Atidavimo j katedra data




Diskontuotas bankroto laikas trijy sezony rizikos modelyje

Santrauka

Siame darbe nagrinéjamas nehomogeninis diskretaus laiko rizikos modelis. Laikome, kad Zalos
kartojasi kas tris laiko vienetus, t.y. zaly skirstinys sutampa laiko momentais {1,4,7,...}, taip
pat laiko momentais {2,5,8,...} ir {3,6,9,...}. Darbe yra rastas algoritmas atskiro Gerber-Shiu
funkcijos atvejo tikslioms reikSméms skaiCiuoti. Atskiru atveju Gerber-Shiu funkcija turi pavidala
Ps = E (e*‘ST]l{T@O}), ¢ia T bankroto laikas, o § yra neneigiama palukany galia. Gautas algorit-

mas ir teoriniai rezultatai iliustruojami skaitiniais pavyzdziais.

Raktiniai zodziai: nehomogeninis modelis, trijy sezony modelis, Gerber-Shiu funkcija, bankroto

laikas.

Discounted Ruin Time in Three-Seasonal Discrete Time Risk
Model

Abstract

In this work, a nonhomogeneus discrete time risk model is considered. We assume that claims
repeat every three time units, i.e. claims distributions coincide at times {1,4,7,...}, at times
{2,5,8,...} as well as {3,6,9,...}. An algorithm for calculating the exact values of a separate
case of Gerber-Shiu function is found in this work. In a separate case, Gerber-Shiu function has the
form ¢¥s = E (e_5TIL{T<OO}>, where T is the time of ruin and ¢ is a nonnegative force of interest.

Proposed algorithm and theoretical results are illustrated by numerical examples.

Key words: nonhomogeneous model, three-seasonal model, Gerber-Shiu function, ruin time.
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1 Ivadas

Nuo devinto desimtmecio pradzios smarkiai iSaugo susidoméjimas rizikos teorija. Imta
tyrinéti jvairiy dydziy rekursinius sarysius, kurti jy skaiciavimo algoritmus, bandyti juos
ivertinti. Pagrindinés tiriamos modeliy charakteristikos yra bankroto laikas, baigtinio ar
begalinio laiko bankroto tikimybeé, turtas pries jvykstant bankrotui bei kapitalo trukumas
bankroto metu.

Vienas is rizikos teorijoje nagrinéjamy modeliy yra diskretaus laiko rizikos modelis skirtas
analizuoti draudiko turto kitima laike. Modelyje laikomasi prielaidos, kad kiekvienu laiko
momentu draudiko turtas priklauso nuo pradinio kapitalo, gaunamy jmoky ir patiriamy za-
ly. Iprasta modelyje laikytis prielaidos, kad draudiko patiriamos Zalos yra nepriklausomos ir
vienodai pasiskirsciusios. Tokj modelj placiai nagrinéjo Dickson [9], Pichard ir Lefevre [16],
Shiu [17], Leipus ir Siaulys [13] ir kt.

Placiai isnagrinéjus modelj su vienodai pasiskirs¢iusiomis zalomis naturaliai imta iesko-
ti apibendrinimy, kadangi vienodai pasiskirsc¢iusiy zaly prielaida yra daznai netenkinama
net ir nagrinéjant trumpg laikotarpj. Vienas i§ akivaizdziy apibendrinimy — modelis su vis
dar nepriklausomomis, bet nevienodai pasiskirsc¢iusiomis zalomis. Tokj modelj vadinsime
nehomogeniniu rizikos modeliu. [vairius sarysius, savybes, rekursines formules bankroto
tikimybéms skai¢iuoti nehomogeniniame modelyje isvedé DeVylder ir Goovaerts [8], Blaze-
vicius ir kt.[4], Castaner ir kt. [5], Lefevre ir Pichard [12]. Modelius su sezoniskomis zalomis
nagrinéjo Damarackas ir Siaulys [7], Grigutis ir kt. [11].

Gerber ir Shiu 1998 metais [10] darbe pasitlé rizika vertinti ne per bankroto tikimybe, o
analizuoti diskontuota baudos funkcija 15, kuri rodo dabartine busimy nuostoliy verte. Po
to, kai buvo pristatyta si funkcija, pavadinta autoriy Gerber-Shiu vardu, imta placiai nag-
rinéti jos savybes skirtingiems rizikos modeliams. Gerber-Shiu funkcijos savybes diskretaus
laiko rizikos modelyje nagrinéjo Bao ir Liu [2], Cheng ir kt. [6], Li ir Wu [14], Bieliauskiené
ir Siaulys [3] ir kiti. Rekursiné formulé Gerber-Shiu funkcijos reiksmiy skaic¢iavimui dvieju
sezony modeliui buvo pristatyta Navickienés ir kt. [15].

Siame darbe nagrinésime atskira Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos atvejj trijy

sezony diskretaus laiko rizikos modeliui. Antrame skyriuje apibrésime pagrindines sgvokas ir



zyméjimus. Treciame skyriuje pristatysime gautus rezultatus, iSvesime rekursine lygybe Sios
funkcijos reikSmeéms rasti. Ketvirtame skyriuje naudojantis gautais rezultatais, sudarysime
algoritma ir apskaic¢iuosime Gerber-Shiu funkcijos reikSmes keliems atskiriems pavyzdziams.
Pagrindiniai $io darbo rezultatai remiasi idéjomis i§ Navickienés ir kt.[15] bei Grigudio ir kt.

[11] straipsniu.



2 Savokos ir apibrézimai

Diskretaus laiko rizikos modelis — tai paprasciausias draudimo rizikos modelis, aprasantis

draudiko kapitalo kitima beégant laikui.

Apibrézimas 2.1. Sakysime, kad draudiko turtas W, kinta pagal trijy sezony diskretaus
laiko rizikos modelj, jei bet kuriam n € Ny = NU {0}
Wun)=u+n-> 2
i=1

ir tenkinami Sie apribojimai:
« pradinis draudiko turtas yra neneigiamas sveikasis skaicius, t.y. v € Ny;

o zalos {Z1,75,Z3,...} yra neneigiami sveikareikSmiai nepriklausomi atsitiktiniai dy-
dziai;
e egzistuoja atsitiktiniai dydziai X, Y ir H tokie, kad Zypi1 = X, Zgjso =Y it Zgpig = H

kiekvienam k € Ng.

Jeigu X Ly Ly , tada nagrinéjamas trijy sezony modelis yra jprastas homogeninis dis-
kretaus laiko rizikos modelis. IS trijy sezony modelio dviejy sezony modelio paprastai gauti
negalime.

Kiekvienu laiko momentu draudiko turtas kinta, todél svarbu jvertinti, kada turtas pa-

sieks nulj ar taps neigiamas, t.y. jvyks bankrotas.

Apibrézimas 2.2. Bankroto laikas T, — tai laiko momentas n, kai draudiko turtas W, (n)

pirma karta pasieké nulj arba tapo neigiamas, t.y.

- min{n > 1: W,(n) <0}
00, jeigu Wy(n) >0 Vn € N.

Viena i$ pagrindiniy bet kokio rizikos modelio charakteristiky yra banktoto tikimybe.

Apibrézimas 2.3. Bet kokiam u € Ny ir bet kokiam laiko momentui 7' € N

¢(u’ T) = P(Tu < T)



vadinama diskretaus laiko rizikos modelio baigtinio laiko bankroto tikimybe.

Bet kokiam u € Ny
Y(u) =P(T, < )
vadinama begalinio laiko bankroto tikimybe.

Gerber ir Shiu 1998 metais [10] pasiulé rizika vertinti ne per bankroto tikimybe, o anali-

zuoti diskontuotg baudos funkcija, kuri rodo dabartine busimy nuostoliy verte.

Apibrézimas 2.4. Remiantis apibrézimu, pateiktu Gerber ir Shiu [10], diskretaus laiko

rizikos modeliui baudos funkcija nusakoma lygybe

Yow(u) = B (e rw(Wy(T, — 1), [Wu(T)) (1, <o0))

¢ia 0 > 0 yra palukany galia, w(z,y) dviejy neneigiamy argumenty funkcija, o T, — bankroto

laikas.

Siame darbe nagrinésime atveji, kai w(z,y) = 1 visiems neneigiamiems z ir y, tada

Us(u) = Y (u) = E (7T Lz, oy

Taip pat pastebime, jei 6 = 0, tada Gerber-Shiu funkcija yra lygi banktoto tikimybei, t.y.

Y(u) = o(u) = P(T, < o0).

Nagrinéjame trijy sezony diskretaus laiko rizikos modelj generuota atsitiktiniy dydziy

X,Y ir H. Kiekvienam k € Ny pazymime

=PR=k)=P(X+Y =k), ¢=P(Q=k =P(X+Y +H=k)

atsitiktiniy dydziy X, Y, H, R=X+Y ir Q = X +Y + H lokalias tikimybes. Atitinkamai
kiekvienam u € R apibréziame Siy atsitiktiniy dydziy pasiskirstymo funkcijas

lu] Lu) Lu]
Fx(u) =P(X <u) =Y o, Fy(u) =P <u) =y, Fulu) =P(H <u) =3 hy,
k=0 k=0 k=0

Lu] LUI
Fa(u) =P(R<u) = Y, Folu) =PQ<u) =Yg
k=0 k=0
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3 Pagrindiniai rezultatai

Siame skirsnyje suformuluoti teiginiai, leidZiantys suskaiciuoti funkcijos 1s(u) reikSmes

trijy sezony diskretaus laiko rizikos modelyje, bei pateikiami juy jrodymai.

Teiginys 3.1. Tegul dviejy sezony diskretaus laiko rizikos model; generuoja trys neneigiami
nepriklausoms sveikieji atsitiktiniai dydziai X,Y ir H. Jeigu EX + EY + EH < 3, tada
limy, o0 ts(u) = 0 bet kokiam fiksuotam § > 0. Be to, jei maz{Ee®X Ee®Y Ee®} < oo

kazkokiam A > 0 tada Y12, ¥s(l) < oo kiekvienam fiksuotam 6 > 0.

Irodymas. Remiantis 4 teorema i$ [11] turime, kad

lim 9(u) = 0.

UuU— 00

Todeél ir lim, o ¥s(u) = 0 bet kokiam fiksuotam § > 0, nes 0 < ts(u) < 9(u) visiems

d,u = 0. Toliau pazymékime n; = Z; — 1,Vi € N. IS salygos iSplaukia, kad
slellglE (eAm) = max{Ee®¥ Ee?Y Ee?f} < oo,
Taip pat

Jim sup ([ ey

= Jim max{E (1 = X)Txan) B (0= Y)Lyan) B (1~ B)lpa-y )} =0

ir

1 & EX+EY+EH -3
lim sup—ZEm = + - <

uU—=00 N M = 3

0.
Remiantis 1 lema i$ [1] turime
k
Ys(u) < P(u) =P (supZm > u) <ce @, u>0, ¢ irc teigiamos konstantos.

k21 =1

Todél bet kuriam 6 > 0 turime

Ss(l) <Y e < 0.
1=0 1=0



Teiginys 3.2. Tarkime, tenkinamos visos teiginio 3.1 sqlygos. Laikykime, kad § > 0 ir s
zZymi Gerber-Shiu funkcjg suw(x,y) = 1 visiems neneigiamiems x iry. Taip pat, pazymékime

Ss =2 s(1). Jeiqo=P(X+Y +H=0)>0, tai
s(n) = anhs(0) + bubs(1) + ¢,Ss + d, (1)

kiekvienam n € Ny, kur a,, b,, ¢, ir d, yra realiyjy skaiciy sekos apibréztos rekursiskai pagal

sias lygtis:

1
ap=1, a; =0, ay=———,
' Yoho
1 n—2
a, = “ <e35an_3 — Z Q] — rpn_2> , ne{3,4,... };
0 =1

1 1
bp=0, b =1, 52=<$0h1—h1—>7
ho Yo

1 n—2
b = “ <e35bn3 — > Gibny =z o(1 — x0y0h1)> , nef3 4, )
0 =1

1

co=0, c1=0, cy3= 1 —e*),
0 1 2 yoho( )
1 n—2
Cn = — ( 36071—3 - Z QiCp—1 + xn—Q(l - 835)> ;, ne {37 4’ T };
do =1
d() - O, dl — 0,
1
dy = o (ePEX +(BY — 1+ 1) + EH 4+ ho — 1 —yo(1 — ho — h1)),
0720
1 - n—3 L n—3 .
d, = — <e35dn_3 —e®Fx(n=3)—c"Y mFy(n—2—-10)=Y rnFyn—1-1)
qo0 1=0 =0
n—2

Y qdni + Tp2(e®EX + (BY — 1+ yp) + EH + hy — 1)
=1

—Tn_g(l—ho—h1)>, n6{3,4,...}.
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Irodymas. Tarkime, kad 6 > 0 ir u € Ny. Pagal funkcijos 15 apibrézima turime

¢5(’LL) =K (e_éTuﬂ{Tu<oo})

= ZIE (efgmﬂ{Tu:m])
:Ze_‘sm]P’<ZZi<u+n,n€{1,2,. —1}1rZZ m—l—u)

=1

= e P(Zy 2 14u) +e PP(Zy <14u, Zy + Zo > 2+ u)

+ e P(Zy < 14w, Zy+Zo <24u, Zy+ Zy+ Z3 > 3+ 1)

+Ze§mP(ZZi<u+n,n€{1,2,. —1}1rZZ m—l—u).

m=4 i=1
Kadangi X 22, 22,222 . viz,472.472. % wHLZ,L7,L 7,2
gaunailne
w(s(u) = 676 Z T, + 6726 Z Z Ty + 6736 Z Z Z xlylghj
>1+u I<u k>2+u—I I<u k<l4+u—1j>234+u—k—I1

+ 3 P (Zy Su, Zy+ Zo < L4 u, Zy + Zo+ Z3 < 2+ u,

m=4
v+ Zo+Zs+ Y Zi<u+n,ne{4,...,m—1}
1=4

1rZ1—|—Z2—|—Z3+Z>m+u>

1=4
- u 1+u—I

:e_‘sFX()+e 25ZZL’1FY 1+U—l 352 lekuH@—i—u—k—l)

=0 =0 k=0

14+u—l 24+u—Il—k

+33 > muywhy Ze 5’”]P’<ZZ <n+u—1—k-—j,
1=0

k=0 7=0
ne{4,..., —1}1rZZ m—i—u—l—k—j)
o u 14u—l
:e*‘SFX( ) 25Z$1FY —|—u—l 362 Z .Cl:lkuH(Q—i"U/—k—l)
=0 =0 k=0

u 14+u—I2+u—I—k

+e_352 Z Z xlykhjw5(3+u—l—k—j). (2)

=0 k=0  j=0

Kiekvienam m € Ny pazymime

=P(R=m)=P(X+Y =m)= ixlym_l

11



ir
m m—I

=PQ=m)=PX+Y+H=m)=> > xyihmij

=0 j=0

Priespaskutine suma (2) lygybéje galima perrasyti tokiu budu

u+1 14+u—I L o
Z Z l'lkuH(Q +u— (k -+ l)) — xu+1y0FH<1)
I=0 k=0
u+1 L o
= Z rFp24+u—1) =z 1y F u (1)
1=0
= TZFH<2 tu— l) + Tu-‘rlFH(l) - $u+1?/07H(1)- (3)

1=0
Tuo tarpu paskutiné suma (2) lygybéje gali buti perrasyta taip

u+1 14+u—1 24+u—Il—k

o> > wwhis(B+u— L+ k+ 7)) — (Tus190hots(2) + Tupayohiths(1))
=0 k=0  j=0

u+1
=Y qs(3+u —1) — (Tus1Y0hots(2) + Tur1yohibs(1))
1=0

=S qs(3+u—1) + qur19¥s(2) — Tur1Yohoths(2) — Tus1yohivs(1)). (4)
=0
[stacius gautas (3) ir (4) israiskas i (2) lygybe, gauname

Vs(u) = e °Fx(u) + e ixlfy(l +u—1)

1=0
3ézrlFH 24u—1)+ 362ql¢5 B+u—1)
1=0
+ e (1 Fr(1) — us1yo F (1) + ¥5(2)(quir — Tur1¥oho) — Tur1yohitis(1)).
(5)

Gautg lygybe sumuojame nuo v = 0 iki u = N € N:

Z—‘B%(U) =e” Z Fx(u)+e )" Zu:aﬁy(l +u—1)

u=0 [=0

u

_SézZT‘ZFH2+U—l _3522ql@/}53+u—l)

u=0 =0 u=0 [=0
N N
+e ¥ ( Z Fust — Yo F (1) D s +¥s(2) D quia
u=0 u=0 u=0
N N
—Yohoth5(2) Y Tus1 — yohaths(1) Y $u+1> : (6)
u=0 u=0

12



Pastebime, kad pakeite sumavimo tvarka turime

N+1
xlfy(l—l—u—l ZFY FxN+1—U>

hE

i
o

o N+2
TZFH<2+U—Z ZFH FRN+2—U>

IS
Il
o

™ =
M+ L1 I

N+3
qvs(3+u—1)= Z% u)Fo(N + 3 —u).

hE

Il
o
—
I
o

u
Vadinasi, jstacius gautas iSraiskas j (6) ir sutraukus panasius narius, gauname

i%(u)a — e Fo(N 43 —u))

N+1

N
=e Y Fx(u)+e® Z Fy(u)Fx(N +1—u)
N—+2 . N - N
-39 Z Fru(u)Fr(N +2—u) +e <FH(1) > rupr — Yo Fur(1) Y 2y
u=0 u=0
N N
+15(2) Z Gur1 — Yohot)s(2) Z Tuy1 — Yohaos(1) Z l’u+1>
u=0 u=0 u=0
e (1h5(0) Fo(N + 3) + bs(1) Fo(N + 2) + 5(2) Fo(N + 1))

+ Ys(N + 1) + s(N +2) + 1s(N + 3). (7)

Paskutinéje lygybéje pereiname prie ribos, kai N — oo. Akivaizdu, kad

A}l_r}I(l)OZ:FX =EX, ]\}EI})OFQ(N+3):A}1_I>I(1)OFQ(N+2):]\}EI})OFQ(N—i—l):l,
(8)
N N N
]\}gl})ouz:%%ﬂ =1—qo, ]\}l_fgog%ﬂ =1— xo, Jégnoogmﬂ =1-—ro. (9)

IS 3.1 teiginio turime, kad
Jim 5(N +3) = lim 5(N +2) = lim ¢s(N +1) = 0. (10)

Toliau nagrinéjame antra narj i$ (7) lygybés deSinés pusés. Aisku, kad

N—+1 o
J&%;FY W) Fx(N+1—u) < z::F

13



[vertinti is kitos pusés imkime bet kokj M € N. Tada

N+1 M M
—_ ) > _ -
]\PL%OZFY u)Fx(N +1 u)/hmFXN—l—l 2:: ;F
Taigi
N+1 00

=+ 2y +3ys +4ya+ ...

— (i +yptys+yat+...)

=EY — 1+ 1. (11)

Analogiskai jvertiname tre¢ia narj is (7) lygybés desinés pusés:
N+2

N—o0
=2

Is kitos pusés imdami bet kokj M € N gauname

N+2 M
— > — F )
Taigi
N+2 oo

= Ry + 2ho + 3hs + dhy + ...
— (hy 4 2hg + 2hs + 2hy + ...

— EH + hy + 2hg — 2. (12)

Liko iSnagrinéti kaire (7) lygybeés puse. Pasinaudoje teiginiu 3.1 gauname
N+3

lim Z Ys(u) = S5 < 0.

N—oo “—

Taip pat ir

N+3 oo
]\}5%0 > ws(u)Fo(N +3—u) < D ts(u) =S5 < 0.
u=0 =

14



Is kitos puses, imkime bet kokj M € N. Tada

N+3

lim Zw(; FQN—|—3—u)2hm Fo(N+3—-M Z@bg

N—o0

Todél kairéje (7) lygybés puséje gauname

N+3
lim Y s(u)(1— e Fo(N +3—u)) = (1—e)Ss. (13)

N—o00 =0
Taigi sustacius visas gautas (8)-(13) israiskas i (7) lygybe gauname
(1—e)S5 = EX +e 2 (EY — 1 +yo) +e *(EH + 2ho + hy — 2)
— e 95(2)yoho — ¢ Ps(1) (yoht — zoyohn + 1) — e~ *15(0)

+ 6_36(1 — ho — hl)(l — y[)) (14)

Pagal teiginio prielaida nagrinéjame atvejj, kai ¢y > 0. Siuo atveju zg # 0,y # 0 ir hg # 0.
I$ (14) lygybés turime, kad

VY5(2) = ax1ps(0) + bats(1) + 2S5 + da, kur

1 1 1 1
=——— } hy—h; — — — (1—e
2 Yoho 2T ho (Ig P ?Jo)’ 2= yoho( )’
1
dy = yh(25EX+e(IEY—1+y0)+IEH+hD—1—yo(l—ho—hl))
07¢0

Taigi teiginio 3.2. (1) lygybé galioja, kai n = 2. Dabar indukcijos budu jrodysime, kad tokia
lygybé galioja visiems n € N. Tarkime, kad lygybé (1) galioja visiems n € {0,1,..., K}
su apibréztomis sekomis a,, b,, ¢, ir d,,. Pasinaudodami indukcijos hipoteze ir lygybe (5) su

u= K — 1, turime

ePPs(K — 1) = ¥ (ag_195(0) + br_19s(1) + cx—155 + dr—1)

K—1 K—1
=e®Fx(K—1)+e Y oFy(K -0+ > nFu(K+1-1)
1=0 1=0

K-1

+qos(K +2) + Y qos(K +2 = 1) + qribs(2) — ¥5(2)zxyoho

=1

—s(D)xgyohs + TKFH(l) - xKyOFH(l)'

15



Taigi,

K
Qo¥s(K +2) = ¥5(0) (egéaKl =Y qagio + azﬁcKyoho)

=1

K
+ wzi(l) (egébKl - Z q1bK+2fl + bQZL’KyOhQ + xKy0h1>

=1

K

+ Ss (egécK—l = Qe+ C2xKyoho>

=1

+ eg‘de_l — eQéFx(K — 1) — 66 Z [L’le(K — l)
1=0

K-1 K
— Z TIFH(K + 1— l) — qudK+271 + dzl’Kyoho — FH(l)(TK — .IKyo))
=0 =1

arba

s (K +2) = ag12905(0) + bry2t0s(1) + cx42S5 + dic o,

kur agyo,br o, Cxio it di o yra sekos apibréztos teiginio formuluotéje. Pagal indukcijos

principa gauname, kad (1) lygybé teisinga visiems n. Teiginys 3.2 jrodytas.

4 Funkcijos 15 reiksmiy skaiciavimas

Siame skirsnyje aprasomas algoritmas funkcijos 15 reikéméms skaic¢iuoti nagrinéjamame
trijy sezony rizikos modelyje bei pateikiami skaciavimy pavyzdziai. Visi skai¢iavimai buvo
atlieckami R programa, naudojant padidinto skaic¢iavimy tikslumo paketa Rmpfr. Skaiciavi-
mo algoritmas remiasi (2) formule i$ teiginio 3.2 ir teiginio 3.1 rezultatais.

Tarkime, kad turime teigiamg palukany galiag 6 > 0, o modelj generuoja trys nepriklauso-
mi atsitiktiniai dydziai X, Y ir H, kaip apibrézta 2.1 apibrézime, tenkinantys visas teiginio

3.2 salygas. Remiantis pagrindine lygybe (1) sudarome lygéiy sistema
an—ri,%s(0) + by_x,¥s(1) + en—k, S5 + dy -k, = Ys(N — Ky),

CLN—K2¢6(0) + bN—Kﬂﬂé(l) + CN_KQS(; -+ dN—K2 = ¢5(N — KQ),

QN¢5<O) + b]\ﬂﬂg(l) +cenSs +dy = 'lb(;(N)
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Kadangi remiantis teiginiu 3.1 ¢5(N — K1), ¥s(N — K3) ir ¢5(N) artéja i nulj, kai N artéja
i begalybe, tai ankstesne lygciy sistemg galime pakeisti artima lygciy sistema
an—r,¥5(0) + by, Us(1) + en—x, S5 + dn—r, = 0,

aN—Kglga(()) + bN—Kglzé(l) + CN_K2§5 +dy_k, =0, (15)

ans(0) + byhs(1) + enSs + dy = 0.

Toliau pateikiame pavyzdzius. Visuose pavyzdziuose nagrinéjama funkcija 15 su trimis
skirtingais parametrais 6 € {0,005;0,01;0,1}. Gautos funkcijos 15 reikSmeés pateikiamos
lenteléje su skirtingomis pradinio draudiko turto reikSmémis v € {0,1,...,20}. Kadangi
funkcija 15 mazéja eksponentiskai, grafikuose pavaizduotos logaritmuotos funkcijos reikSmes.

Toliau pateikti rezultatai gauti pasirinkus parametrus N = 100, K; = 2 ir Ky = 5.

Pavyzdys 4.1. Tarkime, kad diskretaus laiko rizikos modelis generuojamas trijy nepriklau-
somy atsitiktiniy dydziy X,Y ir H
X ‘ 0 ‘ 1 2 Y ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 H ‘ 0 ‘ 1

P‘0,6‘0,2‘0,2’ IP"O,5‘O,2‘O,2 0,1 P‘O,?‘o,?)'

Isitikiname, kad modelis tenkina visas teiginio 3.2 salygas, t.y. EX+EY +EH = 1,8 < 3 ir
go # 0. Sprendziant lygciu sistema (15) randame 15(u) reikSmes, kurios pateiktos lenteléje
bei pavaizduotos grafike (1 pav).

-10

-12
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

—5=0,005 —5=0,01 —&=0,1

1 pav.: logys reiksmeés 4.1 pavyzdzio modeliui
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Pavyzdys 4.2. Dabar tarkime, kad modelis generuojamas trijy atsitiktiniy dydziy X,Y ir
H pasiskirsciusiy pagal Puasono skirstinj su atitinkamais parametrais \; = 0,8, Ay = 0,5
ir A3 = 0,9. Modelis tenkina visas teiginio 3.2 salygas. Gautos funkcijos 15 reiksmeés

pateikiamos lenteléje ir grafike (2 pav).

1] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

—E=0,005 =——5=0,01 8=0,1

2 pav.: logy;s reiksmeés 4.2 pavyzdzio modeliui
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0 = 0,005

Pavyzdys 4.1
0=0,01

§=0,1

§ = 0,005

Pavyzdys 4.2
0=0,01

§=0,1

© 00 g O Ot = W [\ ) IS

N = = = = s = = e e
S © 00 N O Ut kR W N = O

0,593409646865
0,338775474447
0,111224602204
0,039360705062
0,009738796039
0,003768066946
0,001192071881
0,000386277870
0,000128569209
0,000041866492
0,000013739345
0,000004508427
0,000001477001
0,000000484374
0,000000158802
0,000000052061
0,000000017069
0,000000005596
0,000000001835
0,000000000602
0,000000000197

0,588949589447
0,335714895655
0,109243179933
0,038377819959
0,009307719331
0,003573972208
0,001115753328
0,000356740137
0,000117369508
0,000037729390
0,000012228154
0,000003963039
0,000001282103
0,000000415243
0,000000134446
0,000000043528
0,000000014094
0,000000004563
0,000000001478
0,000000000478
0,000000000155

0,517512229608
0,289025388515
0,082045280717
0,026054549797
0,004532362081
0,001564177363
0,000397408295
0,000102087484
0,000028195609
0,000007381044
0,000001965055
0,000000524823
0,000000139201
0,000000037066
0,000000009862
0,000000002622
0,000000000698
0,000000000186
0,000000000049
0,000000000013
0,000000000003

0,643200800000
0,338332700000
0,165304300000
0,083004580000
0,043678810000
0,023610480000
0,012873430000
0,007027263000
0,003834333000
0,002091471000
0,001140705000
0,000622148200
0,000339327400
0,000185074300
0,000100942500
0,000055055590
0,000030028170
0,000016377830
0,000008932720
0,000004872044
0,000002657288

0,638637100000
0,333550400000
0,161112500000
0,079751280000
0,041346270000
0,022028000000
0,011841670000
0,006373714000
0,003429080000
0,001844212000
0,000991742700
0,000533317700
0,000286799300
0,000154231300
0,000082940660
0,000044602820
0,000023985960
0,000012898870
0,000006936597
0,000003730278
0,000002006023

0,568001300000
0,271525400000
0,113809300000
0,047022850000
0,020115490000
0,008880854000
0,003976683000
0,001786224000
0,000801902500
0,000359716900
0,000161305400
0,000072329270
0,000032433470
0,000014544020
0,000006521983
0,000002924656
0,000001311503
0,000000588117
0,000000263729
0,000000118264
0,000000053033

1 lentelé: 15 reiksSmes

5 ISvados

Siame magistriniame darbe isvestas rekursinis diskontuoto bankroto laiko reiksSmiy skai-
¢iavimo algoritmas atskiram nehomogeninio rizikos modelio atvejui — trijy sezony modeliui.

Gauto algoritmo veikimas iliustruotas skaitiniais pavyzdziais.
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A Priedai

R kodas:

library (Rmpfr)

# nustatome parametry reisSmes

delta = 0.1; N = 100; K1 = 2; K2 = 5; umax = 20
# apsibréZiame vektorius

q = numeric(N); r = numeric(N)

a = mpfrArray(0, precBits = 1024, dim = c(N,1))
b = mpfrArray(0, precBits = 1024, dim = c(N,1))
¢ = mpfrArray(0, precBits = 1024, dim = c(N,1))
d = mpfrArray(0, precBits = 1024, dim = c(N,1))

psi = mpfrArray(0, precBits = 1024, dim = c((umax+1),1))

FX = numeric(N); FY = numeric(N); FH = numeric(N)

# apsibrézZiame zaly skirstinius

x = ¢c(0.6, 0.2, 0.2); y = c(0.5, 0.2, 0.2, 0.1); h= c(0.7, 0.3);

# lambdal = 0.8; lambda2 = 0.5; lambda3 = 0.9;

x = dpois(c(0:N),lambdal); y = dpois(c(0:N),lambda2); h = dpois(c(0:N),lambda3);

# skaiciuojame reikalingus dydZius
Xmax <- length(x)-1; Ymax <- length(y)-1; Hmax <- length(h)-1
X = 0:Xmax; Y = 0:Ymax; H = O:Hmax
EX = sum(X * x); EY = sum(Y * y); EH = sum(H * h)
x[(Xmax+2) :N] = 0; y[(Ymax+2):N] = 0; h[(Hmax+2):N] = 0
for (i in 0: (Xmax+Ymax+Hmax)) {
for (k in 1:(i+1)){
for(j in 1:(i+2-k))
qli+1] = qli+1] + x[k] * y[j] * h[(i+3)-k-j]1 }}
for (i in 0:(Xmax+Ymax)) {
for (k in 1:(i+1))
r[i+1] = r[i+1] + x[k] * y[(i+2) - k] }
FX[1] = x[1]
for (u in 1:(N-1)) {FX[u+1] = FX[ul + x[u+1]}
FX=1-FX
FY[1] = y[1]
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for (u in 1:(N-1)) {FY[u+1]

FY[ul + y[u+1]}
FY=1-FY
FH[1] = h[1]

for (u in 1:(N-1)) {FH[u+1] FH[u] + hlu+1]}

FH=1-FH

# skaiCiuojame seky reiksSmes
al1] = mpfr(1,1024)

al2]
a[3]
for (n in 3:(N-1)) {

0

mpfr(-1,1024) / mpfr(y[1] * h[1],1024)

aln + 1] = mpfr(1,1024) /mpfr(ql1],1024) * (mpfr(exp(3 * delta),1024) *
mpfr(al(n + 1) - 3]1,1024) + mpfr(x[n-1],1024) *
mpfr(y[1] * h[1],1024) * mpfr(a[3],1024))
for (i in 2:(n-1))
aln + 1] = mpfr(aln + 11,1024) - (mpfr(1,1024) / mpfr(ql[1],1024)) *
(mpfr(q[i],1024) * mpfr(aln - i + 2],1024)) }

b[1] = 0
b[2] = mpfr(1,1024)
b[3] = -(mpfr(1 / y[1],1024) + mpfr(h[2],1024) - mpfr(h[2],1024) *

mpfr(x[1]1,1024)) / mpfr(h[1],1024)
for (n in 3:(N-1)) {
bln + 1] = 1 / mpfr(ql[1]1,1024) * (exp(3 * delta) * mpfr(b[(n + 1) - 3],1024) +
mpfr(x[n-11,1024) * (mpfr(y[1] * h[1],1024) * mpfr(b[3],1024) +
mpfr(h[2] * y[1],1024)))
for (i in 2:(n-1))
bln + 1] = mpfr(b[n + 11,1024) - (1 / mpfr(ql[1],1024)) *
(mpfr(q[il,1024) * mpfr(b[n - i + 2]1,1024)) }

cl1]
c[2] =0

0

cl[3] = (1 - exp(3 * delta)) / (y[1] * h[1])
for (n in 3:(N-1)) {
cln + 1] =1 / mpfr(q[1],1024) * (exp(3 * delta)* mpfr(c[(n + 1) - 3],1024) +
mpfr(x[n-11,1024) * (mpfr(y[1] * h[1],1024) * mpfr(c[3],1024)))
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for (i in 2:(n-1))
cln + 1] = mpfr(c[n + 1]1,1024) - (1 / mpfr(ql1],1024)) * (mpfr(ql[il,1024) x*
mpfr(cln - i + 2]1,1024)) }

df1] =0
d[2] =0
d[3] = (mpfr(exp(2*delta),1024) * mpfr(EX,1024) + mpfr(exp(delta),1024) *

mpfr (EY-1+y[1],1024) + mpfr(EH+h[1]-1-y[1]+h[1]*y[1]+h[2]*y[1],1024)) /
mpfr(y[1]1*h[1],1024)
for (n in 3:(N-1)) {
dln + 1] = (1 / mpfr(ql1],1024))* (exp(3 * delta)* mpfr(d[(n + 1) - 3],1024) +
mpfr(x[n-11,1024) * mpfr(exp(2 * delta) * EX,1024) +
mpfr(exp(delta) * (EY - 1 + y[1]), 1024)
+ mpfr(EH + h[1] - 1,1024) - mpfr(exp(2 * delta) * F_X[n - 2],1024) -
mpfr(r[n-1],1024) * mpfr((1 - h[1] - h[2]),1024))
for (i in 2:(n-1))
dln + 1] = mpfr(d[n + 11,1024) - (1 / mpfr(q[1],1024))* (mpfr(qlil,1024) x*
mpfr(d[n - i + 2],1024) + mpfr(exp(delta),1024) * mpfr(x[i-1],1024) *
mpfr(F_Y[n - i + 11,1024) + mpfr(r[i-1],1024) * mpfr(F_H[n-i+2],1024))}

# sprendziame lygciuy sistemag

eqA = array(c(mpfr(a[N - K1],1024), mpfr(a[N - K2],1024), mpfr(a[N],1024),
mpfr (b[N - K11,1024), mpfr(b[N - K21,1024), mpfr(b[N],1024),
mpfr(c[N - K1]1,1024), mpfr(c[N - K2],1024) ,mpfr(c[N],1024) ),
dim = c(8, 3))

eqb = array(c(mpfr(-d[N - K1],1024), mpfr(-d[N - K2],1024), mpfr(-d[N],1024)))

# skaiciuojame atvirkStineg matrica

detA = mpfr(eqA[1,1],1024) * mpfr(eqA[2,2],1024) * mpfr(eqA[3,3],1024) +
mpfr(eqA[1,2],1024) * mpfr(eqA[2,3],1024) * mpfr(eqA[3,1],1024) +
mpfr(eqA[1,3],1024) * mpfr(eqA[2,1],1024) * mpfr(eqA[3,2],1024) -
mpfr(eqA[1,3],1024) * mpfr(eqA[2,2],1024) * mpfr(eqA[3,1],1024) -
mpfr(eqA[1,2],1024) * mpfr(eqA[2,1]1,1024) * mpfr(eqA[3,3],1024) -
mpfr(eqA[1,1],1024) * mpfr(eqA[2,3]1,1024) * mpfr(eqAl[3,2],1024)

eqA_T = array(c(mpfr(eqA[1,1],1024) ,mpfr(eqA[1,2],1024) ,mpfr(eqA[1,3],1024),

mpfr(eqA[2,1],1024) ,mpfr(eqA[2,2],1024) ,mpfr(eqA[2,3],1024),
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dim = c(3, 3))
Al11 =
mpfr(eqA_T[3,2],1024)
A12 = mpfr(eqA_T[2,1],1024)
mpfr(eqA_T[3,1]1,1024)
A13 = mpfr(eqA_T[2,1],1024)
mpfr(eqA_T[2,2],1024)
A21 = mpfr(eqA_T[1,2],1024)
mpfr(eqA_T[3,2],1024)
A22 = mpfr(eqA_T[1,1],1024)
mpfr(eqA_TI[3,1],1024)
A23 = mpfr(eqA_T[1,1],1024)
mpfr(eqA_T[3,1],1024)
A31 = mpfr(eqA_T[1,2],1024)
mpfr(eqA_T[2,2],1024)
A32 = mpfr(eqA_T[1,1],1024)
mpfr(eqA_T[2,1],1024)
A33 = mpfr(eqA_T[1,1],1024)
mpfr(eqA_T[2,1],1024)
eghA_inv =

mpfr(eqA[3,1],1024) ,mpfr(eqA[3,2],1024) ,mpfr(eqA[3,3],1024)),

mpfr(eqA_T[2,2],1024) * mpfr(eqA_T[3,3],1024)

dim

# ieSkome sprendiniy

mpfr(eqA_T[3,3],1024)

mpfr(eqA_T[3,2],1024)

mpfr(eqA_T[3,3],1024)

mpfr(eqA_T[3,3],1024)

mpfr(eqA_T[3,2],1024)

mpfr(eqA_T[2,3],1024)

mpfr(eqA_T[2,3],1024)

mpfr(eqA_T[2,2],1024)

c(3, 3))

eqx = mpfr(eqA_inv,1024) %x% mpfr(eqb,1024)

id_mat = eqA_inv %*% eqh
psil1] = eqx[1]

psil2] = eqgx[2]

S = eqgx[3]

mpfr(eqA_T[2,3],1024)

mpfr(eqA_T[2,3],1024)

mpfr(eqA_T[3,1],1024)

mpfr(eqA_T[1,3],1024)

mpfr(eqA_T[1,3],1024)

mpfr(eqA_T[1,2],1024)

mpfr(eqA_T[1,3],1024)

mpfr(eqA_T[1,3],1024)

mpfr(eqA_T[1,2],1024)

1/detA * array(c(A11,-1%A21,A31,-1%xA12,A22,-1%xA32,A13,-1%A23,A33),

# skaiciuojame Gerber-Shiu funkcijos reisSmes pagal rekursine formule

psil[3]
psil4:

psi_num =

= a[3] * psil[1] + b[3] * psi[2]+ c[3] * S + d[3]

(umax + 1)] =

al4: (umax + 1)] * psi[1] + b[4:(umax + 1)] * psi[2] +

cl4:(umax + 1)] * S + d[4: (umax + 1)]

asNumeric(psi)
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