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Santrauka

Daug problemy fizikos, ekonomikos ar technikos srityje gali buti formuluojamos kaip globalios
ar kombinatorinés optimizacijos uZdaviniai. Kadangi globalios bei kombinatorinés optimizacijos
uzdaviniai priskiriami NP-sunkiems uZdaviniams, jie yra labai reikliis skai¢iavimo resursams. Sie-
kiant rasti optimizacijos uzdaviniy optimaly sprendinj kuo grei¢iau, naudojami algoritmai protingai
perrenkantys galimus sprendinius. Vienas i§ tokiy algoritmy yra Saky ir réziy algoritmas. Norint
dar pagreitinti sprendiniy paieSkg Saky ir réZiy algoritmais, jie yra lygiagretinami. Tai reiSkia,
kad uzdavinys iSskaidomas j nepriklausomas dalis ir naudojami keli procesoriy branduoliai ar keli
procesoriai spresti atskiras uzdavinio dalis. Egzistuojantys iSlygiagretinti Saky ir réziy algoritmy
jgyvendinimai nepakankamai atsizvelgia j superkompiuteriy hierarchiSkuma, taigi efektyviai ne-
iSnaudoja prieinamy resursy. Siuo darbu norima iStirti maZai nagrinétas Saky ir réZiy algoritmo
hierarchinio lygiagretinimo galimybes.

Siam tikslui pasiekti buvo sukurta hierarchigkai lygiagretinanti Saky ir ré%iy algoritmus bib-
lioteka. Pasinaudojus sukurta biblioteka jgyvendinti keliaujancio pirklio, kuprinés ir kvadratinio
priskyrimo uZdaviniai. Hierarchinis lygiagretinimas buvo pasiektas naudojant OpenMP ir MPI
technologijas. OpenMP leidZia efektyviai iSlygiagretinti procesus, turin¢ius bendrg atmintj, per
kurig vyksta informacijos apsikeitimas. MPI skirta lygiagretinimui, kai procesai neturi bendros
atminties. Taigi tenka siysti Zinutes j kitus procesus. Sias dvi technologijas galima naudoti kartu.
Tai puikiai tinka Siuolaikiniams super-kompiuteriams, nes jie paprastai sudaryti i§ daugelio susiety
mazgy, kiekviename kuriy procesoriai gali turéti kelis branduolius.

Darbe atliktiems skai¢iavimams buvo naudotas Paskirstytyjy skai¢iavimy tinklas, priklausantis
Skaitmeniniy tyrimy ir skai¢iavimy centrui. Sio tyrimo metu buvo leidZiami tie patys uZdaviniai
keiciant gijy ir procesy skaiciy. IS rezultaty matyti, kad lygiagretinant tik per bendra atmintj pasi-
naudojus OpenMP buvo pasiektas beveik tiesinis pagreitéjimas. Lygiagretinimo siunciant Zinutes
efektyvumas priklauso nuo sprendZiamo uzdavinio. Bendrai MPI lygiagretinimo efektyvumas bu-
vo maZesnis nei lygiagretinant su OpenMP. Tai rodo, kad hierarchinis lygiagretinimas gali paspar-

tinti Saky ir réZiy algoritmy sprendima.

Raktiniai ZodzZiai: Saky ir réziy algoritmai, skai¢iavimy sistemos, hierarchiniai lygiagretieji

algoritmai, hibridinis MPI ir OpenMP lygiagretusis programavimas



Summary

A lot of physics, economics and technical problems can be formulated as global or combina-
torial optimization problems. Since global or combinatorial optimization problems are considered
NP-complete problems, they are demanding on computing resources. To find solutions for opti-
mization problems as fast as possible algorithms that sensibly enumerate solution space. One of
such algorithms is called branch and bound algorithm. To speed up search for solution even more
algorithm parallelization is used. This means that problem is divided into parts what are solved
independently be separate cores on processor. Existing parallel branch and bound algorithms does
not take into account hierarchical structure of supercomputers, thus are not using them efficiently.
This work aims to investigate efficiency of hierarchical parallel branch and bound algorithms.

For this purpose library for hierarchical parallelization of branch and bound algorithms was
created. Using this library traveling salesman, knapsack and quadratic assignment problem solvers
where implemented. Hierarchical parallelization was achieved using OpenMP and MPI technolo-
gies. OpenMP allows to parallelize processes using shared memory to share information among
processes. MPI is used then processes does not have shared memory and need to rely on message
passing to communicate with other processes. These technologies can be used together. This fits
perfectly for today’s supercomputers as usually they consists of several nodes, each of them having
multiple cores.

For computations in this for "Paskirstytyjy skai¢iavimy tinklas” belonging to ”Skaitmeniniy
tyrimy ir skai¢iavimy centras” was used. To study hierarchal parallelization same problems was
ran with different number of allocated nodes and cores on supercomputer. Results show that pa-
rallelization through shared memory using OpenMP achieved near linear speedup. Parallelization
through sending messages showed higher dependency on problem being solved. Overall using just
MPI showed lower speedups than OpenMP. In conclusion hierarchal parallelization can be used to

speedup solving of branch and bound algorithms.

Keywords: Branch and Bound algorithms, High Performance Systems, Hierarchical parallel
algoritms, Hybrid MPI and OpenMP Parallel Programming
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Ivadas

Daug problemy fizikos, ekonomikos ar technikos srityje gali buti formuluojamos kaip globalios
ar kombinatorinés optimizacijos uzdaviniai. SprendZiant $iuos uzdavinius yra ieSkomi argumentai,
x atitinkantys globalius funkcijos ekstremumus, arba jrodoma, kad tokie argumentai neegzistuoja.
Kadangi globalios bei kombinatorinés optimizacijos uzdaviniai priskiriami NP-sunkiems uZdavi-
niams (néra Zinomas algoritmas, galintis tokias problemas iSspresti per polinominj laikg ar grei-
¢iau), jie yra labai reiklus skai¢iavimo resursams. Siekiant rasti optimizacijos uZdaviniy optimaly
sprendinj kuo greiciau, naudojami algoritmai, protingai perrenkantys galimus sprendinius.

Priklausomai nuo tikslo funkcijos iSkilumo optimizavimo uzdavinius galima spresti keliais bu-
dais. Jei tikslo funkcija yra iskili tai, kiekvienas lokalus ekstremumas kartu bus ir globalus. To-
kiems uzdaviniams pakanka rasti lokaly ekstremuma, t.y. kiekviename Zingsnyje rasti sprendinj,
minimizuojantj ar maksimizuojantj tikslo funkcija. Kai surandamas toks sprendinys uzdavinys
laikomas iSsprestu. Taip negalima elgtis, kai tikslo funkcija néra iSkili, nes lokaliy ekstremumy
sekimas nenuves prie globalaus ekstremumo. Esant daugybei ekstremumy reikia kitokio tipo opti-
mizavimo algoritmy, kurie galéty perrinkti visus ekstremumus ir iSrinkti geriausig. Vienas iS tokiy
algoritmy yra Saky ir réZiy algoritmas.

Klasikiniu Saky ir réZiy algoritmo jgyvendinimu siekiama padalinti leisting sprendiniy aibe j
poaibius ir jvertinti poaibiy virSutinius ar apatinius tikslo funkcijos réZius. Jei gautas rézis yra pras-
tesnis nei geriausias Zinomas sprendinys, visa poaibj galima atmesti kaip neturintj globalaus ekst-
remumo. Kiekviena Saky ir réZiy algoritmo iteracija turi tris pagrindinius komponentus: poaibio
pasirinkimas, jo padalijimas ir réZiy skai¢iavimas. Kiekvienas iS komponenty skiriasi kiekvienam
konkreciam uZdaviniui. Taigi, nors ir Saky ir réZiy algoritmai turi bendra forma — konkretus jgyven-
dinimas skirtingiems uZdaviniui stipriai skiriasi. Dél to ir uZdavinio sprendimo spartinimas taikant
§j algoritmg stipriai priklauso nuo sprendZiamo uZdavinio, blogiausiu atveju tenka perrinkti visus
galimus sprendinius.

Norint dar labiau pagreitinti sprendiniy paieska Saky ir réZiy algoritmais jie yra lygiagretina-
mi, t.y. uZzdavinys iSskaidomas j nepriklausomas dalis ir naudojami keli procesoriy branduoliai ar
keli procesoriai spresti atskiras uzdavinio dalis. Saky ir réZiy algoritmai yra patogis lygiagretiems
skai¢iavimams, nors ir turi sunkumy juos islygiagretinant. Sakojimosi metu kiekvienas poaibis gali
biiti generuojamas ir sprendZiamas nepriklausomai nuo prie$ tai buvusiy ar gretimy poaibiy. Sun-
kumai atsiranda, norint suderinti sprendZiamy poaibiy paskirstyma tarp procesy, nes poaibiai yra
generuojami ir eliminuojami dinamiskai, tai reiSkia, kad néra iS anksto Zinomas uzdavinio iSskai-
dymas ir poaibiy pasidalijimas tarp procesy turi vykti dinamiSkai. Taip pat, procesai turi dalintis
tarpiniais rezultatais, norint, kad poaibiy eliminavimas vykty efektyviai. Toks nereguliarus Saky ir
réziy algoritmy elgesys neleidzia atskiriems procesams veikti visiSkai nepriklausomai.

Egzistuojantys iSlygiagretinti Saky ir réZiy algoritmy jgyvendinimai nepakankamai atsizZvelgia
j superkompiuteriy hierarchiSkuma, taigi efektyviai neiSnaudoja prieinamy resursy. DaZnai kom-
piuteriy klasteriy mazgai yra homogeniSki multiprocesoriai, taciau dél to, kad klasteriy mazgai gali
skirtis, bendravimo naSumas klasterio viduje ir tarp klasteriy yra kitoks, sistema tampa hierarchis-

ka ir nehomogenigka. Siai dienai galima rasti mazgy, sudaryty i§ 128 branduoliy, nors maZesnis
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skaiCius (16 ar 32 branduoliai) yra daZnesnis, o sujungty mazgy skaicius néra ribojamas. Didéjant
prieinamumui prie superkompiuteriy ar kompiuteriy klasteriy sujungty sparciais rySiais, darosi vis
aktualiau efektyviai iSnaudoti turimus skaiiavimo resursus.

Nors ir egzistuoja iSlygiagretinti Saky ir réZiy algoritmai, juose paprastai naudojamas tik vie-
nas lygiagretinimo budas. Bendraujama per bendrg atmintj arba praneSimais. Algoritmams vis
dar truksta hierarchiSkumo, néra efektyvu nei vien bendrauti per bendra atmintj, nei vien siuntinéti
praneSimus. Galimas hierarchinis algoritmas turéty gebéti bendrauti ir per bendra atmintj, ir siun-
¢iant Zinutes. Tokiy hierarchiniy lygiagreciyjy Saky ir réZiy algoritmy efektyvumas néra istirtas.
Siuo darbu ir norima istirti mazai nagrinétas $aky ir ré%iy algoritmo hierarchinio lygiagretinimo
galimybes.

Magistrinio darbo rezultatai buvo pristatyti ir publikuoti ,,Lietuvos magistranty informatikos ir
IT tyrimai‘ konferencijos darbuose!.

"http://www.journals.vu.lt/proceedings/issue/view/1129



Darbo tikslas ir uzdaviniai

Darbo tikslas — sukurti hierarchinius lygiagreciuosius Saky ir réZiy algoritmus, efektyviai nau-
dojancius heterogeniniy nasSiyjy kompiuteriy resursus.
Pagrindiniai uZdaviniai:
1. Nustatyti galimus budus hierarchiSkai iSlygiagretinj Saky ir réZiy algoritma;
2. Istirti egzistuojancias kompiuterines bibliotekas Saky ir réZiy algoritmams lygiagretinti;
3. Sukurti biblioteka, kuri bus naudojama hierarchiskai iSlygiagretinti Saky ir réZiy algoritmus;

4. Pasirinkti kelis optimizavimo uzdavinius ir realizuoti jiems skirtus Saky ir réziy algoritmus;

5. IStirti hierarchiniy lygiagreciyjy algoritmy spartinimo priklausomybe nuo sprendZiamo uz-

davinio charakteristiky;



1. Literaturos apzvalga

Saky ir réziy (angl., Branch-and-Bound, BB) algoritmai yra placiausiai paplitusi priemoné
spresti NP-sunkius optimizacijos uzdavinius. D¢l Siy uZdaviniy naturalaus sudétingumo tik ne-
dideli uzdaviniai gali buti iSspresti, naudojant nuoseklius algoritmo jgyvendinimus per prieinama
laikg. Siekiant spresti vis sudétingesnius optimizavimo uzdavinius BB algoritmus pradéta lygia-
gretinti.

Lygiagreciy Saky ir réZiy algoritmy apZvalga galima rasti darbuose [Rou89], [PL90], [TB92],
naujesnés apzvalgos yra [GC94] ir [CLRO6]. Nors ir pra¢jo nemazai laiko nuo paskutinés apzval-
gos, taciau lygiagretinimo budai mazai pasikeité. Vis dar dauguma darby, atliekamy lygiagretinant
BB algoritmus, yra nehierarchiniai, t.y. negalintys tinkamai iSnaudoti hierarchiniy skai¢iavimo
sistemy. Ir kol kas néra nei vienos bibliotekos, skirtos hierarchiSkai lygiagretinti Saky ir réziy al-
goritmus. Efektyvus hierarchiniy sistemy panaudojimas tampa vis aktualesnis dél augancio tokios
techninés jrangos prieinamumo bei mazéjanciy kainy.

Sia apZvalga norima dalinai uZpildyti spraga nuo paskutinés BB algoritmy lygiagretinimo ap-
Zvalgos akcentuojantis j hierarchinius lygiagre€iuosius algoritmus bei supaZindinti skaitytoja su
darbo tema ir problematika. Pirma yra aptarti lygiagretieji skai¢iavimai ir budai juos atlikti. Ant-
ra, bus trumpai pristatyti nuoseklus Saky ir réZiy algoritmai, apibréZiant jy bendra eiga. Trecia —
aptarti Saky ir réZiy algoritmy lygiagretinimo budai bei jy klasifikacija. Pabaigoje bus apZvelgtos

egzistuojancios lygiagrecios Saky ir réZiy algoritmy bibliotekos.

1.1. Paskirstytieji skaiiavimai

Paprasta prasme paskirstytieji skai¢iavimai yra vienalaikis keliy kompiuteriniy resursy (t.y.
procesoriy branduoliy) naudojimas iSspresti uzdavinj. UZdavinys yra padalijamas j atskiras dalis,
kurios gali buti sprendZiamos nepriklausomai ir iSdalijamos skai¢iavimo resursams. Paskirstytyjy
skai¢iavimo efektyvumas labai priklauso ne tik nuo algoritmo jgyvendinimo, bet ir nuo techni-
neés jrangos, nes tai nulemia galima bendravimg tarp skaiciavimo komponenty. Yra iSskiriami du
pagrindiniai budai, kaip gali bendrauti skaic¢iavimo vienetai: bendravimas per bendra atmintj ir
bendravimas Zinutémis. Kalbant apie paskirstytuosius skaiiavimus, taip pat, yra svarbu suprasti

metrikas, naudojamas matuojant lygiagretinimo efektyvuma.

1.1.1. Bendros atminties sistemos
1.1.1.1. Architektura

Bendros atminties lygiagretieji kompiuteriai daZnai tarpusavyje labai skiriasi, bet visi turi bend-
ra savybe. Visi procesoriai turi prieigg prie tos pacios atminties per globalig adresy erdve. Keli
procesoriai gali dirbti nepriklausomai naudodami tuos pacius atminties resursus. Vieno proceso-
riaus pakeitimai atmintyje yra matomi visy kity. IstoriSkai bendros atminties maSinos skirstomos

pagal atminties pasiekimo laikg j dvi grupes®: UMA (angl., Uniform Memory Access) it NUMA

’https://techdifferences.com/difference-between-uma-and-numa.html



(angl., Non-Uniform Memory Access).

UMA masinos daZniausiai biina jgyvendintos kaip simetriniy procesoriy masinos. Siose masi-
nose visi procesoriai yra identiSki. Procesoriai turi vienodg prieiga prie atminties ir jg pasiekia per
vienodg laika. Sistema ypatinga tuo, kad visi procesoriai naudoja ta pacia talpykla (angl., Cache),
deél to, bet kokie pakeitimai atmintyje i$ karto matomi visiems procesoriams. Kalbant apie NUMA
sistemas, jos paprastai bina jgyvendintos sujungus kelias simetriniy procesoriy sistemas. Kiek-
viena simetriniy procesoriy posisteme gali tiesiogiai pasiekti kita simetriniy procesoriy posistemés
atmintj. Dél to, kad dalis atminties pasiekiama per sujungima, atminties pasiekimo laikas néra vie-
nodas visais atvejais. Siose sistemose talpyklos vientisumas néra biitinai i§laikomas, tai priklauso
nuo techninés jrangos.

Apibendrinant bendros atminties sistemas, jy privalumai yra tai, kad tarp skai¢iavimo uzdavi-
nio daliy duomeny dalijimasis yra greitas ir vienodas, dél to, kad atmintis ir procesoriai yra glau-
dziai susieti. Kitas teigiamas aspektas yra globalios adresy erdvés teikiamas paprastas ir lengvai
suprantamas vartotojams prié¢jimas prie atminties. Vienas pagrindiniy bendros atminties sistemy
trukumy yra prastos sistemos galimybés jos praplétimui pridedant daugiau procesoriy. Didinant
procesoriy skaiCiy greitai apkraunamas duomeny judéjimas procesoriaus-atminties keliu. Siste-
mose, palaikanciose vientisa talpykla, taip pat, stipriai apkraunamas ir talpyklos valdymas. Kitas
trukumas yra tai, kad programuotojas tampa atsakingas uZz procesy sinchronizavima uZtikrinant,

kad globali atmintis yra prieinama taisyklingai.

1.1.1.2. OpenMP

Viena populiariausiy technilogijy bendravimui per bendrg atmintj yra OpenMP?*. OpenMP spe-
cifikacija yra bendrai apibréZta grupés pagrindiniy techninés ir programinés jrangos gamintojy.
Dél to biblioteka tinka daugumai platformy ir patogi kurti programas, iSlygiagretintas naudojantis
bendra atmintimi. Biblioteka palaiko programavimo kalbas C/C++ ir Fortran pla¢iam kompiuteriy
architektury pasirinkimui.

Pagrindiniai OpenMP tikslai yra standartizacija, lengvumas, paprastumas naudoti ir portabi-
lumas. OpenMP siekia Siy tiksly pasitlydama standarta tinkantj pladiam kompiuteriy architektiry
ir operaciniy sistemy pasirinkimui. Pasakius OpenMP tikslus reikéty paminéti ir ko Si biblioteka
nesiekia. OpenMP negarantuoja efektyviausio bendros atminties panaudojimo, tiekéjai taip pat ne-
jsipareigoja identiSkai jgyvendinti §j standartg. Karkasas néra pritaikytas reguliuoti lygiagrecios
jvesties/iSvesties, programuotojas turi pats uZtikrinti sinchronizacija reikiamais atvejais. OpenMP
pateikiama biblioteka turi paprasta ir palty rinkinj procesoriaus direktyvy skirta programuoti bend-
ros atminties sistemas. Lygiagretinimas gali buti stipriai iSnaudojamas pritaikius tik 3-4 direktyvas.
Direktyvos taip pat leidZia iSlygiagretinti programa palaipsniui, skirtingai negu Zinutes siunciancias
bibliotekos, kurioms paprastai reikia pilno lygiagretinimo nuo pat pradziy.

Kalbant apie OpenMP lygiagretinimo modelj, lygiagretinimas yra pasiekiamas naudojantis tik
gijomis. Programos vykdymo gija yra maZziausias darbo vienetas, kuris gali buti jtrauktas j ope-

racinés sistemos planavima. Gija galima jsivaizduoti kaip paprograme, kuri gali buti vykdoma

Shttps://www.openmp.org/



nepriklausomai. Taciau gijos vis tik egzistuoja kaip resursai téviniame procese, taigi nutraukus
tévinj procesg gijos irgi yra nutraukiamos. Paprastai gijy skai¢ius sutampa su branduoliy skai-
¢iumi maSinoje, bet kiekviena programa gali pasirinkti ir kitokj gijy skaiCiy. OpenMP naudoja
iSreiksStinj (ne automatinj) programavimo modelj, tai suteikia programuotojui pilng kontrole atlie-
kant lygiagretinimg. Dél Sios prieZasties programos islygiagretinimas gali buti paprastas kaip keliy
direktyvy jterpimas arba sunkus kaip paprogramiy sudarymas su keliais lygiagretinimo lygiais ir
daugelio lygiy uzraktais. OpenMP pritaiko Sakojimosi-sujungimo (angl., Fork-Join) modelj. Tai
yra visos OpenMP programos prasideda kaip vienos gijos - pradinés gijos - programos. Pradiné
gija yra vykdoma iki kol pasiekiamas pirmasis lygiagretinimo instrukcija. Tuo metu jvyksta Sa-
kojimasis - pradiné gija sukuria grupe lygiagreciy gijy. Kodas esantis iSlygiagretintame bloke yra
pradedamas vykdyti lygiagreciai. Kai visos gijos baigia darbg iSlygiagretintame bloke jvyksta gijy
sinchronizacija ir jos yra nutraukiamos paliekant tik prading gija.

OpenMP susideda iS trijy pagrindiniy komponenty. Tai yra kompiliatoriaus direktyvos, biblio-
tekos metodai ir aplinkos kintamieji. Kompiliatoriaus direktyvos j programos koda yra jraSomos
kaip komentarai ir paprastai yra ignoruojamos kompiliatoriy nebent yra nurodoma kitaip kompi-
liuojant programa. Sios direktyvos gali biiti naudojamos daugeliui tiksly, tokiy kaip: lygiagrecio
regiono sukurimui, kodo bloky paskirstymui gijoms, ciklo iteracijy paskirstymui, sinchronizacijai.
Bibliotekos metodai yra kviec¢iami, kaip ir bet kurie kiti metodai, atitinkamose programavimo kal-
bose. OpenMP bibliotekos metodai gali buti naudojami nustatyti ir suZinoti gijy skaiciy, nustatyti ir
uzklausti gijy charakteristikas, nustatyti, inicializuoti ar panaikinti uZraktus bei nustatyti ir uzklaus-
ti lygiagretinimo lygius. Taip pat OpenMP sitlo ir aplinkos kintamuosius, kuriais galima valdyti
lygiagretaus kodo vykdymg. Kintamieji leidZia nustatyti, kaip bus dalijamos ciklo iteracijos, gijy

laukimo taisykles ir gijos steko dyd;.

1.1.2. Paskirstytosios atminties sistemos
1.1.2.1. Architektura

Kaip ir su bendros atminties sistemomis, paskirstytosios atminties sistemos tarpusavyje stipriai
skiriasi, bet turi jas vienijanCiy savybiy. Paskirstytosios atminties sistemoms reikia tinklo, kuriuo
galima buty sudaryti ry§j tarp procesoriy. Tinklo tipas naudojamas sujungimui gali buti jvairaus
pobudZio, net kazkas paprasto kaip internetas. Paskirstytosios atminties atveju, kiekvienas pro-
cesorius turi savo atmintj. Vieno procesoriaus atminties adresai néra susieti su kito procesoriaus
atminties adresais, taigi globali adresy erdveé neegzistuoja. Kadangi kiekvienas procesorius turi
savo atmintj — jis gali veikti laisvai prieinant turimg atmintj. Pakeitimai lokalioje procesoriaus
atmintyje nedaro jokios jtakos kitiems procesoriams. Savoka talpyklos vientisumas neegzistuo-
ja. Kai procesoriui prireikia duomeny iS kito procesoriaus, paprastai, tai programuotojo darbas
apibréZti kaip ir kada bus apsikeitinéjama duomenimis. Sinchronizacija tarp procesoriy taip pat
tampa programuotojo atsakomybe.

Kalbant apie paskirstytyjy sistemy privalumus ir trikumus verta paminéti, kad tokios sistemos
yra lengviau prapleciamos, nes galima pasiekti didelio masto lygiagretinimg, naudojantis papras-
ta technine jranga ir kompiuteriy tinklais. Siose sistemose atskiri procesoriai gali netrukdomai
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dirbti su atmintimi ir be papildomo valdymo kaSty, susijusiy su talpyklos vientisumo palaikymu.
Sistemoje lengva plésti turimus resursus. Tiek atmintis, tiek procesoriai gali buti prijungti prie eg-
zistuojancios sistemos proporcingai auginant jos pajéguma. Pagrindiniai trukumai paskirstytosios
atminties sistemose kyla iS poreikio programuotojams patiems buti atsakingiems uz dauguma de-
taliy, susijusiy su bendravimu tarp procesoriy. I§ to kyla sunkumai pernesti duomeny strukturas,
egzistuojancias procesoriaus atmintyje kitiems procesoriams. Siose sistemose stipriai pasireidkia
nevienodas atminties pasiekimo laikas, nors duomenys esantys lokalioje atmintyje yra pasiekiami

greitai, gauti reikiamus duomenims is kito procesoriaus gali uztrukti salyginai labai ilgai.

1.1.2.2. MPI

MPI* (angl., Message Passing Interface) yra Zinuciy siuntimo bibliotekos standartas, sukurtas
MPI forumo susitarimu, kuriame dalyvauja daugiau nei 40 organizacijy, priklausanciy tiekéjams,
mokslininkams bei programuotojams. Sio forumo tikslas buvo sukurti lanksty, nady ir pritaikoma
daugeliui platformy standartg, skirtg naudoti, kuriant Zinutes tarp procesoriy siun¢iancias progra-
mas. Siam tikslui MPI yra pirmas standartizuotas ir nuo tiekéjy nepriklausantis standartas. Nors
MPI ir néra IEEE ar ISO standartas, taciau tai tapo industrijos standartu, raSant Zinutes tarp proce-
soriy siunc¢iancias programas didelio na§umo skaiciavimo platformose.

Vis dél to MPI yra tik specifikacija kuré¢jams ir naudotojams, kaip turi atrodyti Zinutes tarp
procesoriy siuncianti biblioteka, tai néra pati biblioteka. MPI pagrinde apraSo lygiagretaus progra-
mavimo modelj siun¢iant Zinutes: duomenys yra perneSami i§ vieno procesoriaus adresy erdves j
kito procesoriaus adresy erdve veiksmo metu, kuriuo abu procesoriai turi aktyviai siysti ir klausytis
Zinutes. MPI standartas per savo gyvenimo metus turéjo kelias perZiiras ir Siuo metu naujausios
versijos yra MPI-3.x. Realus MPI jgyvendinimai gali skirtis naudojamomis standarto versijomis ir
funkcionalumu, kurj palaiko, taigi, programuotojams reikia turéti omenyje Siuos skirtumus.

Originaliai MPI buvo sukurta paskirstytosioms atminties sistemoms, kurios MPI i§leidimo me-
tais stipriai populiaréjo. Architekturinémis tendencijomis keiciantis, buvo pradéta jungti bendros
atminties procesorius j tinklus taip sukuriant hibridines paskirstytosios / bendros atminties siste-
mas. Nuo to laiko MPI jgyvendinimai buvo pritaikytos veikti su abiem atminties tipais. [gyven-
dinimai taip pat buvo i§vystyti palaikyti jvairias mazgy jungtis ir protokolus. Siandien MPI veikia
praktiSkai su visomis platformomis ir tinklais. Bet programavimo modelis vis tiek aiSkiai iSlieka
paskirstytosios atminties, nepriklausomai nuo masinos fizinés architektiros.

Nors MPI programavimo sasaja buvo standartizuota, kiekvienas jgyvendinimas skiriasi palai-
koma MPI versija ar funkcionalumu. Taip MPI programos gali biiti kompiliuojamos ir leidziamos
skirtingai ant skirtingy platformy. Vienas populiariausiy MPI jgyvendinimy taip pat naudojamy
Matematikos ir informatikos fakulteto Paskirstytyjy skai¢iavimy centre yra OpenMPI. OpenMPI
yra atviro kodo MPI standarto jgyvendinimas, sukurtas ir palaikomas konsorciumo akademiniy ir

industriniy partneriy. OpenMPI yra prieinama visiems Linux klasteriams.

*https://www.mpi-forum.org/
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1.1.3. Metrikos

ISlygiagretintomis programomis paprastai sickiama dviejy tiksly. Pirma, tai naSumo — galimy-
bés sumazinti uZdavinio sprendimo laika proporcingai padidinus prieinamy resursy kiekj. Antra
— mastelio keitimo — galimybés padidinti naSuma, kai iSauga uzdavinio sudétingumas ar dydis.
Pagrindiniai faktoriai, ribojantys Siuos tikslus yra architekturiniai ir algoritminiai apribojimai. Ar-
chitekturiniai apribojimai susideda iS latentinio laiko ir duomeny srauto, atminties talpos ir duome-
ny koherentiSkumo. Pagrindiniai algoritminiai apribojimai yra nuoseklus kodas, komunikacijos ar
sinchronizacijos daZnumas ir prastas uZzduoties vykdymo planavimas.

Kalbant apie naSumo metrikas, galima iSskirti pastarasias kaip: naudojamas matuoti procesoriy
naSumg ir programos nasumg. Siame darbe didZiaja dalimi yra susitelkiama j programos naSumo
metrikas. Aplikacijos naSumas paprastai tiriamas lyginant jvairaus dydZio uzdavinius ar metri-
kas, gautas leidZiant programa, naudojantis keliais procesoriais ir vienu procesoriumi. Geriausiai

Zinomos metrikos yra:

Spartinimas (angl., speedup) — greitumo matas. Tai yra santykis tarp nuoseklaus ir lygiagre-

taus algoritmo vykdymo laiko:
()
S(p) = —=.
V= T)

* NaSumas (angl., efficiency) - kompiuteriniy resursy panaudojimo matas. Tai yra santyKkis

spartinimo ir procesoriy skaiciaus:

S(p)

E(p) = ——.
P

» Dubliavimas (angl., redundancy) — padidéjusio skaiiavimo pajégumo reikalingumo su is-
augusiy procesoriy skai¢iumi matas. Tai yra santykis operacijy skaiCiaus, kurj turi atlikti

lygiagretusis ir nuoseklusis algoritmai:

« Utilizacija (angl., utilization) — gero skai¢iavimo pajégumy iSnaudojimo matas. Tai yra san-

dauga tarp naSumo ir dubliavimosi:
U(p) = R(p) x E(p).

» Kokybé (angl., quality) — lygiagretinimo naudojimo aktualumo matas:

S(p) x E(p)

Qp) = RO)

Be metriky yra ir taisykliy, padedanciy jvertinti iSlygiagretinty programy potenciala, iS kuriy
populiariausia yra:
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e Amdahl’o taisykle (angl., Amdahl law) — gali buti naudojama nustatyti ribg maksimaliam

spartinimui, kurig gali pasiekti programa naudojant p procesoriy. Taisyklés iSraiska:

1

S(p) < @,

¢ia f yra skaic¢iavimo dalis, kurios negalima iSlygiagretinti.

Apibendrinant $ig temg galima pasakyti, kad programos efektyvumas yra funkcija, kuri maze-
ja, augant procesoriy skai€iui, ir paprastai didéja, augant uzdavinio dydZiui. O programa vadinama
nepriklausomo nuo mastelio, kai efektyvumas yra iSlaikomas didinant procesoriy skaiciy ir uzda-

vinio dydj. Nepriklausomumas nuo mastelio rodo gebéjima efektyviai iSnaudoti turimus resursus.

1.2. Nuoseklieji Saky ir réziy algoritmai

Siame skyriuje bus trumpai apibiidinti pagrindiniai $aky ir réZiy algoritmy komponentai. Kom-
binatorinj optimizacijos uZdavinj galima spresti metodais, pilnai perrenkanciais sprendiniy aibe.
Sprendziant uzdavinj P : Z(P) = mingesf(z), f yra tikriniy verciy funkcija, o S tikriniy ver-
Ciy vektoriaus V' poaibis. Yra laikoma, kad P gali buti iSspresta perrenkant baigtinj skaiciy taSky
(nebutinai Zinomy iS anksto), esanciy S, ir kad uZdavinys yra NP-sunkus, tai reiSkia, kad néra Zi-
nomas algoritmas, galintis i§spresti §j uzdavinj per polinominj V' dimensijos atzvilgiu laikg ar grei-
Ciau. Taip pat laikoma, kad arba uzdavinys neturi sprendiniy (S = {)) arba turi optimaly sprendinj
(Z(P) > —o0). Problema yra intensyvi skaiciavimais, o skaldyk ir valdyk sprendimo strategija
uzdavinio nepalengvina.

BB sprendimo biidas susidaro i§ netiesioginio perrinkimo S patikrinant tik galimy sprendiniy
poaibj. Kiti sprendiniai, kurie negali vesti prie galimo arba optimalaus sprendinio, yra atmetami.

Sprendiniy perrinkimas susideda i§ BB medZio konstravimo, kur kiekvienas mazgas yra poaibis
sprendZiamo uZdavinio sprendiniy aibés. MedZio dydis, sugeneruoty mazgy skaicius, yra tiesiogiai
susijes su pasirinkta medZio generavimo strategija.

Saky ir réziy algoritmai gali biiti apibendrinti j Sias dalis:

Paieskos medzio konstravimas

» Sakojimosi sistema dalijanti V' j vis maZesnius ir maZesnius poaibius siekiant gauti uzdavini,
kurj galima lengvai iSspresti. BB medzio mazgai reprezentuoja sprendiniy poaibius, medZzio
briaunos — sgrySius tarp medZio tévy ir vaiky sugeneruoty Sakojimosi metu, o medZio lapai

— galimus sprendinius ar atmestus poaibius.

* PaieSkos ar tyrinéjimo strategija, pasirenkanti vieng iS dar neapdoroty mazgy pagal i§ anksto
pasirinkus prioritetus. Paprastai naudojamas pasirinkimo strategijos, pagrjstos mazgo gyliu
medyje (angl., Depth-First) arba pagal numatyta mazgo gebéjima turéti gera sprendinj (angl.,
Best-First).

Sakojimasis
12



» ReéZiy funkcija, apskai¢iuojanti apatinj réZj mazgui, sukurtam po Sakojimosi.

 Tyrin€jimo intervalas, apribojantis pasirenkamus mazgus. Tik tie mazgai, kuriy apatinis réZis
yra geresnis nei Zinomas virSutinis réZis yra tyrinéjami, kiti mazgai yra atmetami. VirSuti-
nis réZis gali buti pateiktas nuo pradZziy, kaip jau Zinomas uzdavinio sprendinys arba gautas
kitais budais pvz., apskaiCiuotas euristiniais metodais. VirSutinis réZis vis keiciasi, randant

geresnius sprendinius.
Stabdymo salyga

* Salyga nurodo, kada uzdavinys iSsprestas ir optimalus sprendinys rastas. Tai atsitinka kai
visi mazgai biina i§spresti arba eliminuoti. Si dalis yra ganétinai paprasta kuriant nuoseklius
algoritmus, bet tampa sudétingesné keliems procesams tyrinéjant medj. Siuo atveju procesas

turi nebaigti darbo, kol kitas procesas dar dirba.

Turimam uzdaviniui iSspresti galima naudoti skirtingas medzio konstravimo ir Sakojimosi ope-
racijas efektyviau arba ne sprendZiancias kokrety uzdavinj. Be to, Sakojimosi ir medZio konstra-
vimo operacijos gali buti priklausomos tarpusavyje ir (ar) priklausomos nuo proceso istorijos, t.y.
konkrecios veiksmy sekos, kuria buvo atliktos operacijos. Laikas, reikalingas atlikti kiekvienai i
operacijy stipriai priklauso nuo konkretaus uzdavinio.

Sprendziant uzdavinj stengiamasi kuo grei¢iau gauti siaurus réZius. Siauri réZiai, ypatingai
geras virSutinis réZis, leidZia sumazinti sugeneruojamy po-uzdaviniy skai¢iy atmesdamas visus po-
aibius, neturincius optimalaus sprendinio. Tuo budu yra sumaZinamas darbas, reikalingas iSspresti
uzdavin;.

PaieSkos medZio konstravimo strategijos yra nemaziau svarbios BB algoritmams. ,,Pirma ge-
riausias® strategijoje geriausias Zinomas virSutinis réZis laikomas Z..; kintamajame tam, kad ga-
lima buty greitai testuoti apatinius réZius. Taip pat, atmintyje yra laikomas sgraSas L jvertinty, bet
vis dar neiStirty, uzdaviniy. PradZioje Z;.s; pasirenkamas lygus begalybei ir originalus uzdavinys
padedamas j sgrasa. Kiekviename Zingsnyje, jei L néra tuscias, pasirenkamas po-uzdavinys (), pri-
klausantis L, turintis maZiausig apatinj réZj. Jei po-uzZdavinys néra eliminuojamas, jis skaidomas
pagal Sakojimosi operacija. Tada kiekvienas naujai sugeneruotas po-uzdavinys yra jvertinamas ir,
jei kazkurio virSutinis rézis yra geresnis nei Zpes;, Zpest yra atnaujinamas. Like po-uZdaviniai yra
testuojami, ar nereikia jy atmesti, ir, jei ne, yra jtraukiami j sgraSa L. Sie Zingsniai yra kartojami,
kol L tampa tui¢ias. Si medZio konstravimo strategija (pirma geriausias) yra efektyviausia laikyti
saraSa heap duomeny strukturoje. Pagrindinis Sios strategijos privalumas yra tai, kad S§i strategija
yra optimali iSskaidyty po-uZdaviniy skaiCiaus atZvilgiu, kai réZiy ir Sakojimosi operacijos nepri-
klauso nuo proceso istorijos. Trukumas — gali prireikti dideliy atminties resursy laikyti sgrasui
L.

,Pirma gylis“ yra kita strategija paieskos medZiui konstruoti. Siuo atveju sarase L yra ne-
jvertinti ir netyrinéti po-uZdaviniai. Kaip ir ,,pirma geriausias‘ strategijoje pradZioje Z.s; taip pat
prilyginimas begalybei ir originalus uZdavinys yra iSskaidomas pagal Sakojimosi procedura. Kiek-
viename Zingsnyje, jei buves po-uzdavinys buvo iSskaidytas, visi nauji po-uzZdaviniai yra dedami j
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sarasa L, iSskyrus vieng po-uZdavinj, kuris yra jvertinamas ir iStyrinéjamas. Jei buves po-uzdavinys
buvo eliminuotas, tada pasirenkama po-uZdavinys i§ saraSo L, kuris buvo pridétas paskutinis. Ir
tolesni Zingsniai pereina prie Sios po-uzdavinio jvertinimo ir iStyrinéjimo. Kiekvieng karta, kai po-
uzdavinys yra jvertinamas, Zy., yra atnaujinamas, jei to reikia. Zingsniai atliekami tol, kol L tampa
tuScias. Steko duomeny tipo struktira geriausiai tinka laikyti ,,pirma gylis* strategijos generuojama
po-uzdaviniy sara$a L. Sis metodas turi tris pagrindinius privalumus. Pirma, i§ visy paie$kos me-
dziy konstravimo strategijy $i minimizuoja atminties reikalavimus. Antra, kai po-uzdavinys néra
eliminuojamas, nemaZa dalis informacijos, sugeneruotos per paskuting réZiy tikrinimo operacija,
gali buti tiesiogiai prieinama sekanciai operacijai. Trecia, galimi sprendiniai randami greiciau, nei
kitomis strategijomis. Tai ypac svarbu, kai virSutiniai réziai yra skai¢iuojami tik po-uzdaviniams
atitinkantiems paie$kos medZio lapus. Sio metodo trikumas yra, kad jis gali sugeneruoti labai
daug po-uZdaviniy. Sis triikumas gali biiti sumaZinamas ankstyvosiose sprendimo stadijose ran-
dant gerg virSutinj réZj, taip sustiprinant apatinio rézio testa, ko pasekoje bus sugeneruota maZiau
po-uzdaviniy.

VirSuje pateiktos strategijos yra populiariausios, yra ir kitos galimos paieSkos medZio konstra-

vimo strategijos bei variacijos. Platesn¢ strategijy apzvalga galima rasti [Iba87].

1.3. Lygiagretieji Saky ir réziy algoritmai

Kompiuteriy architektura daro stiprig jtaka lygiagreCiyjy BB algoritmy kurimui. Taigi, prieS
aptariant lygiagreciyjy BB algoritmy naSuma ir kurima, bus aptartas lygiagretumas techninés jran-
gos lygmenyje. Tai ne tas pats kaip lygiagretumas programinés jrangos lygmenyje, kur keli procesai

gali simuliuoti lygiagretuma pasidalindami to paties procesoriaus resursais.

1.3.1. Lygiagretumas techninéje jrangoje

Siame darbe kalbama tik apie lygiagre¢ias kompiuteriy architektiiras, sudarytas pagal srauto
valdymo (flow-control) modelj, t.y. kiekvienas procesorius sistemoje vykdo komandas eilés tvar-
ka, nustatyta valdymo jrenginio. Kiti Zinomi modeliai yra duomeny srauto (data-flow) modelis,
kuriame procesorius atlieka operacijas pagal jvedimo duomeny prieinamuma ir uzklausos srauto
(demand-flow) modelis, kuriame procesoriai atlicka operacijas eilés tvarka, nustatyta i§ reikalavimy
duomenims. Srauto valdymo modeliai, turintys tik vieng valdymo jrenginj, priklauso SIMD (viena
komanda daug duomeny, single instruction multiple data) kategorijai, modeliai, turintys daugiau
valdymo jrenginiy (paprastai po viena kiekvienam procesoriui), priklauso MIMD (daug komandy
daug duomeny, multiple instructions multiple data) kategorijai.

Sinchronizacijos buivimas reiskia globaly laikrodj, sinchronizuojantj procesoriy darba. Kai yra
tiktai vienas laikrodis, sistema vadinama sinchronine, jei yra keli laikrodziai (paprastai vienas pro-
cesoriui), sistema vadinama asinchronine. SIMD architektiiros yra sinchroninés pagal apibréZima,
MIMD architekturos paprastai buina asinchroninés.

Sistemos grudétumas nurodo, kokio dydzio duomenys bus apdorojami procesoriy. Smulkia-

grudése sistemose procesoriai dirba tik su smulkiais jéjimo vektoriais ar skaliariniais dydZziais.
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Stambiagrudése sistemose procesoriai dirba su dideliais duomeny kiekiais.

Esanti komunikacija nurodo, kaip tarpusavyje bendrauja procesoriai. Yra du pagrindiniai biidai
bendrauti procesoriams. Pirmasis yra bendrauti per bendra atmintj (bendros atminties sistemos),
t.y. skirtingi procesoriai nuskaito ir jraSo duomenis j ta patj atminties regiona. Antrasis budas yra
bendravimas Zinutémis (Zinuc¢iy siuntimo sistemos), kai kiekvienas procesorius siunc¢ia informacija
ar uzklausg informacijai tiesiai j kita procesoriy. Bendros atminties sistemos dar yra skirstomos, j
turincias bendra fizin¢ atmintj ar mechanizma, leidZiantj iS kiekvieno procesoriaus prieiti, bet kuria
atminties vieta, jos vadinamos atitinkamai stipriai ir silpnai sujungtos. Zinutes perdavinéjancios
sistemos gali buti skirstomos pagal tinklo sujungimo topologija, kuri apibudina kaip yra sujungti
procesoriai tarpusavyje. Dazniausios topologijos yra Ziedo, medzio, tinklelio ir hiperkubo (daugiau
detaliy galima rasti [BT89]).

Galiausiai yra svarbus procesoriy skaicius. MasiSkai lygiagrecios sistemos sudarytos i proce-
soriy skaiCiaus, esanc¢io deSimties tukstanciy eilés dydzio. Smulkiagrudés sistemos paprastai buna
masiSkai lygiagrecios, tuo tarpu stambiagrudés sistemos paprastai néra masiskai lygiagrecios. Ver-
ta pastebéti, kad stipriai sujungtos atminties sistemos turi ribotg procesoriy skaiciy, paprastai ne
daugiau 20, dél sudétingumo sudarant visiems procesoriams vienu metu prieinamg atmintj netu-
rin¢ios naSumo ydy.

Programinés jrangos lygmenyse Sie padalijimai néra tokie grieZti kaip techninés jrangos lyg-
menyje, nes daugelj savybiy galima imituoti pasinaudojant atitinkamomis programinés jrangos me-
chanizmais. Nors naSumas tokiy imitavimy paprastai yra mazas. PavyzdZiui, MIMD sistema gali
imituoti SIMD sistema arba asinchroniné sistema — sinchroning. Likusioje apZvalgos dalyje kal-
bant apie lygiagretinimg bus daugiau turimg omenyje programinés jrangos lygmenj, nors yra stipri
sgsaja tarp lygiagreciy algoritmy sampratos programinés jrangos lygmenyje ir jy jgyvendinimo ly-

giagreciose architektiirose.

1.3.2. Sakq ir réziy algoritmy lygiagretinimo budai

Yra du pagrindiai budai iSlygiagretinti Saky ir réZiy algoritmus. Lygiagretinimas mazgy pag-
rindu naudojamas, norint iSlygiagretinti konkrecias operacijas Sakojant ir tiriant po-uZdavinj, pa-
vyzdZiui, atliekant réZiy tikrinimo operacija lygiagreciai. Toks lygiagretinimas nedaro jtakos Saky
ir réziy algoritmo strukturai ir tik ribotai paspartina jo veikimg. Toks lygiagretinimo jgyvendinimas
paprastai buna savitas kiekvienam uzdaviniui. Lygiagretinimas medZio sudarymo pagrindu, nau-
dojamas siekiant konstruoti BB medj lygiagreciai sprendziant kelis po-uZdavinius vienu metu. Toks
lygiagretinimas gali paveikti pacio algoritmo struktura ir paprastai pasiekia didesnj spartinima.

Sios lygiagretinimo riidys gali biiti tarpusavyje jungiamos nuosekliai ar hierarchiskai. Nuo-
seklus BB lygiagretinimo rusiy sujungimas jgyvendintas [PM90] darbe, kur pagrindinio mazgo
konstravimas vyko naudojant iSlygiagretintg réZiy skai¢iavimo operacijg, o likusiam uzdaviniui
lygiagreciai konstravo medj. Hierarchinio atvejo pavyzdys yra [MP93] darbas, kuriame keli BB
medZziai yra konstruojami lygiagreciai, kiekvieno i§ ty medZio sudarymas yra iSlygiagretintas ir
kiekvienas iS po-uzdaviniy yra sprendZiamas lygiagreciai. Paprastai BB algoritmai naudoja tik

vieng lygiagretinimo buda.
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Literatiiroje daZniausiai sutinkamas lygiagretinimo biidas medZio sudarymo pagrindu. Siam
budui tinka jgyvendinimas stambiagrudéms asinchroninéms MIMD sistemoms, nors yra darby, jgy-
vendinanciy lygiagretinima medZio sudarymo pagrindu ir ant smulkiagrudZiy sinchroniniy SIMD
sistemy ([KT88], [DFR90]). Taciau smulkiagrudés sistemos yra tinkamos tik algoritmams, rei-
kalaujantiems nedaug atminties, ypa¢ atliekant réZiy tikrinimo operacijag. SIMD atveju atlieka-
mos instrukcijos turi buti vienodos visiems procesoriams, kas néra labai tinkama BB algoritmams,
nes réziy skai¢iavimo operacija gali skirtis kiekvienam po-uzdaviniui ([KT88]). Smulkiagrudés ir
SIMD architektiiros parodé, kad visy procesoriy sinchronizacijos valdymas visiems procesoriams

yra per daug brangus algoritmo naSumo atzvilgiu.

1.3.3. Lygiagreciuyjy Saky ir réziy algoritmy klasifikacija

Siame darbe aptariama lygiagrec¢iyjy BB algoritmy klasifikacija, pasiiilyta [GC94] darbe. No-
rint suklasifikuoti lygiagretinimg medZio sudarymo pagrindu, asinchroninés MIMD sistemoms,
pirma, reikia atskirti sinchroninius ir asinchroninius algoritmus. Sinchroninis algoritmas yra pada-
lintas j fazes taip, kad kiekvienos fazés metu procesoriai dirba nepriklausomai, o procesoriy bend-
ravimas vyksta tik po fazés, procesai turi tapti sinchronizuoti prie§ pasikeisdami informacija. Dar
galima iSskirti grieZtai ir silpnai sinchronizuotus procesus. Pirmu atveju, komunikacijos protokolas
(kuri informacija ir kur siun¢iama) nesikeicia su kiekvienu programos vykdymu. Tokie algoritmai
elgiasi deterministiSkai t.y. kad su kiekvienu to paties uzdavinio sprendimu, uzdavinys seks ta pa-
Cia eiga. Antru atveju, algoritmas gali nesilaikyti identiSkos bendravimo sekos sprendZiant ta patj
uzdavinj, kai, pavyzdZiui, komunikacijos protokolas priklauso nuo informacijos, Zinomos tik prog-
ramos veikimo metu. Kai vykdomas asinchroninis algoritmas, bendravimas gali vykti bet kuriuo
metu ir yra nenuspejamas. D¢l to tokie algoritmai pasiZymi nedeterministiniu elgesiu.

Antras parametras naudojamas klasifikavime yra susijes su darby saraSo, kuriame procesai
laiko ir ieSko sugeneruoty, bet dar neiStirty po-uzdaviniy, vieta atmintyje. Paprastai procesas ieS-
kodamas darbo paima uzdavinj iS darby saraSo ir jvertina ar iStiria jj. Kai procesas baigia nagrinéti
uzdavinj, sugeneruoti uzdaviniai yra padedami j kitg ar ta patj darby sarasSa. Procesas, taip pat, gali
atlikti veiksmus nepriklausomai nuo egzistuojanciy darby sarasy. PavyzdZiui, naujai sugeneruotas
po-uzdavinys gali buti jvertintas ir iStirtas be jo jraSymo ir pasiémimo iS darby saraSo. Klasifikaci-
joje yra atskiriami vieno ir keliy darby saraSy algoritmai.

Kai yra tik vienas darby sgraSas, jis yra saugomas vienoje atminties vietoje. Taip paprastai
buna jgyvendinti nuoseklus BB algoritmai, kai visi darbai yra saugomi viename sarase. Verta pa-
stebéti, kad darby saraSas gali buti padalintas j dvi atskiras dalis ([MP89], [PM90]): viena dalis
saugoja nejvertintus ir neistirtus po-uZdavinius, o kita jvertintus, bet neiStirtus po-uZdavinius. Vie-
no darby saraSo algoritmai gali biiti jgyvendinti bendros atminties sistemose. Zinutes siuncian-
Ciuose architekturose viena darby saraSg galima jgyvendinti pasinaudojus Seimininko-darbininko
ir siuncia darbus kitiems procesams, darbininkams, kurie atlieka darbus ir siuncia rezultatus atgal
Seimininkui.

Daugelio darby saraso algoritmuose yra kelios vietos kur procesai gali rasti darby saraSus.
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Kelios strukturinés schemos yra galimos, i§ kuriy trys populiariausios yra: atskiras, grupinis ir
maiSytas darby saraSas. Naudojant atskirg darbo sgraso schemg kiekvienas procesas turi savo darby
sgraSa. Grupinéje schemoje procesai yra suskirstyti j grupes, ir kiekviena grupé turi savo darby
sgraSa. Atskirg schema gali laikyti grupinés schemos atveju, kai grupés sudarytos tik iS vieno
proceso. MaiSytoje schemoje kiekvienas procesas turi savo darby sarasg, bet, taip pat, egzistuoja ir
bendras darby saraSas visai grupei.

Apibendrinant galima suklasifikuoti visus BB algoritmus skirtus MIMD architekturoms j ke-
turias grupes: sinchroninius vieno darby saraSo (Synchronous Single Pool, SSP), asinchroninius
vieno darby saraso (Asynchronous Single Pool, ASP), sinchroninius daugelio darby saraSy (Synch-
ronous Multiple Pool, SMP) ir asinchroninius daugelio darby saraSy (Asynchronous Multiple Pool,
AMP) algoritmus.

1.3.4. Lygiagreciujuy Saky ir réziy algoritmy problemos

Viena i§ problemy yra darby paskirstymas pradedant uZdavinio sprendimg. Tuo metu egzis-
tuoja tik vienas pradinis mazgas, BB medZio Saknis, prieinamas visiems procesams. Kadangi Sa-
kojimosi operacija sukuria tik ribotg skai¢iy po-uZdaviniy, egzistuoja startiné algoritmo eigos faze,
kada lygiagretinimas néra pilnai i§naudojamas. Sios fazés sunku i$vengti ir dél to, kad priskirti
darbus procesams vos tik darbams atsiradus ne visada yra geras sprendimas. Sj atvejj pavaizduo-
jantis pavyzdys: nuoseklusis algoritmas naudojantis ,,pirma gylis* paieSkg ir skaidantis uZdavinj
j du po-uZdavinius. DaZnai skaidyma stengiamasi jgyvendinti taip, kad tik vienas i§ po-uZdaviniy
turéty didele tikimybe vesti prie optimalaus sprendinio. ,,Pirma gylis* paieSka pasirinkty geresnj
po-uzdavinj, kito po-uZdavinio jvertinimas ir iStyrimas buty paliktas vélesniam laikui, kai pasirink-
to po-uzdavinio po-medis buty pilnai iStirtas. Jei iStirtas po-medis turéjo optimaly ar gera sprendinj,
egzistuoja tikimybe, kad kitas po-medis bus i$ karto atmestas. Jei tokia pat Sakojimosi procedu-
ra bus panaudota lygiagrec¢iojo algoritmo atveju ir procesai ims uzdavinius i§ karto jiems tapus
prieinamiems, abiejy po-uzZdaviniy po-medZiai bus tiriami vienu metu. Taigi po-medis prasidedan-
tis po-uZdaviniu, kurio nuoseklusis algoritmas buty nesprendgs, bus sprendZiamas, ko padarinys
yra daugiau atlikto darbo lyginant su nuosekliuoju algoritmu. Tai vadinama Zalinga anomalija
([LW84]), kai lygiagretusis algoritmas reikalauja daugiau darbo iSspresti ta patj uZdavinj nei nuo-
seklusis algoritmas. Taigi, siekiamumas yra visiems procesams duoti darbo kuo anksciau tuo paciu
metu, iSvengiant duoti po-uzZdaviniy, turin¢iy maZza tikimybe vesti prie optimalaus sprendinio.

Kelios strategijos gali buti naudojamos Siai problemai spresti: 1) originaly uZdavinj duoti vie-
nam procesui ir palaipsniui perduoti sugeneruotas problemas kitiems procesams, 2) sprendimo pra-
dZioje generuoti daugiau po-uZdaviniy nei paprastai taikant kitokig Sakojimosi operacija, 3) atlikti
nuoseklyjj BB algoritma iki kol sugeneruoty po-uZdaviniy skai¢ius tampa pakankamas visiems pro-
cesams, 4) atlikti nuoseklyjj to paties medzio konstravimg visiems procesams iki kol po-uzdaviniy
skaiCius pasidaro pakankamas ir kiekvienas procesas iSsirenka atskirus po-uzdavinius. Pirmi trys
pasiulymai gali buti naudojami visiems algoritmams, o paskutinis paprastai naudojamas dauge-
lio darbo saraSy algoritmuose. Konkrecios strategijos pasirinkimas priklauso nuo jo tinkamumo

uzdaviniui bei programinei jrangai.
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Kitas po pradinio darby paskirstymo svarbus dalykas yra tinkama strategija tolesniam darby
skirstymui ir dalijimui tarp visy procesy. Siuo atveju siekiama, kad darbo kriivis biity panasus vi-
siems procesams ir kad jie gauty tik uZdavinius, turincius didele tikimybe turéti optimaly sprendini,
norint iSvengti atvejy, kai nuoseklusis algoritmas atlikty maziau darbo nei lygiagretusis sprendZiant
tg patj uzdavinj. Pasiekti Siuos rezultatus yra lengviausia vieng darby sgrasa naudojantiems algorit-
mams. Daugeliy darby saraSy algoritmuose situacija daug sudétingesné. Vienas i$ sprendimo budy
tinkamai suvaldyti daugelj darby sarasy yra dinamiSkai kurti procesus, kurie paimty dalj darby i
darby saraso ([JS89], [HCH*13a]). DaZniau pasitaikanti situacija yra, kai turimas fiksuotas procesy
skaiCius ir pastariesiams leisti keistis darbais tarpusavyje. Siuo atveju galima i$skirti dinaminius ir
statinius paskirstymus. Statinio paskirstymo atveju, procesai apsikeicia ar dalinasi po-uZdaviniais
programos paleidimo metu apibréZtais kriterijais, paprastai buna darby paskirstymas pacioje uzZda-
vinio sprendimo pradZioje. Sis paskirstymas daugiausia naudojamas maiSytus darby sarasus turin-
tiems algoritmams, kur globalus darby sgraSas naudojamas sekti darbams, o kiekvienas procesas
atliecka nuoseklyjj BB algoritma (naudodamas savo lokaly darby saraSa) imdamas uZdavinius iS
globalaus darby saraSo, kai lokalus darby saraSas tampa tuScias. Statinio paskirstymo atveju néra
jokio darby apsikeitimo tarp lokaliy darby sarasy. Dinaminis paskirstymas leidZia dalintis darbais,
esanciais lokaliame darby saraSe. Sprendimas, kaip atlikti paskirstymus, paprastai yra priimamas
atitinkamo lokalaus darby saraSo proceso. [GC94] iSskiria tris strategijas dinaminiam darby pa-

skirstymui:

1. Strategija su praSymu. Siuo biidu procesas su beveik tus¢iu darby sarasu siuncia prasyma
kitam procesui. PraSymas gali buti priimtas ir atsiysta dalis kito proceso darbo saraSo arba
atmestas ir procesas gali priimti sprendimg siysti praSyma kitam procesui. Jei gaves praSy-
mga procesas nusprendzia jj priimti, jam reikia nuspresti, kiek ir kuriuos uZdavinius siysti i$

lokalaus darby saraSo.

2. Strategija be praSymo. Siuo buidu procesai gali nuspresti pasidalinti savo darby saraSais
nesulaukus prasymo iS kito proceso. Pries siunciant uZzdavinius kitiems procesams, reikia
nuspresti, kaip daznai juos siysti, kam siysti uzdavinius, ir kaip nuspresti, kuriam procesui

siysti.

3. Maisyta strategija. Sitas biidas apjungia prie§ tai buvusius. Procesai gali dalintis uzdavi-

niais i§ darby sgraSo nepraSomi ir siysti praSymus, kai patiems truksta darbo.

Dar viena problema lygiagretinant BB algoritmus yra susijusi su Saky atmetimu po apatinio ré-
Zio testo. Apatinio rézio testui atlikti, procesui reikia Zinoti virSutinj réZj sprendZiamam uzdaviniui.
Siekiama, kad visi procesai visada turéty pacius naujausius virSutinius réZius, kitaip apatinio réZio
testas nebus toks efektyvus. Taigi reikia dalintis virSutiniais réZiais tarp procesy. Budai pasidalin-
ti virSutinj réZzj tarp procesy stipriai priklauso nuo konkretaus sprendZiamo uzdavinio ir techninés
jrangos. Asinchroniniams algoritmams, veikiantiems bendros atminties sistemose, geriausia dalin-
tis virSutiniu réZiu laikant kintamajj prieinama visiems procesams bendroje atmintyje. Kai vienas

i§ procesy randa geresnj virSutinj réZj, jam tereikia atnaujinti visiems prieinamg kintamaji saugantj
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virSutinj réZj. Asinchroniniuose algoritmuose, veikianciuose Zinutes perdavinéjanciose sistemose,
kiekvienas procesas gali turéti savo kintamajj, laikantj geriausia virSutinj réZj. Kai procesas randa
geresnj réZj, jis perduodg Sig informacija kitiems procesams iSsiysdamas Zinutes. Paprastai infor-
macija yra perduodama iSkart visiems procesams, taiau perdavin€jimas turi buti nutrauktas, jei
kitas procesas pradeda perduoti dar geresnj réZj. Tokiy perdavimy naSumas priklauso nuo naudo-
jamos sistemos topografijos.

Sprendimo uzbaigimo aptikimas yra dar viena problema. Ji yra triviali algoritmams, naudojan-
tiems vieng darby sarasSa ir SMP algoritmams. Tikroji problema yra aptikti sprendimo uzbaigima
AMP tipo algoritmuose. Salyga, kad visi darby sgraSai yra tusti, néra pakankama paskelbti uz-
baigima, nes keli procesai vis dar gali dirbti ir, baigus skaiCiavimus, papildyti darby saraSa, arba
zinutés su darbais dar gali keliauti tarp procesy. Si problema néra i$skirtiné BB algoritmams, o yra
budinga visoms paskirstytosioms sistemos be centrinio valdancio jrenginio. Metodai, skirti aptikti

uzbaigima, tokiais atvejais yra tiriami [DS80].

1.4. Egzistuojancios lygiagreciuyjy Saky ir réziy algoritmy bibliotekos

Norint jgyvendinti lygiagretyjj Saky ir réziy algoritma, galima pasinaudoti arba esama biblio-
teka arba jgyvendinti algoritma paciam. Bibliotekos skirtos Saky ir réZiy algoritmy lygiagretinimui
turi privaluma prie§ individualy algoritmo jgyvendinimg pagal poreikj. Bibliotekos standartizuoja
algoritmus, taip jie tampa labiau prieinami. Svarbiausia, su bibliotekos sukurti algoritmai leidZia
vienareikSmiSkai lyginti spartinimg tarpusavyje ir rezultatai lengviau gali buti pakartoti. Gebéji-
mas pakartoti rezultatus leisty keliems skirtingiems autoriams tobilinti jau esamus lygiagreciyjy
Saky ir réZiy algoritmy jgyvendinimus. AiSku, biblioteky naudojimas turi ir trukumy. Pateikda-
mos Sablong bibliotekos daznai apriboja galimybe sukurti algoritma geriausiai atitinkantj konkrety
uzdavinj ir techning jrangg. Dél to gali atsitikti taip, kad biblioteka gali bti pritaikoma tik ribotam
optimizacijos uzdaviniy skaiciui ir neleisty iSnaudoti visy, ypac techniniy, prieinamy galimybiy.
Taigi, pasinaudojus bibliotekomis algoritmai paprastai bina mazesnio naSumo.

Sio skyriaus siekis yra istirti esamy Saky ir réZiy algoritmo lygiagretinimo biblioteky galimybes
ir jy tinkamuma hierarchiniam lygiagretinimui. Patikrinus literatiirg buvo rastos bibliotekos: PPBB
[TP96], Zram [BMF*99], SYMPHONY [RGO5], PICO [EPHO1], PeBBL [EHP15], BCP [Sal02],
ALPS/BiCePS [XRL*05], Bob++ [DLC*06], Mallba [AAB*02]. Apzvelgiant pateiktas bibliotekas
dauguma jy nepavyko istestuoti. Siame skyrelyje bus trumpai aptartos ios bibliotekos.

PPBB?’ kaip biblioteka sieké iy tiksly: 1) 3aky ir réZiy algoritmo sgsajos atskyrimas nuo komu-
nikacijos procesy tam, kad Saky ir réZiy algoritmas buty nepriklausomas nuo apkrovos balansavimo
ir komunikacijos budy. 2) Apkrovos balansavimo sgsajos atskyrimas nuo komunikacijos budy ir
Saky, ir réziy algoritmo, kad buty prieinami keli apkrovos balansavimo budai. 3) Pateikti priorite-
tinés eilés valdymo funkcijas jvairiems Saky ir réziy algoritmo dalims. 4) Pateikti funkcionaluma
stebéti lygiagrecius procesus. 5) Pateikti nuo sistemos priklausantj komunikacijos buda, j kurj jei-
ty Zinuciy siuntimas, baigimo aptikimas, buferio valdymas. Deja §i biblioteka yra sena, straipsniai

apraSantys Sig biblioteka iSleisti 1995 metais, o nuo 1996 mety joje nebuvo pakeitimy. Bandant

Shttp://www2.cs.uni-paderborn.de/cs/ag-monien/SOFTWARE/PPBB/documentation.html
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kompiliuoti bibliotekg iSkilo nemaZai klaidy. Néra paruoStos nuo sistemos nepriklausancios kon-
figuracijos, todél visus reikiamus parametrus reikia sudé¢lioti paciam ir net tai atlikus vis tiek kyla
problemy kompiliuojant koda.

PICOS stengiasi pateikti hierarchiskai organizuotg funkcionalumo rinkinj, kurj vartotojas gali
kombinuoti ir praplésti savo programomis. PICO sudaryta kaip C++ klasiy biblioteka, taip kuréjai
noréjo suteikti daugiau lankstumo ir laisvés nei atskiros funkcijos. Karkasas sudarytas iS dviejy
sluoksniy nuoseklaus ir paralelaus. Nuoseklus sluoksnis laiko apibrézimus Saky ir réziy algorit-
mo objektams. Sios bibliotekos naudotojai negalvojantys apie lygiagretinimg ar tiesiog ankstyvose
algoritmo jgyvendinimo stadijose gali naudotis Siuo sluoksniu raS§ydami ir testuodami savo prog-
ramas jprastoje nuoseklioje aplinkoje. Paralelus sluoksnis leidZia nuosekliame sluoksnyje esama
programg paversti j lygiagrec¢iai vykdoma, tam reikia tik jgyvendinti papildomas kelias klases, ku-
rios apraSys kaip reikia supakuoti ir iSpakuoti objektus, kurie bus siun¢iami tarp procesy. Tuo budu
visos programos gali naudotis paralelaus sluoksnio pilnu funkcionalumu. Su Sia biblioteka nebuvo
tesiamas darbas, nes nepavyko rasti vieSai prieinamo bibliotekos kodo. Taip galéty buti dél to, kad
ji nebéra palaikoma. Ja apraSantis straipsnis yra iS¢jes 2000 metais.

PeBBL’ yra naujesnis PICO kiréjy darbas. PeBBL buvo gautas padalinus PICO ir praplétus
jos dalj atsakinga uz bendrg Saky ir réZiy algoritmy jgyvendinima. D¢l Sios priezasties PeBBL
pagrindinés struktiros id¢jos néra pasikeitusios nuo PICO. Kaip ir PICO Si biblioteka taip pat ne-
buvo naudota tolimesniems darbams, nes nebuvo rastas viesai prieinamas bibliotekos kodas, nors
Sis darbas ir yra daug naujesnis. Straipsnis apie Sig bibliotekg pasirode 2013 metais.

BCP? (angl., Branch and Cut and Price) autoriai stengési apriboti Sios bibliotekos apimtj, kad
nauji vartotojai galéty grei¢iau pradeéti raSyti programas. I§ vartotojo pusés buvo stengtasi paslépti
bibliotekos jgyvendinimo detales ir konfiguracijas, kuriy nereikia paprastam programos jgyven-
dinimui. BCP kaip biblioteka yra kolekcija klasiy ir metody, skirty valdyti medZiy perrinkima,
réZius ir kitus kintamuosius. Pats BCP nemoka spresti LP (angl., Linear Programming) problemy
ir dél to naudoja OSI sprendéja, kurj galima rasti nuorodoje: https://projects.coin-or.org/Osi/ . Osi
yra naudojamas per atskira sasaja, todél neturi buti sunku jj sukeisti su kitu LP sprendéju. BCP
biblioteka sprendZia tik su minimizacijos problemas. Si biblioteka taip pat nebuvo istestuota. Ja
pavyko sukompiliuoti ir rasti tam tikry pavydziy, taciau truko konkretesniy Saky ir réZiy algoritmo
pavyzdziy. Truko ir nuoseklios bei placios dokumentacijos. D¢l to nepavyko jgyvendinti uzdaviniy
pasinaudojus Sia biblioteka.

ALPS® yra CHiPPS dalis. CHiPPS sudaro trys dalys i§ kuriy ALPS yra pagrindiné, kuri at-
sakinga uZ bendra funkcionaluma, o konkretesnius uzdaviniui specifinius dalykus palieka BiCePS
ir BLIS karkasams. BiCePS (angl., Branch, Constrain and Price Software) siulo pagrinda vadina-
miems Branch, Constrain ir Price algoritmams. BiCePS pagrinde yra duomeny valdymo sluoksnis,
nes §i bibliotekos dalis paprastai naudojama relaksacijos pagrindu sudarytiems Saky ir réziy algo-

ritmams. Tokie algoritmai paprastai turi sudétingas ir dideles duomeny strukturas taigi efektyvus

®https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1570579X01800148
"http://www.optimization-online.org/DB\_HTML/2013/10/4077 .html
$https://projects.coin-or.org/Bcp
‘https://projects.coin-or.org/CHiPPS
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duomeny perneSimas yra butinas. BLIS (angl., BiCePS Linear Integer Solver) karkasas atsakingas
uz vadinamas mixed integer linear programs, t.y. problemos kai dalis ar visi kintamieji gali buti tik
sveikieji skaiciai. BLIS pagrinde siulo budus saugoti ir dalintis informacija apie réZius, sprendinius
ir mazgais. GrjZtant prie pagrindinés dalies, ALPS, jos architektiira pagrjsta idéja, kad visa infor-
macija, kuri yra dinamiskai generuojama gali buti saugoma ir perneSama autoriy vadinamuose Ziniy
grupése (angl., Knowledge Pools, KPs). Taigi ALPS pagrinde susideda ir trijy klasiy skirty KPs
valdymui ir apibudinimui, o specializuoty paieSkos medziy jgyvendinimas yra tiesiog naujy kla-
siy sudarymas paveldint i§ pagrindiniy. ALPS biblioteka greiciausiai neseniai neteko palaikymo,
iki 2017 mety pradZios ji periodiskai susilaukdavo atnaujinimy, kuriy nebéra nuo to laiko. Bib-
lioteka irgi buvo netestuota, nors ir pavyko ja sukompiliuoti ir rasti keliaujancio pirklio uzdavinio
pavyzdj, taciau pavyzdys nepasileido. Pateiktas pavyzdys neveiké paleidZiant pagal instrukcijas, o
prieZasties rasti nepavyko.

Bob++!9 yra karkasas skirtas jgyvendinti tiek lygiagrec¢iuosius, tiek nuosekliuosius algoritmus.
Karkasas leidZia jgyvendinti ne tik Saky ir réziy algoritmus, bet ir skaldyk, ir valdyk bei dinaminio
programavimo uZdavinius. Bob++ pagrijstas globalios pirmumo sekos idéja po-uZdaviniams, kuri
paslepia duomeny strukturas ir apkrovos balansavimo priemones. Karkasas stengiasi minimizuoti
darba, reikalinga vartotojui jgyvendinti bendra algoritmy funkcionaluma, ir leidZia koncentruotis
ties konkreciu uzdaviniu. Bob++ pateikia visas klases ir metodus reikalingus jgyvendinti algorit-
mams ir visi jie yra laisvai matomi vartotojui. Norint jgyvendinti programg, pakanka perraSyti tik
4 metodus, kurie yra priklausomi nuo konkretaus uzdavinio. Bob++ biblioteka irgi nebuvo iStes-
tuota. Biblioteka jau yra ganétinai senoka, paskutiniai straipsniai i§é¢jo 2006 metais. Pagrindiné
béda jg bandant panaudoti buvo tai, kad bibliotekos internetiniame portale neveiké didzioji dalis
nuorody, tarp jy ir nuoroda j git repozitorija, taigi nepavyko gauti pilno bibliotekos kodo. Buvo
rasti tik padriki kodo failai, be jokiy kompiliavimo instrukcijy ar dokumentacijos.

Mallba!! projektas stengési sukurti bibliotekos griau¢ius kombinatoriniams optimizacijos uz-
daviniams spresti, kurie galéty susitvarkyti su uzdavinio lygiagretinimu vartotojui paprastu budu,
kuris taip pat buty efektyvus. Pagrindinés Mallba savybés yra 1) vientisumas pateikiamy griauciy,
nes visi buvo kurti tais paciais principais; 2) gebéjimas keisti algoritmy vykdyma tarp lygiagretaus
ir nuoseklaus. Vartotojams pakanka jgyvendinti nuosekly algoritma, kad galima buty vykdyti jj
lygiagreciai; 3) tinkamumas vartoti su placiu pasirinkimu skai¢iavimo masiny; 4) lanksti ir lengvai
prapleciama sistemos architekturg. Naujus griaucius nesunkiai galima pridéti, o senus praplésti.
Mallba griauciai yra sukurti, remiantis interesy tarp konkrecios sprendZiamos problemos ir bend-
ry metody jai iSspresti atskyrimo. Griaucius galima jsivaizduoti kaip bendrus Sablonus, kuriuos
reikia uzpildyti problemos specifika, norint ja iSspresti. Nors vartotojas ir turi patiekti savybes
reikalingas uZdaviniui iSspresti informacija kaip reikia lygiagretinti uzdavinj yra paslépta griau-
Ciuose, taigi vartotojui nereikia vargintis su lygiagretinimo klausimais. Si biblioteka buvo neistirta,
nes jos nepavyko sukompiliuoti. Biblioteka yra ganétinai sena, paskutiniai atnaujinimais jai buvo
2006 metais, taciau pagrindas yra ir senesnis. Kompiliuojat kilo namazai klaidy, taciau net ir jas

sutvarkius biblioteka tinkamai nepasileido.

Ohttp://www.prism.uvsq.fr/~blec/bobpp/
"http://neo.lcc.uma.es/mallba/easy-mallba/index.html
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Zram'? yra biblioteka skirta lygiagretiems paieSkos algoritmams. Bibliotekos architektira yra
sluoksniuota, susidedanti i§ 4 sluoksniy. Techninés jrangos sluoksnis paslepia visas priklausomy-
bes nuo masinos architekturos. Norint naudotis Zram reikia, kad maSina palaikyty bendravima
tarp procesoriy Zinuc¢iy siuntimu. Bendra atmintis tarp procesoriy néra reikalinga. Biblioteka ne-
naudoja jokios informacijos apie sistemos topologijg. Servisy modulio sluoksnis atsakingas uz
aukstesnio lygio funkcijas, jau susijusiais su bendrais paieSkos algoritmy poreikiais tokiais, kaip
baigimo aptikimas, dinaminis apkrovos paskirstymas ir griZimo punkty sudarymas. Paieskos va-
rikliy sluoksnyje laikomi paieSkos algoritmai tokie, kaip Saky ir réZiy, atbulinés paieSkos algoritmai
ir duomeny strukturos reikalingos jy jgyvendinimui. Ir paskutinis, sluoksnis atsakingas uz konk-
reciy algoritmy jgyvendinimg. Su Siuo sluoksniu ir tenka vartotojui daugiausia dirbti. Paprastai
aplikacijos sluoksnyje néra jokio isreiksto lygiagretinimo. Siai bibliotekai taip pat nebuvo atlikti
tolesni tyrimai. Nors biblioteka néra nauja, ja pavyko paleisti ir sukompiliuoti. Tarp pavyzdZiy
buvo rastas bendras Saky ir réZiy algoritmo jgyvendinimas, nesprendziantis konkretaus uzZdavinio.
Pasinaudojus Siuo pavyzdZziu pavyko jgyvendinti keliaujancio pirklio uzdavinj. Taciau leidziant
uzdavinj ant PST pastebéta, kad praktiSkai visg darbg atlieka vienas procesas. Skirtingos konfigu-
racijos mazgy skaiciui to nepakeité, ir iS algoritmo pusés irgi nebuvo aiSku, kodél lygiagretinimas
nevyksta tinkamai. D¢l Sios prieZasties negalima buvo toliau tirti bibliotekos.

SYMPHONY !® yra biblioteka skirta branch and cut tipo uzdaviniams spresti. Biblioteka sie-
kia supaprastinti tokiy algoritmy jgyvendinima, pateikiant bendruosius algoritmo metodus ir var-
totojui paliekant tik uzdavinio specifikos jgyvendinimag. SYMPHONY buvo sukurta su dviem pag-
rindiniais tikslais, tai yra efektyvumas ir naudojimo lengvumas. Biblioteka siekia efektyvumo i$
nepriekaiStingu bendro algoritmo jgyvendinimu, o naudojimo lengvumo iS apgalvotos ir vienti-
sos vartotojo sgsajos. Biblioteka pilnai jgyvendinta C programavimo kalba, kurioje néra klasiy
tai vartotojams tenka pateikti triikstamus metodus su uZdavinio specifika. Sia biblioteka pavyko
sukompiliuoti ir rasti tinkamg pavyzdj Saky ir réZiy algoritmui. Pagrindinis ir svarbus Sios bibliote-
kos apribojimas yra tas, kad ji skirta tik bendros atminties sistemoms, taigi, masinio lygiagretinimo
testuoti Siai bibliotekai negalima. Nagrinéti kaip Sig biblioteka galima buty panaudoti sukurti hie-
rarchinius lygiagretinimo algoritmus buvo sunku. Biblioteka labai didelé, galinti spresti pacius
jvairiausiu uzdavinius. Dél to labai sunku suprasti jos strukturg ar praplétimo taskus. Kadangi
nebuvo rasta, kaip Sios bibliotekos lygiagretinimg galima buty praplésti ir paskirstytosios atminties
sistemomis, biblioteka buvo naudojama tolesniam darbui.

ApZvelgus visas bibliotekas matyti, kad nei viena i$ jy negali atlikti hierarchinio lygiagretini-
mo. Hierarchinis lygiagretinimas galéty efektyviau panaudoti turimus skai¢iavimy resursus. Verta
patyrinéti hierarchinio lygiagretinimo galimybes labiau. D¢l to $io darbo metu buvo sukurtas hie-

rarchinis lygiagretusis Saky ir réZiy algoritmas ir buvo pradétas tirti jo lygiagretinimo efektyvumas.

2http://www.cs.unb.ca/~bremner/software/zram/
Bhttps://projects.coin-or.org/SYMPHONY
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2. Teoriné dalis

Sioje dalyje apZvelgiamos temos tiesiogiai susijusios su atliktu darbu tyrimo metu. Pirma, bus
pristatyti kity autoriy jgyvendinti hierarchiniai Saky ir réZiy algoritmai. Toliau bus pristatyti darbo
metu jgyvendinti uzdaviniai: keliaujancio pirklio, kuprinés ir kvadratinio priskyrimo uzdavinius,
su kuriais buvo jgyvendinti Saky ir réZiy algoritmai. Pabaigoje bus trumpai aptarti Saky ir réziy
algoritmai, bei kokie apatiniy réziy skai¢iavimo metodai buvo panaudoti jgyvendintuose uzdavi-

niuose.

2.1. Hierarchiniai lygiagretieji Saky ir réziy algoritmai

Kadangi hierarchiniai lygiagretieji Saky ir réZiy algoritmai skirti tinkamai iSnaudoti heterogeni-
nes skai¢iavimy masSinas, bendru atveju hierarchinis lygiagretusis Saky ir réZiy algoritmas priklauso
nuo skai¢iavimo masinos architekturos ir nuo konkretaus uzdavinio. Mas$inos architekttira nulemia
kiekvieno procesoriaus taktinj daznj, jy skai¢iy mazge, bendravimo efektyvumg mazge, prieina-
ma atmintj, mazgy skaiciy, mazgy sujungimo topologija ir bendravimo efektyvuma tarp mazgy.
Konkretus Saky ir réZiy optimizavimo uzdavinys gali turéti skirtingas skai¢iavimo charakteristikas:
réZiy skaiciavimo ir medZiy Sakojimosi operacijos gali biti reiklios skai¢iavimams arba paprastos,
Sakojimasis gali generuoti daug apylygiai gery po-uzdaviniy (arba mazai), virSutinis réZis gali buti
atnaujinamas daznai (ar retai). Tai nulemia reikalinga po-uzdaviniy grudétuma, kad procesoriai ne-
praleisty per daug laiko atlikdami vieng operacija arba negaisSty laiko laukdami naujo po-uzdavinio.
Efektyvus bendravimas tarp mazgy, norint perduoti virSutinj réZj ar pasidalinti uzdaviniais, taip
pat yra svarbus dalykas, nes butent tai paprastai yra léCiausia grandis. Prieinamas atminties kie-
kis mazge gali apriboti galimybes naudoti ,,pirma geriausias* medZio generavimo strategija esant
daug po-uzdaviniy. Sie dalykai yra svarbiis, kuriant lygiagre¢iuosius ir ypa¢ hierarchinius lygia-
greciuosius Saky ir réZiy algoritmus, nes hierarchiniai algoritmai labiau priklauso nuo kompiuterio
architekturos.

Esamus lygiagreciyjy algoritmy jgyvendinimus galima padalinti j dvi grupes: Seimininko-
darbininko ir decentralizuoti algoritmus. Seimininko-darbininko atveju egzistuoja Seimininkas ar
Seimininky hierarchija, kuri atsakinga uz darby paskirstyma darbininkams. Visas bendravimas,
darbo papraSymas ir naujo virSutinio réZio paskleidimas, vyksta perduodant informacijg Seiminin-
kams, kurie ja perduoda savo darbininkams (ir kitiems Seimininkams). Naudojant tik vieng Sei-
mininka, sukelia problemy lygiagretinant algoritmus masiSkai lygiagrecCiose sistemose, nes vienas
Seimininkas negali spéti paskirstyti darbus visiem darbininkams. Todél masiskai lygiagreciuose sis-
temose, kurios paprastai buina hierarchinés, tinka naudoti Seimininky hierarchija (paprastai nestam-
besné nei skai¢iavimo masSinos mazgy hierarchija), kur pagrindinis Seimininkas duoda uzdavinius
Zemesnio rango Seimininkams, kurie paprastai ta uzdavinj suskaido j smulkesnius po-uzdavinius
ir siun¢ia juos darbininkams ar dar Zemesnio rango $eimininkams. Siuo biidu yra i$vengiamas
Seimininko(-y) apkrovimas, nes darbas yra pasidalinamas. Sio metodo trilkumas yra, kad dalis
procesoriy (Seimininkai) praleidZia savo laikg atlikdami administracinius uzdavinius, o ne spre¢sda-

mi optimizavimo uzdavinj. Decentralizuoto algoritmo atveju, néra iSskirto procesoriaus atliekanc¢io
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Seimininko darbg. Kiekvienas mazgas palaiko savo darby sgrasa ir gali juo dalintis su kitais maz-
gais. Dalijimasis darbais mazgo viduje paprastai vyksta per bendra atmintj ir yra efektyvus. Sio
metodo privalumas yra tas, kad kiekvienas procesorius gali skirti savo laikg spresti optimizacijos
uzdaviniui. Taciau nesant koordinuoto bendravimo tai gali iSaugti j trukuma, nes prastai organizuo-
tas bendravimas gali tapti labai neefektyvus ypa¢ daug bendraujant tarp mazgy, kur bendravimas
yra labai létas. Decentralizuotas metodas nepateikia atsakymo, kaip vyksta bendravimas tarp maz-
gy, t.y. kada ir kas kreipiasi j kitus mazgus, norint papraSyti ar nusiysti darbo, kaip iSsirinkti maz-
gus, j kuriuos kreiptis, ir kas turi atsakyti j tokias uzklausas. Norint algoritmui veikti sklandZiai,
Sie klausimai turi buti apgalvoti ir iStirti.

Toliau aptarti keli jgyvendinti lygiagretieji Saky ir réZiy algoritmai. Aptarin€¢jami algoritmai
turi vieng trukuma. Jie visi sukurti autoriy reikméms, dél to algoritmai yra pritaikyti konkreciam
uzdaviniui ir jgyvendinimas néra prieinamas vieSai. Tai apsunkina lygiagreciyjy Saky ir réziy al-

goritmy tyrimus, nes rezultatus sunku tiksliai atkartoti.

2.1.1. Seimininko-darbininko algoritmy jgyvendinimai

Visi hierarchiniai lygiagretieji BB algoritmai yra jgyvendinti Seimininko-darbininko pagrindu.
Pagrindiniai darbai atlikti tiriant Sios algoritmus yra [BMT12a], [BMT12b], [AFO06b], [ANFO03],
[HCP*13b] ir [HCH*13b]. Toliau bus detaliau aptarti Sie darbai.

2.1.1.1. Aida et al.

Pirmieji darbai aptarti Siame skyriuje bus autoriaus Aida et al.. Kadangi jo du darbai yra tesinys
vienas Kkito, bus aptartas tik naujausias [AFO06a] darbas.

Autoriy pasialytas Saky ir réziy algoritmas yra iSlygiagretintas, pasinaudojus hierarchine
Seimininko-darbininko paradigma, siekiant iSvengti naSumo mazéjimo augant kompiuteriy tink-
lams naudojantis paprastu Seimininko-darbininko paradigmos jgyvendinimu. Darbe vienas Seimi-
ninkas valdo kelis procesy rinkinius, kurie susideda i$ vieno Zemesnio rango Seimininko ir keliy
darbininky. Darby pasidalijimas vyksta dviem budais: dalijimasis i§ Seimininko Zemesnio rango
Seimininkams ir iS Zemesnio rango Seimininky darbininkams. Skaic¢iavimy rezultatai surenkami
atbuline tvarka. Autoriai jvardina du privalumus, jy sukurto hierarchinio Seimininko-darbininko
paradigmos jgyvendinimo prieS paprastg Seimininko-darbininko paradigmos jgyvendinamg. Pir-
mas privalumas yra sumazinti bendravimo valdymui reikalingi resursai sugrupuojant Seimininkus
ir su jais bendraujancius darbininkus pagal jy susiejimg techninés jrangos lygmenyje. Antras priva-
lumas yra iSvengti naSumo sumaz¢jimo, atsirandancio dél vieno Seimininko riboty galimybiy apdo-
roti visas ateinancias uzklausas i§ didelio skaiciaus darbininky. Autoriy hierarchinis BB algoritmas
atlieka skaiGiavimus tokiu biidu. Zemesnio rango Seimininko ir darbininky rinkinys dirba prie vie-
no po-medZio i3 sugeneruoto paieskos medzio. Zemesnio rango Seimininkas siuncia po-uzdavinius
darbininkams ir gauna skai¢iavimo rezultatus i3 jy. Seimininkas atlieka darby paskirstyma Zemes-
nio rango Seimininkams ir skelbia geriausig Zinomg virSutinj réZj Zemesnio rango Seimininkams
ji persiysdamas. Geriausio virSutinio réZio skelbimas yra svarbus, norint paspartinti uZdavinio
sprendima, nes skatina po-medZiy eliminavimg. Kiekvienas Zemesnio rango Seimininkas seka ne-

24



jvertintus po-uZdavinius iS sprendZiamo po-medZzio eiléje ir geriausig virSutinj rézj, kurj siuncia
savo darbininkams, o jam atsinaujinus ir Seimininkui. Darbininkai gave uZdavinj i§ Seimininky
atlieka Sakojimosi procedura, jvertina virSutinius ir apatinius réZius ir eliminuoja po-medzius, ku-
rie atmetami dél apatinio rézZio testo. Galiausiai darbininkas grazina darbo rezultatus Seimininkui.
Darbo rezultatai susideda i§ suskaiciuoty virSutiniy ir apatiniy réZiy, ir sugeneruoty po-uzZdaviniy.
Seimininko procesas reguliariai siun¢ia uzklausas Yemesnio rango Seimininkams suZinoti apie jy
darbo statusg. Darbo statuso informacija sudaro skaicius, nejvertinty po-uzdaviniy, ir virSutinis
réZis. Kai nejvertinty po-uZzdaviniy skaiCius néra pakankamai subalansuotas tarp Zemesnio rango
Seimininky, Seimininko procesas perkelia po-uZdavinius i§ daugiau jy turinCiy Seimininky j ma-
ziau. Kai Seimininko procesas aptinka geresnj nei turimg virSutinj réZj, jis jj atnaujina savo procese
ir skelbia atnaujinta réZj kitiems Zemesnio rango Seimininkams. Galiausiai Seimininko procesas
stabdo uZdavinio sprendima, kai pasiekiamos atitinkamos salygos.

Autoriy darbe yra jgyvendinta adaptyvi uzdaviniy grudétumo kontrolé. Pasiulytame algorit-
me uzdavinio grudétumas tiesiogiai priklauso nuo esamo po-medzio gylio. Skai¢iavimo naSumas
kiekvienoje Zemesnio rango Seimininky ir darbininky grupéje priklauso nuo bendravimui tenkancia
darbo dalimi ir turéjimo naujausig virSutinj réZj. IS vienos pusés, maZinant bendravima tarp procesy
daugiau laiko bus praleista sprendziant uzdavini, iS kitos puseés, retas virSutinio rézio atnaujinimas
gali nulemti maZiau eliminuoty po-medZiy ir taip daugiau darbo. Jei darbininkas randa geresnj vir-
Sutinj rézj, greitas jo paskelbimas Seimininkui ir taip kitiems darbininkams padéty jiems efektyviau
atlikti po-medziy eliminavimg. Reikia siekti kompromiso tarp bendravimo mazinimo ir virSutinio
réZio skelbimo daznio. Norint sumaZinti bendravima riekia, kad uzduociy grudétumas bty didelis,
o siekant dazno virSutinio réZio dalijimosi, reikia mazo uzduociy gridétumo. Pasiulytas autoriy al-
goritmas automatiSkai reguliuoja uzduoties grudétuma siekiant sumazinti bendravima tarp procesy
ir efektyviai perdavinéti virSutinj réZj. Algoritmo idéja yra sumaZinti uZduoties grudétuma, kad
bendravimas tarp procesy vykty daZniau, kai galima tikétis didelio naujo geresnio virSutinio réZio
poveikio ar kai skirtumas tarp naujo ir dabartinio virSutinio réZio yra didelis. Padidinti uZduoties
grudétuma, kad bendravimas tarp procesy vykty reciau, kai nesitikima didelio poveikio iS naujo
virSutinio réZio arba kai skirtumas tarp naujo ir esamo virSutinio réZio yra mazas. Kai tik Seimi-
ninkas gauna naujg virSutinj réZj i§ darbininko, jis yra palyginamas su esamu ir, jei yra geresnis,
suskaiCiuojamas skirtumas tarp jy. Jei skirtumas yra maZesnis uZ tam tikra slenkstinj dydj, Sei-
mininkas kit karta siysdamas uZduotj darbininkui padidina jos grudétuma ar nurodo darbininkui
generuoti gilesnius po-medZius. Jei skirtumas yra didesnis, viskas daroma atvirk$ciai. Autoriai
sitilo slenkstj, 6, apsibrézti kaip § = a x AZ, kur AZ yra skirtumas tarp virSutiniy réZiu kai algo-
ritmas pirma kartg juos atnaujina, nes tai paprastai buna didZiausiai skirtumas, o a (0 < a < 1) yra
laisvai pasirenkamas parametras.

Autoriai savo algoritmg testavo naudojant kompiuteriy tinkla paskirstyta po keturis Japoni-
jos miestus, sudarytg iS keturiy kompiuteriy klasteriy. Rezultatams gauti buvo spendziamas dvi-
linijinés matricos nelygybeés tikriniy ver¢iy uzdavinys (angl., Bilinear Matrix Inequality Eigenvalue
Problem, BMI-EP). BMI-EP yra Zinomas kaip bendro pobudZio uzdavinys svarbus analizei bei ku-

rimui griZtamojo rySio sistemoms, naudojamoms daugelyje pramonés taikymo sriciy, tokiy kaip
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roboto ranky valdymui ar sraigtasparnio padéties valdymui. Autoriai testavo algoritmg sprendZiant
skirtingo dydzio uzdavinius, taip pat, jas sprendZiant neiSlygiagretinus bei iSlygiagretinus naudo-
jant tik vieng kompiuteriy klasterj panaudojus standarting Seimininko-darbininko paradigma. Di-
dZiausias eksperimentas buvo leidziamas naudojant 412 procesoriy branduoliy, leidziant tik viena
kompiuterio klasterj buvo naudojami 73 branduoliai. Autoriai gavo spartinimus 28-51 ir 88-126
karto sprendZiant uZdavinius su vienu kompiuteriy klasteriu ir visais keturiais atitinkamai lyginant
su nuosekliuoju algoritmu. AtsiZvelgiant j procesoriy skaiCiy, pasiektas tik 30.6% spartinimo na-
Sumas naudojant visus keturis kompiuteriy klasterius, o naudojant tik vieng kompiuterio klasterj
su standartine Seimininko-darbininko paradigma spartinimo naSumas buvo 69.9%. Autoriai paro-
do, kad nemaza dalis algoritmo veikimo uZtrunka algoritmo uzbaigimui (apie 30% viso algoritmo
veikimo laiko) nors rezultatai tuo metu jau yra prieinami. Tiriant darby paskirstymo efektyvuma
buvo naudojama darby paskirstymo procedira, kuri stengési skirti maZesnio rango Seimininkams
darbus proporcingai pagal matuojama jy klasteriy efektyvumg. Taip pat, radus laisva maznesnio
rango Seimininka, Seimininko procesas paimdavo nesprestus uzdavinius iS kito Zemesnio rango Sei-
mininko ir perskirstydavo juos. Laisvas Seimininkas yra laikomas tada, kai jo darby eiléje néra né
vieno uZdavinio. Nors laisvo laukimo laikai néra didesni nei 8% nuo bendro uZdavinio sprendimo
laiko, jie néra tolygus ir gali skirtis tarp kompiuteriy klasteriy 2 kartus. Automatinis uzduociy gru-
détumo parinkimas buvo patikrintas palyginus rankiniu budu pasirinktg grudétumg su automatiniu
algoritmu. Rankiniu budu parinkimas vyko sprendZiant ta patj uzdavinj kelis kartus su skirtingais
grudétumo nustatymais ir pabaigoje iSrinkus geriausiag. Automatinio grudétumo nustatymo algorit-
mui buvo empiriSkai parinktas parametras a = 0,5, autorius §j skaic¢iy nurodo kaip reikalaujancio
daugiau tyrimy. Sio eksperimento rezultatai parodé, kad automatinis griidétumo parinkimo algo-
ritmas pasirodo neprasciau negu rankinis gridétumo nustatymas. Kaip tolesnius darbus autoriai
nurodo darby paskirstymo algoritmo detalesnj testavimg ir skirtingus jo variantus, nes autoriams
buvo sunku gauti pakartotinus darbo paskirstymo rezultatus, taip pat detalesnis tyrimas dél laisvo

parametro a parinkimo yra reikalingas norint pagerintj automatinj grudétumo parinkima.

2.1.1.2. Bendjoudi et al.

Sekantis aptartas darbas yra autoriy Bendjoudi et al. darbas. Autoriai yra atlike du darbus
([BMT12a], [BMT12b]) apie hierarchinius lygiagrec¢iuosius Saky ir réZiy algoritmus, vélgi Sie dar-
bai yra tesinys vienas kito. Siame skyriuje bus aptartas tik naujesnis [BMT12b] darbas.

Autoriai siulo adaptyvy hierarchinj Seimininko-darbininko (angl., adaptive hierarchical
master—worker, AHMW) modelj. Siuo modeliu sukurtas algoritmas galintis prisitaikyti prie kin-
tan¢iy kompiuterio tinklo resursy ir atsigauti po atskiry komponenty sutrikimy. Kaip ir Aida et
al. darbuose autoriai, taip pat, iSskiria tris skirtingas roles savo hierarchiniame lygiagre€iajame
Saky ir réZiy algoritme ir tris sarySius. Galimi sarySiai yra: tévo - kiekvieno proceso tévas yra
procesas, kuris jj sukiré ir jam vadovauja, vaiko - proceso vaikai yra procesai, kuriuos jis sukure
ir jiems vadovauja, kolegos - tai yra visi kaimyniniai procesai iSskyrus téva ir kity tévy vaikus.
Autoriy iSskirtos rolés vadinamos super-Seimininkas, Seimininkas, darbininkas. Super-Seimininkas

yra tik vienas visoje sistemoje. Jo darbai yra jsisavinti naujos kompiuterinius resursus patekusius

26



j kompiuteriy tinkla, suskaidyti prading uZduotj ir gautus po-uZdavinius padalinti jo valdomiems
darbininkais arba Seimininkais, surinkti darby rezultatus, perskirstyti sutrikusiy darbininky darba ir
pradéti konstruoti visg sistemos hierarchija. Seimininko procesas yra tarpiniai procesas tarp super-
Seimininko ir darbininky. Skirtingai nei jprastuose Seimininko-darbininko algoritmuose, autoriai
nesiiilo jokiy apribojimy &iai rolei. Si rolé gali atlikti visus darbus kaip ir super-§eimininkas igsky-
rus jsisavinti naujus kompiuterinius resursus. Papildomai §iai rolei reikia gauti uzduotis i§ proceso
tévo, kad galéty dalyvauti uzduoties vykdyme, taip pat Seimininko procesas persiuntinéja ateinan-
Cias ir iSeinancias Zinutes tarp per jj susiety procesy ir aptinka sutrikusios procesus tarp savo vaiky.
Darbininko procesas taip pat skiriasi nuo standartinio Seimininko-darbininko paradigmos. Be uz-
duoties skaic¢iavimy darbininko procesas dar gali dalyvauti kurdamas sistemos hierarchijg ir pereiti
prie uzduociy skaidymo besiruoSdamas tapti Seimininky, kai atsiranda jam valdomy kompiuteriniy
resursy.

AMHW yra daugiasluoksnis hierarchinis Seimininko-darbininko tipo algoritmas sudarytas i$
daugelio Seimininko-darbininko posistemiy. Kiekviena Seimininko-darbininko posistemé veikia
kaip standartinis Seimininko-darbininko algoritmas, kur vienas Seimininkas valdo kelis darbinin-
kus. Kiekviena posistemé yra jgyvendinta pasinaudojus P2PBB karkasu ([BMTO08]), kur kiekvie-
nas Seimininkas valdo kintancia ir bendraujancia darbininky grupe. Dél to hierarchija generuojama
AMHW algoritmo yra daugiasluoksné, dinaminé ir besikeicianti laikui bégant priklausomai nuo
naujy skai¢iavimo resursy atsiradimo. Siame modelyje vienas Seimininkas gali turéti ir Seiminin-
kus ir darbininkus kaip savo vaikus. Lankstumas skirtingy procesy valdyme yra viena pagrindiniy
AMHW savybiy. Mazgo rolé hierarchijoje néra i§ anksto nuspresta, bet jgyjama hierarchiskai.
PradZioje visi naujai sukurti mazgai buna darbininkais, bet tampa Seimininkais vos tik gauna pro-
cesy valdyti. Seimininkas, taip pat, gali virsti darbininku, kai nebeturi procesy, kuriuos valdo.
Koleginiai procesai vienas kitg visada laiko paprastais darbininkais. Hierarchinés sistemos plotis
ir gylis yra dinaminiai ir priklauso nuo jgyty kompiuteriniy mazgy skaiciaus ir grupiy formuo-
janciy Seimininko-darbininko posistemes dydzio. Hierarchijos plotis nusako kiek uzduodciy gali
buti vykdomos lygiagreciai, o gylis nusako uzduociy grudétuma. Kuo platesné ir gilesné sistemos
hierarchija, tuo daugiau uZduociy galima vykdyti vienu metu ir, j tuo smulkesnes po-uzduotis jos
bus skaidomos. Ideali konfigiiracija ir buty plati ir gili sistema, taCiau reikia atsizvelgti j Seimi-
ninko pajéguma priimti naujus darbininkus ir leistinos darbininkui perduoti uzduoties grudétuma.
Pirmu atveju Seimininkai tampa per daug apkrauti darbo koordinuodami darbininkus ir gali ne-
spéti efektyviai atlikti savo pareigy. Antru atveju darbininkai gali pradéti spresti daug smulkiy,
greitai sprendZiamy problemy ir Seimininkams teks daZnai perdavinéti darbininkams naujus uz-
davinius, kas gali perkrauti Seimininkus. Pacioje sprendimo pradZioje super-Seimininkas skaido
pradinj uzdavinj i daugelj po-uZdaviniy ir perduoda juos Seimininkams, kurie savo ruoZtu skaido
juos j dar maZesnius po-uzZdavinius ir iSsaugo savo darby sgraSe. Skirtingai nei standartiniuose
Seimininko-darbininko algoritmuose uzduociy skaidymas, taip pat, vyksta paskirstytai. Tai turi ke-
lis privalumus: 1) super-Seimininkas néra apkrautas ir turi daugiau laiko uZsiimti kitais darbais,
tokiais kaip derinti hierarchin¢ struktura, surinkti darby rezultatus, vesti norimas statistikas ir kit-

ka, 2) paskirstytas uzduociy skaidymas sumazina laukimo laika, nes jos greiciau suskaidomos, 3)
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smulkiagrudzios uZduotys yra greiiau pasiekiamos, nei su standartiniais Seimininko-darbininko
algoritmais, tai leidZia greiiau jtraukti visus darbininkus j uZdavinio sprendimg ir sumazing gali-
mybe jvykiui, kai darbininkai neturi pakankamai smulkiy uZduociy. Kiekvienas Seimininkas turi
savo darby sarasa, kuriame yra dar nejvertinti darbai. Sis sgraSas sudaromas, kai yra i§skaidomas
pirmas uZdavinys gautas iS tévo. Kai Seimininkas gauna uZklausa darbui i§ vieno iS savo vaiky jis
pasirenka uzdavinj i§ savo darby saraSo ir persiuncia jj darbininkui. Jei Seimininkas neturi darby,
darbininkas yra priverstas laukti. Procesai toje pacioje Seimininko-darbininko posisteméje bend-
rauja be jokiy tarpininky, t.y., tiek Seimininkas tiek visi darbininkai mato vienas kitg. Darbininkai
i§ atskiry Seimininko-darbininko posistemiy nemato vienas kito ir turi bendrauti per kitus procesus.
Taigi bendravimas gali buti horizontalus (tarp kolegy) ir vertikalus (su tévu arba vaikais). Suba-
lansuotoje hierarchijoje perduoti informacija i$ vieno darbininko, bet kuriam kitam reikia padaryti
ne daugiau nei 2 x log,(n) — 1 Suoliy, kur % yra kiekvienos grupés dydis, o n yra sukonstruoto
super-Seimininky — Seimininky — darbininky medzio gylis. Turint tokig hierarching strukturg darbo
pabaigos aptikimas néra trivialus dalykas. Super-Seimininkas nemato visy procesy, todél nega-
li Zinoti viso uZdavinio statuso, o atskiri procesai turi tik lokaly ir savo tiesioginiy vaiky vaizdg.
Taigi darbo uzbaigimo aptikimg turi atlikti kiekvienas Seimininkas atskirai ir propaguoti jj savo
tévui. Kai visi proceso vaikai neturi darbo ir proceso darby saraSas yra tuscias, jis skelbia apie savo
uzbaigimg tévui. Kai visi super-Seimininko vaikai skelbia darby uZbaigimg, uZdavinys laikomas
iSsprestu.

Algoritmo testavime autoriai naudojo cecho srauto uzdavinj (angl., Flow-Shop problem, FSP).
UZdavinys paprastai formuluojamas kaip n darby planavimas ant 7 maSiny, taip kad maSina vienu
metu gali dirbti tik prie vieno darbo ir visi darbai turi pereiti visas maSinas tg pacia tvarka. Minimi-
zuoti siekiama tikslo funkcija yra darby atlikimo laikas. Testai buvo atlikti naudojant Grid’5000'*
kompiuteriy klasterj, kuriame buvo panaudota apie 2000 procesoriy. AHMW naSumas yra ly-
ginamas su vieno sluoksnio hierarchiniu Seimininko-darbininko algoritmu (1-HMW) ir paprastu
Seimininko-darbininko algoritmu (MW). Pirmieji jy rezultatai rodo, kad autoriy pasialytas AHMW
algoritmas startuoja daug greiciau nei likusieji. Startuoti visiems 1500 testuojamiems mazgams pri-
reiké 70 sekundZiy naudojant AHMW (grupés dydis lygus 10), 900 sekundziy - 1-HMW ir 1700
sekundZiy su MW algoritmu. Autoriai pateikia Seimininky apkrovima 10 minuciy intervalais, i$
kuriy matyti, kad AHMW atveju vidutinis apkrovimas yra ~10% kai 1-HMW ir MW yra ~20% ir
~90% atitinkamai. Tiriant algoritmo na§umag buvo naudojami Taillard’o uZdaviniai [Tai93]. Vie-
name i$ testy buvo leidZiami keli uzdaviniai ir Zitirima, kuris algoritmas per 10 minuciy gaus geriau-
sig rezultata, nugalétojas visais 10 atveju buvo autoriy sukurtas AHMW algoritmas. Tai aiSkinama
tuo, kad AHMW atlieka paskirstyta medZio Sakojimg leidZiantj greiCiau pasiekti smulkesnius po-
uzdavinius, kuriuos gali iStirti ir jvertinti darbininkai. Kity algoritmy atveju reikia daugiau laiko,
kol uZduotys pasidarys pakankamai smulkios, taigi darbuotojai praleidZia daugiau laiko laukda-
mi. Sekantis autoriy bandymas buvo jvertinimas dalies laiko, kurj procesai praleidzia dirbdami ir
kiek laiko praleidzia tus¢iai. Dalj laiko, kurj procesai praleidZia dirbdami autoriai apibréze, kaip

naSumg ir prilygino vykdymo laiko santykiu su vykdymo ir tusciai praleisto laiko suma. Tusciai

Yhttp://www.grid5000. fr
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praleistas laikas yra laikas, kurj procesai skyré bendravimui ir meistro uzduociy skaidymo laika.
Eksperimentui buvo sprendZiami 10 Taillard’o uzdaviniy. Gauti rezultatai rodo, kad AHMW efek-
tyvumas siekia 99.02%, kai vidutinis 1-HMW algoritmo efektyvumas siekia 92.63%, o paprasto
MW - 83.43%. Tai rodo, kad AHMW algoritmo darbininkai praleidZia 99% savo laiko spresdami
uzduotj ir tik 1% bendraudami ir laukdami uZduociy. Paziuréjus j tai i§ Seimininky pusés tik 1% jy
laiko buvo praleistas uZduociai skaidyti ir perdavinéti darbininkams. Ateityje autoriai nori page-
rinti procesy sutrikimy toleravima ir iStestuoti savo algoritma su didesniais ir placiau naudojamis

kompiuteriniy tinklais, kuriuose buina ypa¢ dazni mazgy sutrikimai.

2.1.1.3. Herrera et al.

Kadangi abu Herrera et al. darbai irgi yra testiniai, Siame skyriuje aptartas bus tiktai naujesnis
[HCH*13b] darbas.

Autoriy siulomas hierarchinis lygiagretusis Saky ir réZiy algoritmas neturi tokios grieztos struk-
turos kaip pries tai aptarti algoritmai. Bendravimas tarp mazgy vyksta naudojantis MPI. Kiekvie-
name mazge yra startuojamas vienas MPI procesas, kuris esant poreikiui ir laisviems procesams
mazge sukuria nauja gija, naudojant Pthreads, su kuria pasidalina darbu. Esant pakankamai maz-
gy yra, kuriama MPI procesy hierarchija. Kiekvienas MPI procesas darbininkas informuoja savo
Seimininka, kai viena i§ gijy pasibaigia. Tai turi uZtikrinti, kad tarp bendravimo padaromas atitin-
kamas darbo kiekis. Darbo paskirstymas yra pradedamas proceso, kuriam iStustéjo darbo sarasas,
siunciant Zinute savo Seimininkui, kurio praSoma darbo. Tada Seimininkas praso daugiausiai darby
turincio proceso (donoro) persiysti dalj darby prasiusiajam procesui. Siuo mechanizmu darbo mig-
ravimas yra globalus. Donoro procesas iSsirenka labiausiai apkrautg savo gija, sustabdo jos veikla
ir siuncia visg gijos informacijg. Proceso apkrova vertinama kaip uZdaviniy skaicius laukiantis buti
jvertintas. Algoritmas startuoja su vienu MPI procesu mazge, kiekvienas MPI procesas skaido pra-
dinj uZdavinj ir pasirenka po-uZdavinj tolimesnei eigai. Patys MPI procesai uZzduociy sprendime
tiesiogiai nedalyvauja. Jy paskirtis yra paskirstyti darbg ir sukurti gijas darbui atlikti bei surinkti
darbo rezultatus. MPI procesai paprastai sukuria tiek gijy, kiek yra uZdaviniy ir laisvy procesy gi-
joms kurti. Geriausig virSutinj réZj, taip pat, perdavinéja MPI procesai ir taip daro i karto kai, kuri
nors gija raportuoja geresnj nei Zinoma virSutinj réZj. MPI naudojamas bendravimui tarp mazgy,
mazgo darbas vyksta kuriant naujas gijas su Pthreads ir bendraujant per bendra atmintj. Naujai
sukurtos gijos gaung puse darbo sgraSo vienety iS savo tévinio proceso. Radus naujg geresnj virSu-
tinj réZj jis yra atnaujinamas bendroje atmintyje, toks atnaujinimas i§ karto matomas visoms gijoms
mazge ir nereikalauja Zinuciy siuntinéjimo. Skaicius gijy, kurias galima sukurti atitinka branduoliy
skai¢iy mazge. Toks gijy modelis leidZia algoritmui naudoti kompiuterinius resursus pagal jy po-
reiki. Kiekviena gija valdo savo darby saraSa. Skirstant darbus tarp gijy yra atsiZvelgiama j darby
prioritetus, Sitaip stengiamasi iSlaikyti balansa tarp gijy.

Testuojant algoritma buvo naudojami uZdaviniai i§ [PZ06] darbo. Pirmieji autoriy testai bu-
vo skirti jvertinti konstruojamo BB medzio Saky pasirinkimo taisykle. Buvo testuojamos pirma
gylis ir pirma geriausias iS giliausiu (hibridiné strategija). Hibridiné strategija sukonstruoja medi,

turintj daug daugiau saugomy elementy nei pirma gylis strategija (10* — 10° karto daugiau pagal
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eksperimento rezultatus). Toks didelis saugomy elementy skaicius sulétina skaiciavima, hibridi-
nei strategijai prireiké vidutiniSkai 40% daugiau laiko iSspresti uzdavinius. ISspresty po-uzdaviniy
skaiCius abiem atvejais vienodas. Autoriai pastebéjo, kad pirma gylis strategijos atveju lygiagreti-
nimo naSumas geriausia iSsilaiko nei hibridinés strategijos atveju. Pirma gylis strategija pasiekia
beveik tiesinj spartinima. Sis rezultatas taip pat siejamas su naudojamu maZesniu atminties kie-
kiu, nes iSsprestas po-uzdaviniy skaicius nepriklausé nuo pasirinktos strategijos. Autoriai taip pat

jvertino procesy santykinj apkrovima disbalansa, kurj apibréze kaip

Wtot

RLI=1-—
PWinaa

, kur p yra MPI procesy skaicius, W, - kiekis skai¢iavimy atlikty visy procesy ir W,,,,, - kiekis
skaiCiavimy atlikty daugiausiai dirbusio proceso. [RLI vertés arti nulio rodo gerai subalansuotg
procesa. Eksperimentai su 2, 4 ir 8 MPI procesais rodo, kad RLI neturi nuspéjamo elgesio ir stipriai
priklauso nuo pradinio uzduoties paskirstymo tarp procesy. Sekantis eksperimentas buvo skirtas
jvertinti virSutinio réZio transliavimo ir uZduociy dalijimosi tarp MPI procesy nauda. Rezultatai
rodo, kad RLI stipriai sumazéjo (maZiau nei 7.3%), nors lygiagretinimo naSumas beveik nepakito.
Tolimesniems darbams autoriai nori sukurti ir iStirti BB medzio Sakos pasirinkimo taisykle, kuri

reikalauty maZai atminties saugoti medZio elementus ir turéty mazas paieSkos valdymo iSlaidas.

2.2. Saky ir réziy algoritmas

Pereinant prie aptarty uzdaviniy sprendimo budy galima kalbéti apie tikslius ir apytikslius me-
todus. Siame darbe siekiama tiksliy §iy uzdaviniy sprendimy. Tam, darbe, naudojamas Saky ir
ré#iy algoritmas, kuris efektyviai perrenka galimus sprendinius. Siame skyriuje bus pla¢iau aptar-
ta bendra Saky ir réZiy algoritmy formg ir jgyvendinimas.

Saky ir réziy algoritmo sprendimo biidas susidaro i netiesioginio sprendiniy aibés perrinkimo
patikrinant tik galimy sprendiniy poaibius. Sprendiniai, kurie negali vesti prie galimo arba optima-
laus sprendinio, yra atmetami. Sprendiniy perrinkimas vyksta tiriant paieSkos medj, kur kiekvienas
mazgas yra poaibis sprendZiamo uzdavinio sprendiniy aibés. MedZio dydis, t.y. sugeneruoty maz-
gy skaicius, yra tiesiogiai susijes su pasirinkta medZio generavimo strategija. Medzio generavimui
svarbiausios dalys yra $akojimosi procediira, genéjimas ir tolesnés §akos pasirinkimas. Sakojimusi
vadinama procedura, kuri i§ gauto mazgo sugeneruoja bent vieng papildomg mazgg. Genéjimas yra
procedura, kurios metu yra patikrinama, ar turimas mazgas gali vesti prie optimalaus sprendinio
ir jei negali, to mazgo paSalinimas. Mazgas tikrinamas prie kokio jis sprendinio gali nuvesti skai-
¢iuojant mazgo apatinj réZj, kuris nurodo geriausia sprendinj, kurj galima rasti po-medyje i$ $io
mazgo. ReéZiy skai¢iavimo algoritmai paprastai yra specifiniai kiekvienai sprendZiamy uzdaviniy
grupei ir turi uztikrinti, kad pateiktas réZis yra ne blogesnis nei geriausias sprendinys toje Sakoje.
Paskutiné medZio konstravimo procediira — tolesnés Sakos pasirinkimas, parenkama pagal poreikj,
nes yra kelios populiarios strategijos. Populiariausios yra pirma-gylis, pirma-geriausias ar hibri-
dinés. Sios trys procediiros apsprendZia medZio formg ir tuo biidu algoritmo efektyvuma. Saky ir

réZiy algoritmo pseudokodas yra apraSytas 1 algoritme.
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Algoritmas 1 Saky ir réZiy algoritmo pseudokodas.

mazgai = {uZdavinys}
sprendinys = NULL
while mazgai IS NOT EMPTY do
mazgas = pasirinkimas(mazgai)
for all vaikas IN sakojimas(mazgas) do
if apatinisRéZis(vaikas) WORSE THAN sprendinys then
atmesti(vaikas)
else if yraSprendinys(vaikas) and vaikas BETTER THAN sprendinys then
sprendinys = vaikas
else
mazgai = mazgai U {vaikas}
end if
end for
end while

Paprasta Saky ir réZiy algoritmo jgyvendinimg uZdaviniui galima jsivaizduoti kaip medzio
konstravima, kur kiekviena Saka iS esamos busenos yra atliktas pasirinkimas j kitas galimas bu-
senas. Réziy skai¢iavimas vyksta kiekviename mazge nustatant, kokj geriausig sprendinj galima
rasti pratesus kelione $ia kryptimi. Si informacija vadinama apatiniu ré%iu. RéZiy skai¢iavimas yra
svarbus, nes tai leidZia nuspresti ar apkarpyti medzio Sakas suZinojus, kad jos neveda prie optima-
laus sprendinio. Apkarpymas vyksta lyginant geriausia Zinoma sprendinj visam uZdaviniui, vadi-
nama virSutiniu réZiu, su apatiniu réZiu. Jei apatinis réZis yra prastesnis nei virSutinis, rézis Saka
yra atmetama. Atliekant tyrimus Siame darbe pradinis virSutinis réZis buvo nustatomas euristiniais
metodais. Algoritmo eigoje virSutinis réZis yra atnaujinamas radus geresnj sprendinj. UZdavinio

sprendinys tampa paskutiniu rastu virSutiniu réZiu.

2.2.1. Darbo metu jgyvendinti uzdaviniai

Siame darbe buvo sprendZiami trys uZdaviniai, kurie Siame skyriuje bus aptarti placiau.

2.2.1.1. Keliaujancio pirklio uzdavinys

Keliaujancio pirklio uZdavinj (TSP) [ABC*07] pradé¢jo tyrinéti airiy matematikas Sir William
Rowan Hamilton ir angly matematikas Thomas Penyngton Kirkman. Manoma, kad pirmoji bendra

TSP forma buvo pateikta Kalr Menger. Siais laikas TSP apibréZiamas taip:

Turint n miesty aibe ir kelionés kaing (ar atstuma) tarp kiekvienos galimos poros, keliaujancio
pirklio uzdavinys yra surasti geriausig galima buda aplankyti visus miestus ir grjzti j pradine

padétj taip, kad kelionés kaina (ar atstumas) buity minimalus.

TSP uzdaviniai paprastai iSskiriami j tris grupes. Simetrinis keliaujancio pirklio uZdavinys,
asimetrinis keliaujancio pirklio uzdavinys ir keliy keliaujanciy pirkliy uzdavinys. Siame darbe buvo
jgyvendintas simetrinis keliaujancio pirklio uZdavinys, tai yra paprasc¢iausia uZdavinio forma. Tai,
kad uZdavinys simetrinis reiSkia, kad visai miesty aibei kelionés kaina tarp miesty nepriklauso
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nuo kelionés krypties, t.y. d,; = d,,, kur d;; yra kelionés kaina i$ miesto 7 j miesta j. Jei kaina
matuojama atstumu, tai uzdavinys tampa trumpiausio marSruto paieSka. Tada paprastai miestai
pateikiami kaip koordinatés (z;,y;), o d;; yra Euklidinis atstumas tarp miesty.

Keliaujan¢io pirklio uZdavinio formuluoté jgavo savo forma dél istoriniy prieZas¢iy. Sis uzda-

vinys turi ir platesnes pritaikymo galimybes. DaZniausiai minimi pritaikymai yra:

* Elektriniy plokSc¢iy grezimas. Sujungiant laidininka viename sluoksnyje su laidininku esan-
Ciu kitame sluoksnyje arba, jstatant j plokstes elementy kojeles, skylés turi buti iSgreztos
plokstéje. Reikiamos skylés taip pat gali buti skirtingy dydZiy. Taigi maSinos galvuté, gre-
Zianti skyles, gali kelis kartus keisti grezimo jrangg. Galvuciy keitimo operacija yra ganétinai
brangi laiko atZvilgiu, todél pirma iSgreZziamos to paties dydZio skylés. Sis darbas gali biti
traktuojamas kaip keletas keliaujancio pirklio uzdaviniy, kuriame siekiama rasti minimaly

galvutés kelionés laikg iSgreZiant visas skyles.

 Rentgeno spinduliy kristalografija. Kristalografija yra mokslas apie kristaly struktiiros ana-
lize. Difraktometras yra naudojamas gauti informacija apie kristaly struktiira. Si informacija
yra renkama matuojant rentgeno atspindZio spinduliuotés intensyvumg iS jvairiy pozicijy.
Eksperimento kokybé nepriklauso nuo matavimo eilés tvarkos, taciau tai gali daryti stiprig
jtakg eksperimento trukmei. Nors pats matavimas gali buti atliktas greitai, prireikia laiko per-
kelti aparatg j kitg pozicijg. Kadangi kai kuriems eksperimentams gali reikéti tikrinti Simtus
tukstanciy pozicijy, tai uZtrunka nemazai laiko. Aparato pozicija yra valdoma motorais, o
kompiuteriu galima labai tiksliai suskaiciuoti laikg reikalingg kiekvienos pozicijos pakeiti-
mui. Taigi tai tampa keliaujancio pirklio uzdaviniu, kuriam reikia rasti kelia, kuriuo galima

greiCiausiai apeiti visus matavimo taSkus.

» UzZsakymo sudéjimas sandéliuose. Atvykus naujoms prekéms j sandélj galima pradéti ruos-
ti atitinkamus uZsakymus. Tam reikia surinkti visas uZsakymo prekeés iS sandélio ir iSsiysti
jas klientui. Sasaja su keliaujancio pirklio uZdaviniu yra gan akivaizdi. Prekes yra sudé-
tos skirtingose sandélio vietose ir reikia rasti grei¢iausig kelig, kuriuo galima surinkti visas

uzsakymo prekes.

2.2.1.2. 0-1 kuprinés uzdavinys

Kuprinés uzdavinio [KPP*04] tyrinéjimai yra minimi jau 1897 metais. Sio uZdavinio pavadi-

nimas kiles i§ matematiko Tobias Dantzig darby, o Siais laikais formuluojamas:

Turint n daikty aibe, i$ kuriy kiekvienas turi verte ir svorj, kuprinés uzdavinys yra nustatyti poaibj

daikty, nevirSijantj tam tikro svorio ir turinios didZiausia galima verte.

Si formuluoté atitinka 0-1 kuprinés uzdavinj, kuris ir buvo jgyvendintas §iame darbe. Si for-
muluoté skiriasi nuo kity tuo, kad leidZia turéti tik viena daikto kopija, kitokios formuluotés gali
leisti paimti tuos pacius daiktus ribotg ar neribotg skaiciy karty.

Kaip ir keliaujancio pirklio uzZdavinys, kuprinés uzdavinys turi platesnes pritaikymo galimybés,
nei akivaizdu i§ formuluotés. Vieni labiausiai paplitusiy pritaikymuy:
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e Testy, su pertekliniu uZdaviniy skai¢iumi, vertinimas. Tai vienas i§ pirmyjy Sio uZdavinio
pritaikymy. Testy laikytojams pateikiamas testas, kur kiekviena uZduotis verta skirtingo baly
skaiCiaus, o bendra baly suma didesné, nei reikia maksimaliam jvertimui. Testy laikytojams
atlikus visus uzdavinius geriausiai pagal savo galimybes, naudojamas kuprinés uzdavinys
rasti atlikty uZdaviniy poaibj su kuriuo maksimali uzduociy baly suma atitinka leidZiama, o

studenty surinkti taSkai maksimizuoti.

* Investicijy portfelio optimizavimas. Optimizuojat investicijas labiausiai ribotas resursas bu-
na biudZetas. Siuo atveju galima pirkti daugiau nei vieng akcija, o papildomos akcijos gali
mazinti graZa. Esant didesniems biudZetams aktualu juos iSnaudoti efektyviai, todél spren-

dZiamas kuprinés uzdavinys padeda tai pasiekti.

 Planavimas. Dauguma planavimo uZdaviniy gali buti formuluojami kaip kuprinés uzdavinys.
Siuo atveju laikas biina ribojantis resursas. Tai yra labai aktualu atvejais kai eikvojamas
laikas atitinka didelius kaStus. Norint efektyviai iSnaudoti prieinamus resursus galima spresti

kuprinés uzdavinj.

2.2.1.3. Kvadratinio priskyrimo uzdavinys

Kvadratinio priskyrimo uZdavinys [OEC*98] buvo pristatyta 1957 metais ekonomiky Tjalling
C. Koopmans ir Martin Beckmann siekiant modeliuoti gamykly i§déstymo problema. Siais laikais

uzdavinys formuluojamas Sitaip:

Yra n gamykly ir n lokacijy. Tarp kiekvienos lokacijy poros pateikiamas atstumas tarp jy, o
kiekvieng gamykly pora turi svorj ar t¢kme (t.y. kiekis resursy perveZamy tarp gamykly).
Kvadratinio priskyrimo uZdavinys yra priskirti visas gamyklas lokacijoms taip, kad atstumy ir

tekmés sandaugos suma buvo minimizuota.

Kvadratinio priskyrimo problemos formuluoté yra ganétinai bendra, netgi keliaujancio pirk-
lio uZdavinys gali buti laikomas specialiu kvadratinio priskyrimo atveju, kai t€kme tarp gamykly
sudaro ziedin¢ strukturg ir yra pastovios vertes.

Nors originali uzdavinio formuluoté ir kalba apie gamykly iSdéstyma, Sio uZdavinio rezultatai

yra placiai pritaikomi. Keletas pritaikymo pavyzdZziy:

* Klaviaturos iSdéstymas. Klaviaturos mygtuky iSdéstymas gali buti formuluojamas kaip kvad-
ratinio priskyrimo uzdavinys. Turint simboliy aibg, kuria reikia iSdéstyti klaviatiiroje, ir kiek-
vienos simboliy poros pasitaikymo tikimybe galima spresti kvadratinio priskyrimo uzdavini,

kurio rezultatas pateiks optimaly klaviaturos iSdéstyma.

* Oro uosto varty priskyrimas. Atskridus keleiviams ar vykstant j skrydj susidaro Zmoniy
srautas iki ar i$ skrydZzio varty. Oro uostai yra linke sumazinti Zmoniy srauta oro uoste, todél
gali spresti kvadratinio priskyrimo uzdavinj tam atlikti. Be Zmoniy srauto oro uostams gali

buti svarbus ir lagaminy srautas.

33



* Elektriniy komponenty iSdéstymas schemoje. Tarp komponenty reikalinga jungianti medZia-
ga gali buti laikoma kaip t¢kmé. Tada komponenty iSdéstymas schemoje tampa kvadratinio

priskyrimo uZdaviniu, siekian¢iu minimizuoti reikalingos jungiancios medziagos kiekj.

2.2.2. Réziy skaiciavimai

Kaip buvo minéta, réZiy skaiciavimo algoritmai skiriasi kiekvienai uZdaviniy grupei ir net tai
paciai grupei gali biiti keli biidai apskaiciuoti rézius. Saky ir réZiy algoritmai priklauso nuo efekty-
vaus réZiy skai¢iavimo, o nesant informacijai apie réZius, Saky ir réZiy algoritmai virsta paprasciau-
sia iSsamia paieSka. Tam tikra pusiausvyra yra reikalinga pasirenkant apatinio réZio skai¢iavimo
algoritma, mat algoritmai, duodantys tikslesnius rézius, paprastai reikalauja daugiau skaiciavimy.
SprendZiant didesnius uZdavinius papildomas laikas skai¢iuojant tikslesnius réZius atsiperka. D¢l
jy sumazéja paieSkos medZziai, nes yra anks¢iau atmetamos Sakos, neturincios optimalaus sprendi-
nio. Siame poskyryje bus trumpai aptarti apatinio réZio skai¢iavimo metodai darbe jgyvendintiems

uzdaviniams.

2.2.2.1. Keliaujancio pirklio uzdavinio apatinis rézis

Siame darbe naudojamas apatinio réZio skai¢iavimo algoritmas keliaujancio pirklio uzdaviniui
yra gana paprastas. SkaiCiuojant réZj tam tikroje busenoje pirma yra atmetami visi jau aplankyti
miestai, o kiekvienam likusiam miestui randami du artimiausi miestai, atstumai iki jy susumuojami.
Gautos sumos kiekvienam miestui yra vél susumuojamos ir rezultatas dalijamas i§ dviejy. Algo-
ritmo eiga pseudokodu apraSyta 2 algoritme. Taip gaunamas jvertinimas geriausio kelio aplankyti

likusius miestus. Toks algoritmas efektyviai apkarpo Sakas ir néra ypatingai reiklus skai¢iavimams.

Algoritmas 2 Pseudokodas trumpiausiam keliui tarp miesty suZinoti.

keliasTarpMiesty = 0

for all miestas IN miestai do
kaimynas1 = artimiausiasMiestas(miestas, miestai)
kaimynas?2 = antrasArtimiausiasMiestas(miestas, miestai)

keliasTarpMiesty += atstumas(kaimynas1, miestas) + atstumas(kaimynas2, miestas)
end for
return keliasTarpMiesty / 2

2.2.2.2. 0-1 kuprinés uzdavinio apatinis rézis

Darbe naudotas apatinio réZio skaiCiavimo algoritmas kuprinés uzdaviniui yra ir efektyvus, ir
apraSyta 3 algoritme. Pirma vertingiausi daiktai uZ svorio vienetg yra sukraunami j kuprine kol dau-
giau negali tilpti kitas daiktas. Tada paimamas sekantis daiktas eil¢je ir pridedama tik ta dalis, kuri
dar gali tilpti j kuprine. Zvelgiant i§ uZdavinio salygos pusés tai néra teisinga, nes negalima daikty
skaldyti j dalis, taciau skaiCiuojant apatinj rézZj svarbu tik geriausio galimo rezultato jvertinimas.
Sis algoritmas greitai ir efektyviai nustato apatinj ré%j.

34



Algoritmas 3 Pseudokodas maksimaliai kuprinés vertei suzinoti.

kupriné = { }
for all daiktas IN isrikiuoti(daiktai) do
if arTelpaKuprinéje(daiktas) then
kupriné = kupriné U {daiktas}
else
kupriné = kupriné U { telpantiDalis(daiktas)}
BREAK
end if
end for
return esamaVerté(kupring)

2.2.2.3. Kvadratinio priskyrimo uzZdavinio apatinis rézis

Sprendziant kvadratinio priskyrimo uzdavinj nebuvo naudojamos specialus réziy skai¢iavimo
budas. Apatiniu réZiu yra laikoma esamos konfiguracijos kaina. Taikant §j réZj po-medZziai yra
atmetami tada kai jy esama konfiguracijos kaina tampa didesné nei geriausias Zinomas virSutinis

rézis.
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3. Praktiné dalis

Siame skyriuje bus pristatytas darbo metu sukurtas hierarchinis lygiagretusis $aky ir réZiy al-
goritmas, bei jo lygiagretinimo rezultatai. TaCiau pirma bus aptartas Paskirstytyjy skaiciavimy
tinklas, kuriuo naudojantis buvo gauti Sio darbo rezultatai.

3.1. Paskirstyty skaic¢iavimy tinklas (PST)

Siame darbe atliktiems skai¢iavimams buvo naudotas Paskirstytyjy skai¢iavimy tinklas'®, to-
liau PST, priklausantis Skaitmeniniy tyrimy ir skaiCiavimy centrui. PST yra specialiai paruoStas
kompiuteriy tinklas su galimybé vykdyti programas, naudojancias daugelj mazgy, leidZiant joms
efektyviai apsikeisti duomenimis. 1 lenteléje yra pateikta PST superkompiuterio telkiniy pagrindi-

nés techninés charakteristikos.

1 lentelé. PST superkompiuterio telkiniy techninés charakteristikos.

Pavadinimas ‘ Mazgai ‘ Procesoriai ‘ RAM ‘ Tinklas

alpha 26 2 x Intel Xeon X5650 2.66GHz | 24GB 2x1Gbit/s ethernet

beta 42 2 x Intel Xeon X5650 2.66GHz | 24GB 1Gbit/s,4xDDR(20Gbit/s) infiniband
gamma 3 4 x 4 x Intel Xeon X7550 2GHz | 256GB | 1Gbit/s, 4xQDR(40Gbit/s) infiniband

PST gali naudotis visi registruoti VU MIF kompiuterio tinklo vartotojai. Be papildomos regist-
racijos PST (eiléje short) gali naudotis ir esami VU MIF tinklo vartotojai. Norint gauti pilng prieiga
reikia papildomos registracijos, kurig atlieka STSC darbuotojai. PST yra instaliuota Debian opera-
ciné sistema su daugeliu pakety skai¢iavimams, iS kuriy aktualiausi Siam darbui yra gcc, OpenMP
ir OpenMPI, taigi PST turi tai, ko reikia Siam darbui atlikti.

UZduociy vykdymo valdymui PST naudoja Slurm. Slurm yra atviro kodo, nuo klaidy atsi-
statanti ir prie klasterio prisitaikanti darby valdymo ir planavimo sistema. Kaip klasterio darbo
kruvio valdymo sistema Slurm atlieka tris pagrindines uZduotis. Pirma, sistema skiria vartotojams
iSskirtinj ar ne prié¢jimg prie skaiciavimo resursy tam tikram laikui, kad vartotojai galéty atlikti
uzduotis. Antra, sistema suteikia karkasa paleisti, vykdyti ir stebéti atlickamas uzduotis. Trecia,
sistema valdo laukianciy uzduociy eile pagal atitinkamus prioritetus ir poreikius. Slurm pateikia
daug galimybiy, paleidZiamy darby vykdymo konfiguracijoms, i§ kuriy Siame darbe svarbiausios,

aiSku, yra mazgy skaiciaus ir naudojamy procesoriy juose skaicius.

3.2. Sukurtas hierarchinis lygiagretusis Saky ir réziy algoritmas

Neradus bibliotekos tinkamos hierarchiniam lygiagretinimui Saky ir réZiy algoritmo jgyven-
dinimui buvo pasirinkta paraSyti savo algoritma. Sis darbas buvo pradétas nuo keliy uzdaviniy
sprendimo jgyvendinimo pasianduojus Saky ir réZiy algoritmu ir jy hierarchinio lygiagretinimo.
Tai buvo keliaujancio pirklio, kuprinés ir kvadratinio priskyrimo uzdaviniai. HierarchiSkai iSlygia-

gretinus kiekvieng i§ uzdaviniy buvo pradéta kurti hierarchinio lygiagretinimo biblioteka. Pirma,

Bhttps://mif.vu.1t/cluster/
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sukurus atskirus uZzdaviniy jgyvendinimus, leido geriau suprasti, kas yra bendro tarp skirtingy Saky
ir réziy algoritmy uZdaviniy ir kuo galéty pasirupinti kuriama biblioteka.

Sis skyrius bus pradétas paaiskinant, kaip buvo atliktas lygiagretinimas per bendrg atmintj ir
siunciant Zinutes. Tada bus apZvelgta sukurta biblioteka, kokj funkcionaluma ji teikia ir kokias
funkcijas reikia vartotojui jgyvendinti, norint jgyvendinti savo algorimtg. Paskutiniame skyria-
lyje parodomi lygiagretinimo rezultatai. Rezultatai gauti pasinaudojus sukurta biblioteka ir PST

iSspresti tuos pacius tris uzdavinius.

3.2.1. Lygiagretinimas per bendra atmintj

Darbe lygiagretinimui per bendra atmintj naudojama OpenMP biblioteka. Darbams paskirstyti
tarp gijy buvo naudojamas bendras darby sgrasas visoms gijoms. Dél Sios priezasties Saky ir réZiy
algoritmo jgyvendinimas dél lygiagretinimo beveik nesikeicia.

DidZiausias pokytis nuo nuoseklaus algoritmo jvyksta duomeny struktiroje naudojamoje darby
sarasui saugoti. Siame darbe darby sarasui saugoti naudojamas paprastas stekas. Lygiagretinimo
atveju, stekas turi uZtikrinti taisyklinga veikimag jdédant ir iSimant uZdavinius kelioms gijoms vienu
metu. Tai buvo padaryta pasinaudojus uZraktais (angl., locking). Kiekvienos jdéjimo ir iSémimo
operacijos metu gija pasiima uZrakta ir paleidZia jj tik tada, kai pabaigia operacija. Svarbu, kad
uZraktas kartu rakina ir iS$¢émimo ir jdéjimo operacijag. Tai yra svarbu, nes stekas tiek elemento
iSéjimo tiek elemento jdéjimo operacijos metu dirba su virSutinio steko elementu. Nerakinant abiejy
operacijy vienu metu gali leisti jvykti situacijai kai skirtingos gijos turi savo steko versijas.

Kita svarbi paveikta algoritmo vieta yra geriausio Zinomo sprendinio atnaujinimas. Esant dau-
geliui gijy jos gali aptikti geresnj sprendinj vienu metu ir bandyti jj atnaujinti. Tai néra gerai, nes
veda prie neprognozuojamy rezultaty. Dél Sios priezasties geresnio sprendinio aptikimas taip pat
turi buti rakinamas. Tam pakanka OpenMP direktyvos #pragma omp critical, kuri nurodo, kad
tik viena gija vienu metu gali vykdyti koda nurodytame bloke. Paprastu atveju Sis rakinimas bus
atlickamas kiekvienam naujam sprendiniui tikrinant ar jie néra geresnis uz esama. Kadangi raki-
nimas yra ganétinai brangi operacija, tiek rakto gavimas, tiek kity procesoriy laukimas, verta tai
atlikti kuo reciau. Vienas i budy tai padaryti yra dvigubas patikrinimas ar dabartinis sprendinys
yra geresnis nei Zinomas. Pirma, patikrinimas atliekamas be rakinimo, ir jei dabartinis sprendinys
néra geresnis jis tiesiog atmetamas. Taciau jei dabartinis sprendinys yra geresnis tada atliekamas
rakinimas ir iSnaujo tikrinima ar dabartinis sprendinys yra geresnis. Jei ir antra karta dabartinis
sprendinys yra geresnis - yra atnaujinamas uzdavinio virSutinis réZis. Sitaip galima minimaliais
kaStais uztikrinti taisyklinga geriausio Zinomo sprendinio atnaujinimg daugelio gijy aplinkoje.

ISlygiagretinus algoritmg iSkyla klausimas, kurio nebuvo nuoseklioje versijoje. Kada gijoms
baigti darbg? Nuoseklaus algoritmo atveju viena gija ims ir dés uZdavinius j darby sarasa, taigi
jei saraSe nieko néra, tai uzdavinys yra baigtas. Taciau iSlygiagretintu atveju, kai daugelis gijy
dirba su tuo paciu darby sarasu, tai néra taip trivialu. Jei viena gija randa tus¢ig darby sarasa,
tai dar nereiSkia, kad kita gija jo nepapildys. Dél to atsiranda darbo pabaigos aptikimo poreikis.
Siame darbe naudojamas paprastas metodas, kai kiekviena gija pasizymi kada randa darbo ir nuima

pasiZyméjima kai darbo neberanda. Tokiu budu kai gija neranda darbo, bet nors viena kita gija
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yra pasiZyméjusi, kad dirba, uZdavinio sprendimas néra baigiamas ir gija toliau bandoma ieskoti
darbo bendrame darby sarase. Kai darby saraSas bus papildytas uZdavinys bus paimtas pirmosios
gijos papraSiusios uzZdavinio. Jei visos gija neras darbo ir nei viena kita gija néra pasiZymeéjusi,
kad Siuo metu dirba vadinasi uZdavinys yra baigtas ir visos gijos gali nutraukti darba. Toks darbo
pabaigos aptikimo trikumas yra, kad pacioje uZzdavinio pradZioje ar jo pabaigoje, kai darby sgraSas
yra ganétinai tusScias, galimas gijy tuSCias sukimasis laukiant darby. Gijos neturincios darbo vis

bandys nesekmingai rasti uZdavinj, kol arba jis atsiras arba uzdavinys bus i§sprestas.

3.2.2. Lygiagretinimas siunciant Zinutes

Paskirstytosios atminties sistemose toks lygiagretinimo modelis kaip su OpenMP néra galimas,
todél tenka imtis kitokiy veiksmy. MPI neturi direktyvy, lygiagretinimas yra valdomas MPI biblio-
tekos teikiamomis funkcijomis. Dél to visas lygiagretinimas turi buti pilnai iSreikStas programuoto-
jo. Todél paprastai lygiagretinimas su MPI yra sudétingesnis nei su OpenMP, programuotojas turi
pasirfipinti visomis lygiagretinimo detalémis. Siame darbe lygiagretinimas siunéiant Zinutes bu-
vo jgyvendintas be dinaminio balansavimo, t.y. sprendimo eigoje procesai tarpusavyje nesidalina
uzdaviniais. To didZiausias trikumas yra, tai kad algoritmo veikimo laikas bus lygus ilgiausiai vei-
kiancio proceso laikui. AiSku vieniems procesams baigus darbg laukti kity néra efektyvus resursy
panaudojimas.

Vienas didZiausiy pakeitimy dél lygiagretinimo siunciant Zinutes yra atliktas pradédant prob-
lemos sprendima. Lygiagretinant algoritma vienas pirmy kylanc¢iy klausimy yra kaip tolygiai pa-
skirstyti pradinius darbus procesams. Tai tampa svarbiau, nes néra dinaminio balansavimo. Vienas
i§ budy yra sugeneruoti tam tikra po-uzdaviniy skaiciy ir suskirstyti juos procesams. Iki Siol naudo-
jama pirma-gylis medZio Sakojimosi strategija ¢ia nelabai tinka. Nors i§ anksto Zinoti po-uzdavinio
sprendimo laiko negalima, galima tikétis, kad giliau sugeneruoti po-uzdaviniai bus iSsprendZiami
greiciau. Dél to tolygiai paskirstant darbus norisi procesams dalinti to paties gylio po-uZdavinius.
Tam algoritmo pradZioje yra naudojama kitokia uzdavinio medzio $akojimo strategija. Sio lygia-
gretinimo atveju algoritmas pradedamas nuo pirma-plotis strategijos, kuri stengiasi sugeneruoti
visus aukstesnio lygio uzdavinius pries pereinant giliau. Si strategija yra vykdoma iki kol yra pa-
siekiamas pakankamas, pasirenkamas kiekis po-uzZdaviniy pradéti standartinj uZdavinio sprendimo
algoritma. Kai turima pakankamai po-uzdaviniu jie yra paeiliui jdedami j atitinkamo proceso dar-
by sarasa. Tai galima, nes pagal MPI paleidus programa nuo pat programos pradZiy visi procesai
vykdo esanti kodg ir tik naudojant MPI bibliotekos funkcijas galima pakeisti procesy eiga. Proce-
sai uzpildo darby sgraSa paprasCiausiai pasiimant tik ta po-uzdavinj, kurio eilés numerio modulis
atitinka proceso numerj. Toks pradinio darbo paskirstymas leidZia efektyviai testi darba gijomis
esan¢iomis procesuose.

Cia taip pat yra svarbu atnaujinti geriausia Zinoma apatinj rézj. TaCiau procesams neturint
bendros atminties apie naujq réZj jie turi suZinoti laukdami Zinutés. [gyvendinta procedura yra ga-
nétinai paprasta. Jei gija randa geresnj apatinj rézj, ji patikrina ar néra atkeliaujancios informacijos
apie geresnius réZius iS kity procesy. Jei randa Zinute ir atéjes réZis yra geresnis nei tuo metu Zino-

mas, pastarasis réZis yra atnaujinamas. Sekantis gijos Zingsnis yra vél patikrinti ar jos rastas rézis
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yra geresnis nei zinomas ir jei taip, jj atnaujinti ir iSsiysti Zinut¢ visiems procesams apie naujesnj
réZj. Nors problemos sprendinys paprastai buna tam tikras masyvas atitinkantis resursy priskyri-
ma (pvz.: keliaujancio pirklio uZdavinio atveju tai yra miesty aplankymo tvarka), siunciant Zinute
pakanka tik sprendinio gerumo indikacijos (pvz: keliaujancio pirklio uzZdavinio atveju sprendinio
kelio ilgis) t.y. tik virSutinio réZio, be kitos informacijos medZio mazge. Siunciant tik rézj yra
minimizuojamos Zinuciy dydis. Taciau tai iSkelia problema, kad tikrajj pilna sprendinj Zinos tik
ji rades procesas, o kiti procesai turés tik to sprendinio indikacija. Tai sukelia sinchronizacijos
poreikj procesams baigus darbg. Kiekvienas procesas seka turimo apatinio réZio $altinj (proceso
numerj). Atéjus sinchronizacijos laikui, pirma, procesai priima Zinutes, kuriy dar nebuvo priéme.
Po to procesai surenka informacijg apie uzdavinio sprendinio Saltinj. Tada Saltinis transliuoja ki-
tiems procesams uzdavinio sprendinj. Tai atlikus visi procesai turi teisinga atsakyma, kuris gali

buti pateikiamas vartotojams.

3.2.3. Sukurta hierarchinio lygiagretinimo biblioteka

Kaip jau buvo minéta, hierarchinio lygiagretinimo biblioteka Saky ir rézZiy algoritmams bu-
vo pradéta nuo atskiry uzdaviniy jgyvendinimo. Buvo jgyvendinti ir hierarchiskai iSlygiagretinti
keliaujancio pirklio, kuprinés ir kvadratinio priskyrimo uZdaviniai. Matant visus jgyvendinimus
buvo matyti kokj funkcionaluma galima iSkelti j biblioteka ir ka reikéty palikti kiekvienam uzda-
viniy jgyvendinimui. Turint omeny, kad §i biblioteka turi teigti hierarchinj Saky ir réZiy algoritmy
lygiagretinima, lygiagretinimas yra esminis bibliotekos funkcionalumas. Kuriant biblioteka bu-
vo iSskirtos trys grupés funkcionalumo, kurj gali ar turi aprasSyti vartotojas. Tai yra darby sgraso
jgyvendinimas tiek statinio balansavimo metu, tiek sprendimo metu, nuo konkretaus uzdavinio pri-
klausantys Saky ir réZiy algoritmo metodai, metodus nurodancius duomenis persiunciant informaci-
jajkitus procesus. Taigi norint hierarchiskai iSlygiagretinti Saky ir réZiy algoritmg nereikia rupintis
lygiagretinimo detalémis. Igyvendinus biblioteka, kartu jgyvendinti ir tie patys tris uzdaviniai, §j
kartg jau pasinaudojus biblioteka. Biblioteka galima rasti GitHub!'®, ji pateikia su jgyvendintais
uzdaviniais kaip pavyzdziais.

Darby saraSas yra vienas pagrindiniy Saky ir réZiy algoritmo jgyvendinimo aspekty. Yra daug
pasirinkimy kokias duomeny strukturas galima naudoti saugant darbus atlikimui, Siuo klausimu
jvairus autoriai atliko nemaZai tyrimy. D¢l to bibliotekos vartotojas turi pasirinkimg pateikti savo
duomeny strukturg darbams saugoti. Taciau biblioteka pateikia ir savo duomeny strukturas, ku-
riomis galima naudotis nejgyvendinant savo darby saraSy. Igyvendintoje bibliotekoje naudojami
du darby sarasai. Vienas naudojamas atliekant statinj balansavima, kitas likusia sprendimo dalj.
Siuo atskyrimu leidZiama bibliotekos vartotojui naudoti kitokia medZio tyrinéjimo strategija. Tai
gali buti norima, dél to, kad statiniu balansavimu paprastai siekiama tolygiai padalinti darbus tarp
procesy. Tam tinka paieSkos medzio tyrin€jimo strategijos medj tiriancios j plotj. Tuo tarpy ieSkant
sprendinio paprastai norima iSvengti medZio tyrinéjimo j plotj. Bibliotekos vartotojui taip pat rei-
kéty turéti omenyje, kad darby saraSas bus naudojamas daugiagijiSkoje aplinkoje. Taigi tiek darby

iSémimas tiek jdéjimas turi buti saugiau operacijos tokioje aplinkoje. Svarbu paminéti ir tai, kad

https://github.com/TomasSeniut/HPBB
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darby saraSas turi pasirtpinti ir darby pabaigos aptikimu, t.y. darby sgrasSas neturi nurodyti, kad jis
yra tuscias, jei jame dar gali atsirasti darby.

Kalbant apie konkretaus uZdavinio specifika, vartotojui reikia pateikti penkias funkcijas. Sios
funkcijos apibréZia Saky ir réZiy algoritmo darba. Siy funkcijy pasirinkimui nemazg jtaka daré ap-
tarta Zram biblioteka, todél pasirinktos funkcijos turi nemazai tarpusavio panasumy. Vartotojui
nereikia rupintis tuo, kad funkcijos yra vykdomos daugiagijiSkoje aplinkoje, nes kiekviena funkcija
dirbs tik su savo turimu uzdaviniu, o sinchronizacija tarp gijy pasirupina biblioteka. Tarp funkcijy
viena yra labiau techniné, nei tiesiogiai susijusi su Saky ir réZiy algoritmu. Vartotojas, jei to rei-
kia, turi nurodyti kaip paSalinti tyrinéjamo medZio mazgg i§ skai¢iavimo maSinos atminties. Tai
svarbu, nes sprendziami uzdaviniai sugeneruoja pakankamai mazgy, kad kilty problemy su laisva
atmintimi jy neSalinant. Viena iS tiesiogiai susijusiy su Saky ir réZiy algoritmo sprendimu funkcijy
yra po-uZdaviniy generavimas i$ turimo uZdavinio. Cia vartotojas turi nurodyti, kaip generuoti po-
uzdavinius, taCiau neturi rupintis ar sugeneruotus po-uZdavinius reikia atmesti, ar jie yra geresni
sprendinai. Sugeneravus po-uzdavinius reikia pasakyti, ar gautas po-uzdavinys yra galimas spren-
dinys. Jei tai yra galimas sprendinys, biblioteka tikrins, ar jis yra geresnis nei Zinomas geriausias
sprendinys. Tai atliks kita funkcija, kuria turi pateikti vartotojas. Si funkcija kaip parametrus gaus
dabartinj sprendinj ir geriausia Zinoma sprendinj ir turés atsakyti j klausima, ar naujai rastas spren-
dinys yra geresnis, jei taip, biblioteka pasiriipins juo atnaujinimu. Jei konkretus po-uZdavinys néra
galimas sprendinys, tada biblioteka tikrins, ar jai nereikia po-uzdavinio atmesti. Siam patikrinimui
taip pat reikalinga vartotojo pateikta funkcija. Siy funkcijy pateikimas leidZia bibliotekai vykdyti
Saky ir réZiy algoritma.

Kita grupé funkcijy, kurias reikia pateikti vartotojui yra susijusi su informacijos perdavimu
tarp procesy. Tam reikia keturiy funkcijy. Nors bibliotekoje néra jgyvendintas dinaminis balan-
savimas, procesai vis tiek keiciasi informacija perduodant virSutinj réZj, o sprendimo pabaigoje
perduoda patj sprendinj. Trys i8S Siy funkcijy reikalingos nurodyti duomenys, kurie bus siunciami ir
gaunami Zinute. Vartotojui reikia nurodyti i$ turimo tyrinéjamo medZio mazgo, kurig informacija
persiysti kaip réZzj, ka kaip patj sprendinj. Be to, bibliotekai reikia pateikti ir gaunamo réZio tipa
bei atminties vieta, kuriose saugoti rézj. Paskutiné funkcija reikalingg pasakyti ar reikia atnaujinti
geriausig Zinoma sprendinj procese su informacija, gauta iS kito proceso. Siunciamos informaci-
jos atskyrimas padarytas norint sumazinti komunikacijos dydj tarp procesy. D¢l Sios prieZasties

vartotojui tenka jgyvendinti daugiau funkcijy, nei pakanka tiesiog persiysti visg uzdavinj.

3.2.4. Lygiagretinimo rezultatai

Siame skyriuje pateikti rezultatai buvo gauti pasinaudojus PST, kuriuo pasinaudojant buvo at-
likti skai¢iavimai. Visi uZdaviniai su ta pacia konfiguracija buvo spresti 5 karty. Surinkti sprendimy
laikai kiekvienai konfiguracijai buvo iSvalyti iSémus laikus besiskirianc¢ius nuo kity kelis kartus. Tai
nebuvo daugiau nei 2 i§ 5 gauty sprendimo laiky.

Rezultatai gauti lygiagretinant per bendrg atmintj naudojant vieng darby sarasa pateikti 1 pav.,
juose matyti spartinimo priklausomybé nuo gijy skaiCiaus jgyvendintiems uzdaviniams. IS pa-

veikslo matyti, kad du uZdaviniai pasieke tiesinj ar beveik tiesinj spartinimg naudojant iki 8 gijy.
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SprendZiant kvadratinio priskyrimo uZdavinj pasiektas spartinimas tik iki 2.5 karto. Rezultatai ly-
giagretinant siunciant Zinutes tarp procesy naudojant atskiros darby sgraSus procesams pateikti 2
pav. Gaunant rezultatus naudota iki 5 procesy, rezultatuose matyti gerokai prastesnis uzdaviniy
spartinimas iSskyrus kvadratinio priskyrimo uzdavinj.

Tiriant spartinimg siunciant Zinutes patikrinta spartinimo priklausomybei daroma jtaka procesy
buivimo tame paciame ar atskiruose superkompiuterio mazguose. Skirtumas tarp spartinimo tame
paciame ir atskiruose mazguose yra nereikSmingas, tai rodo, kad uzdaviniy sprendimo laikas néra
ribojamas informacijos apsikeitimo greiciu tarp procesy.

Kvadratinio priskyrimo uzdavinio spartinimas rodo atvirks¢ias priklausomybes nei galima bty
tikétis. Lygiagretinant pasinaudojus tik MPI su darbu sgraSu kiekvienam procesui pasiekia beveik
tiesinj spartinima, tuo tarpu naudojant tik OpenMP su vienu darby saraSu tarp gijy pasiektas tik 2.5
karty spartinimas esant 4 gijoms. 1§ 2 ir 1 pav. galima spresti, kad lygiagretinimas naudojantis bend-
ru darbu sgrasSu reikalauja per daug sinchronizacijos tarp gijy. MPI atveju, kiekvienam procesui
turint savo darby saraSa, procesai néra stabdomi sinchronizacijos. Taip pat MPI atveju kiekvienas
procesas sprendZiant uZzdavinj apdoroja labai panaSy mazgy skaiciy (iki 1% skirtumas apdorota-
me mazgy skaiciuje), tai rodo labai tolygiai paskirstytus paieskos po-medZius tarp procesy. Siuos
pastebéjimus galima paaiSkinti tuo, kad kvadratinio priskyrimo uzdavinys naudoja neefektyvy apa-
tinio rézio skai¢iavimo algoritmg. Dél paprasto apatinio réZio skaiCiavimo paieSkos po-medZiai
yra atmetami vélai. Dél to darbai yra ganétinai lygiai padalinami darbai tarp procesy. Neefektyvi
apatinio réZio skai¢iavimo procedura, nereikalauja daug skaic¢iavimy, todél gijos greiciau apdoroja
mazgus ir daugiau savo laiko praleidZia naudodamos bendra darby saraSa, kuriam reikia sinchroni-
zacijos. Dél Siy priezasciy lygiagretinant uZdavinius, kuriy paieSkos medZiai padalinami tolygiai,
labiau tinka atskiri darby saraSai.

Keliaujacio pirklio uzdavinys rodo 7.9 karty spartinima naudojant bendrg darby saraSa pasi-
naudojus OpenMP ir 1.9 karty spartinimg naudojantis atskirais darby sgraSais pasinaudojus MPI.
Turint vieng darby saraSa pasiektas daug geresnis spartinimas nei naudojant kelis darby saraSus.

Gautos priklausomybes yra tai ko ir galima buvo tiktétis i$ lygiagretinimo naudojant OpenMP ir
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3 pav. Igyvendinto algoritmo spartinimas pasitelkiant OpenMP kartu su MPI naudojant skirtinga
branduoliy skai¢iy. Lygiagretinimui iki 8 branduoliy buvo naudojama tik OpenMP. Toliau buvo
prijungiami MPI procesai, kuriy kiekvienas turi 8 gijas.

MPI.

Kuprinés uzdavinys rodo 6.7 karty spartinimg naudojantis OpenMP su vienu darby saraSu ir
tik 1.05 karty spartinimg naudojantis MPI su daugeliu darby saraSy. Nors naudojantis vienu darby
sgraSu pasiekiamas labai geras spartinimas, naudojant kelis darby saraSus spartinimo beveik néra.
Taip yra dél to, kad paieSkos po-medziai néra padalinami tolygiai tarp procesy. Po-medziai vedan-
tys prie optimalaus sprendinio yra giliai paieSkos medyje, o kiti po-medziai yra greitai atmetami.
Statinis balansavimas nepasiekia reikiamo paieSkos po-medzio gylio, dél to po-medis vedantis prie
optimalaus sprendinio atitenka vienam procesui. D¢l to statinis darby balansavimas néra pakanka-
mas, paskirstyti darbus procesams, Sioje situacijoje. Siam uZdaviniui taip atsitinka kai daikty svoris
ir verté yra nekoreliuoti, tada uzdavinio sprendimo pradZioje skai¢iuojami apatiniai réZiai efekty-
viai atmeta paieSkos po-medZius. Dél Siy priezasciy keli darby saraSai esant labai netolygiam darby
paskirstymui tarp procesy néra tinkamas pasirinkimas.

Kartu naudojant OpenMP ir MPI, kai kiekvienas procesas turi savo darby sarasa, o gijos procese
dalinasi vienu darby sagraSu, spartinimo rezultatai yra pateikti 3 pav.. Paveiksle iki 8 branduoliy
naudojama tik OpenMP, o toliau pridedami MPI procesai, kiekvienas turintis 8 gijas. Keliaujancio
pirklio uzdavinys pasieké 12 karty spartinimg naudojant 4 procesus, kuriy kiekvienas turi po 8
gijas. Kvadratinio priskyrimo uzdavinys su tuo paciu gijy ir procesy skai¢iumi pasieké 8.9 karty
spartinima. Kuprinés uZdavinys pasieké 6.5 karty spartinima, taciau spartinimas nepriklausé nuo
procesy skaiciaus. IS rezultaty matyti, kad reikiamomis salygomis hierarchinis lygiagretinimas gali
pasiekti didesnj spartinimg nei OpenMP ir MPI atskirai.
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3.2.5. Rezultaty palyginimas

Populiaréjant hibridiniui lygiagretinimui daugéja atlikty darby ir tyrimy Sioje sritije. Todél gerai
yra apzvelgti, kitus darbus atliktus hibridiskai lygiagretinancius algoritmus minimus Siame darbe.
Nors literaturoje nebuvo rasti hierarchiSkai iSlygiagretinti Saky ir réZiy algoritmai sprendZiantys
tuos pacius uzdavinius, Siame skyriuje bus aptarti panaSiausi darbai. Jy yra du — [HCP*13a] ir
[QSC*12].

Pirmajame darbe [HCP*13a] naudojamos MPI ir Pthreads technologijos. Darbe pasinaudojus
Saky ir réziy algoritmais sprendzZiamas globalios optimizacijos uZzdavinys. Autoriai palygina MPI,
Pthreads ir hibridiniu lygiagretinimu pasiekta spartinimg. MPI lygiagretinimo atveju yra naudo-
jamas statinis balansavimas, turint vieng darby sgraSa kiekvienam procesui, o virSutinias réZiais
néra dalinamasi. Pthreads lygiagretinimo atveju taip pat yra naudojami keli darby saraSai. Gija
gali sukurti nauja gija ir duoti puse savo turimy darby. Siuo atveju kiekviena gija turés savo darby
sarasa, o virSutinis réZis laikomas kintamajame, prieinamu visoms gijoms. Hibridiniame modelyje
darbas pradedamas su viena gija procesui, augant darby skaiciui kuriamos naujos gijos. Autoriy
rezultatuose matyti, kad statinis balansavimas tolygiai paskirsto darbus tarp procesy. Nors esant
daugiau procesy darbai yra paskirstomi maziau tolygiai, autoriai nurodo, kad turint net 32 pro-
cesus apkrovos skirtumas tarp procesy nebuvo didesnis nei 30%. Autoriy rezultatai, rodo, gerus,
beveik tiesinius spartinimus. Tai sutampa su Siame darbe gautais rezultatais, kai tolygiai paskir¢ius
uzdavinj tarp procesy gaunami beveik tiesiniai spartinimai naudojant kelis darby sgraSus.

Kitame darbe [QSC*12] naudojamos MPI ir OpenMP technologijos sprendZiant kuprinés uz-
davinj, taCiau sprendimas naudoja kita, ne Saky ir réziy, algoritma. Darbe naudojamas dinaminio
programavimo algortimas iSspresti krepSelio uzdaviniui. Kadangi dinaminio programavimo algo-
ritmai yra uZz Sio darbo srities, nebus placiau aptartas autoriy algorimo jgyvendinimas. MPI darbe
naudojamas procesams spresti atskiras sritis j kurias padalintas uzdavinys. Prijungus OpenMP
iSlaikomas tas pats branduoliy skai¢ius sumaZinant procesy skaiciy. OpenMP naudojamas iSly-
giagretinti for ciklg kiekviename procese. IS autoriy rezultaty matyti, kad pereinant nuo MPlprie

hibridinio OpenMP ir MPI sprendimo pasiekiamas 2 karty spartinimas.
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Rezultatai ir iSvados

Siame darbe buvo padaryti trys svarbiis dalykai. ApZvelgtos egzistuojancios Saky ir ré%iy algo-
ritmus lygiagretinancios bibliotekos, jgyvendinti hierarchiskai iSlygiagretinti keli kombinatoriniai
uzdaviniai Saky ir réZiy algoritmu, bei jgyvendintas algoritmas iStirtas pasinaudojus PST bei gauta
spartinimo priklausomybé nuo naudojamy branduoliy skaic¢iaus.

IS viso darbe apZvelgtos 9 Saky ir réZiy algoritma lygiagretinancios bibliotekos. Dvejos iStirtos
ir eksperimentiSkai sprendZiant keliaujancio pirklio uZdavinj. Abi Sios bibliotekos turéjo trukumy.
Pirmoji, Zram, buvo skirta butent Saky ir réZiy algoritmams. Biblioteka pateiké bendra Saky ir réziy
algoritmo jgyvendinimg ir lygiagretinima, o uzdavinio specifikg reikéjo jgyvendinti paciam. Deél
to buvo jdomu panagrinéti bibliotekos architekturg ir vartotojo naudojimo buda. Taciau biblioteka
nelygiagretino uZdaviniy kaip turéty, biblioteka veiké tik nuosekliuoju réZimu. Antroji biblioteka,
SYMPHONY, buvo labiau bendro pobudZio. Biblioteka sitlo paciy jvairiausiy algoritmy ir uZdaviniy
sprendima. Dél to biblioteka labai didelé, ilgas diegimas, ir ganétinai painus jos veikimas. Ly-
giagretinimas joje atliktas naudojantis tik OpenMP, pati biblioteka buvo sudaryta i§ per didelio
skaiciaus komponenty, kad galima buty galvoti apie jos lygiagretinimo praplétima naudojant MPI.
Taigi, apZvelgtos bibliotekos nejgyvendina hierarchinio lygiagretinimo.

Neradus tinkamos bibliotekos buvo nuspresta jgyvendinti savo Saky ir réZiy algoritmus ir i$
ju sukurti bibliotekg. Tam buvo pasirinkti trys uzdaviniai tinkantys Saky ir réziy algoritmams:
keliaujancio pirklio, 0-1 kuprinés ir kvadratinio priskyrimo. PradZioje Sie uZdaviniai jgyvendin-
ti atskirai nedarant jokios bibliotekos. Noréta pamatyti atskiry algoritmy jgyvendinima ir iS jy
nuspresti, kokia turi buti bibliotekos forma ir tik tada sukurti biblioteka. Sukurus hierarchiSkai
lygiagretinancia Saky ir réziy algoritmus biblioteka, su ja jgyvendinti ir minéti uZdaviniai. Hierar-
chinis lygiagretinimas pasiektas naudojant OpenMP lygiagretinimui per bendra atmintj ir MPI —
Zinuciy siuntimui. Lygiagretinimui per bendrg atminti jgyvendinti buvo naudotas bendras darby sa-
raSas visoms gijoms. Lygiagretinant siunciant Zinutes, kiekvienas procesas turi savo darby sarasa.
UZzdavinio sprendimo pradzioje atliekamas statinis darby balansavimas, o eigoje procesai dalina-
si rastais sprendiniais. Taigi, buvo sukurta hierarchiskai iSlygiagretinti Saky ir réZiy algoritmus
biblioteka.

Sprendziant uzdavinius pasinaudojus PST buvo gautos uzZdaviniy spartinimo priklausomybés.
Kalbant apie lygiagretinima su OpenMP, naudojantis vienu darby saraSu, uzZdaviniai pasieke 2.5,
7.91ir 6.7 karty spartinimg kvadratinio priskyrimo, keliaujancio pirklio ir kuprinés uZzdaviniams ati-
tinkamai. Lygiagretinant su MPI, pasinaudojant daugeliy darby sagraSu, pasiekti spartinimai buvo
mazesni, 4.8, 1.9 ir 1.05 karty kvadratinio priskyrimo, keliaujancio pirklio ir kuprinés uzdaviniams
atitinkamai. IS rezultaty galima spresti, kad keli darby sarasai yra tinkami tik, kai statinis balan-
savimas gali tolygiai padalinti darbus tarp procesy, kitu atveju keli darby sarasSai neduos tinkamy
rezultaty. Lygiagretinimas naudojantis bendru darby saraSu pasiekia didesnj spartinimg ir yra ypac
tinkamas, kai gijos praleidZia didZiaja laiko dalj tyrinédamos paieSkos medj ir tik maza dalj — sa-
veikaudamos su bendru darby saraSu.

Tiek lygiagretinimas per bendra atmintj, tiek lygiagretinimas siunciant Zinutes turi privalumy

ir traikumy. Lygiagretinimas bendra atmintimi pasiekia geresnj spartinimg, taciau yra apribotas

44



branduoliy skai¢iaus procesoriuje. Lygiagretinimas siunciant Zinutes gali pasiekti didesnius lygia-
gretinimo mastus, taciau geras spartinimas yra pasiekiamas sunkiau. Hierarchiniu lygiagretinimu,
naudojantis ir lygiagretinima per bendra atmintj ir lygiagretinima siunciant Zinutes, siekiama su-
jungti abiejy budy privalumus. Darbo rezultatai parodé, kad kartu naudojamas lygiagretinimas per
bendrg atmintj ir siunc¢iant Zinutes leidZia iSnaudoti daugiau prieinamy branduoliy neprarandant

lygiagretinimo efektyvumo.

45



Literatura

[AAB*02]

[ABC*07]

[AFOO06a]

[AFO06b]

[ANFO3]

[BMF*99]

[BMTO8]

[BMT12a]

[BMT12b]

[BT89]

[CLRO6]

[DFR90]

[DLC*06]

Enrique Alba, Francisco Almeida, M Blesa, J Cabeza ir k.t. Mallba: a library of
skeletons for combinatorial optimisation. Euro-Par 2002 Parallel Processing:63-73,

David L. Applegate, Robert E. Bixby, Vasek Chvatal ir William J. Cook. The Tra-
veling Salesman Problem: A Computational Study (Princeton Series in Applied
Mathematics). Princeton University Press, Princeton, NJ, USA, 1sBn: 0691129932,
9780691129938.

Kento Aida, Yoshiaki Futakata ir Tomotaka Osumi. Parallel Branch and Bound Al-
gorithm with the Hierarchical Master-Worker Paradigm on the Grid. 47(Acs 15),

Kento Aida, Yoshiaki Futakata ir Tomotaka Osumi. Parallel branch and bound algori-
thm with the hierarchical master-worker paradigm on the grid. IPSJ Digital Courier,
2:584-597,

Kento Aida, Wataru Natsume ir Yoshiaki Futakata. Distributed computing with hie-
rarchical master-worker paradigm for parallel branch and bound algorithm. Cluster
Computing and the Grid, 2003. Proceedings. CCGrid 2003. 3rd IEEE/ACM Inter-
national Symposium on, p.p. 156—163. IEEE,

Adrian Briingger, Ambros Marzetta, Komei Fukuda ir Jurg Nievergelt. The parallel

search bench zram and its applications. Annals of Operations Research, 90:45-63,

Ahcene Bendjoudi, Nouredine Melab ir El-Ghazali Talbi. P2p design and implemen-
tation of a parallel branch and bound algorithm for grids. International Journal of
Grid and Utility Computing, 1(2):159-168,

Ahcene Bendjoudi, Nordine Melab ir El-Ghazali Talbi. An adaptive hierarchical
master—worker (ahmw) framework for grids—application to b&b algorithms. Jour-
nal of Parallel and Distributed Computing, 72(2):120-131,

Ahcene Bendjoudi, Nouredine Melab ir E-G Talbi. Hierarchical branch and bound al-
gorithm for computational grids. Future Generation Computer Systems, 28(8):1168—
1176,

Dimitri P Bertsekas ir John N Tsitsiklis. Parallel and distributed computation: nu-

merical methods, tom. 23. Prentice hall Englewood Cliffs, NJ,

Teodor Gabriel Crainic, Bertrand Le Cun ir Catherine Roucairol. Parallel branch-

and-bound algorithms. Parallel combinatorial optimization:1-28,

Frank Dehne, Afonso G Ferreira ir Andrew Rau-Chaplin. Parallel branch and bound
on fine-grained hypercube multiprocessors. Parallel Computing, 15(1-3):201-209,

A Djerrah, Bertrand Le Cun, V-D Cung ir Catherine Roucairol. Bob++: frame-
work for solving optimization problems with branch-and-bound methods. High Per-
formance Distributed Computing, 2006 [5th IEEE International Symposium on,
p.p- 369-370. IEEE,

46



[DS80]

[EHP15]

[EPHO1]

[GCY4]

[HCH*13a]

[HCH"13b]

[HCP*13a]

[HCP*13b]

[Tba87]
[JS89]

[KPP*04]

[KT88]

Edsger W Dijkstra ir Carel S. Scholten. Termination detection for diffusing compu-

tations. Information Processing Letters, 11(1):1-4,

Jonathan Eckstein, William E Hart ir Cynthia A Phillips. Pebbl: an object-oriented
framework for scalable parallel branch and bound. Mathematical Programming
Computation, 7(4):429-469,

Jonathan Eckstein, Cynthia A Phillips ir William E Hart. Pico: an object-oriented
framework for parallel branch and bound. Studies in Computational Mathematics,
8:219-265,

B. Gendron ir T. G. Crainic. Parallel Branch-and-Branch Algorithms: Survey and
Synthesis, por: 10.1287/opre.42.6.1042.

Juan F R Herrera, Leocadio G. Casado, Eligius M T Hendrix, Remigijus Paulavicius
ir Julius Zilinskas. Dynamic and hierarchical load-balancing techniques applied to
parallel branch-and-bound methods. Proceedings - 2013 8th International Conferen-
ce on P2P, Parallel, Grid, Cloud and Internet Computing, 3PGCIC 2013:497-502,
por: 10.1109/3PGCIC.2013.85.

Juan FR Herrera, Leocadio G Casado, Eligius MT Hendrix, Remigijus Paulavicius
ir Julius Zilinskas. Dynamic and hierarchical load-balancing techniques applied to
parallel branch-and-bound methods. P2P, Parallel, Grid, Cloud and Internet Com-
puting (3PGCIC), 2013 Eighth International Conference on, p.p. 497-502. IEEE,

Juan F R Herrera, Leocadio G. Casado, Remigijus Paulavicius, Julius Ilinskas ir Eli-
gius M T Hendrix. On a hybrid MPI-Pthread approach for simplicial branch-And-
bound. Proceedings - IEEE 27th International Parallel and Distributed Processing
Symposium Workshops and PhD Forum, IPDPSW 2013:1764-1770, por: 10.1109/
IPDPSW.2013.178.

Juan FR Herrera, Leocadio G Casado, Remigijus Paulavicius, Julius Zilinskas ir
Eligius MT Hendrix. On a hybrid mpi-pthread approach for simplicial branch-and-
bound. Parallel and Distributed Processing Symposium Workshops & PhD Forum
(IPDPSW), 2013 IEEE 27th International, p.p. 1764-1770. IEEE,

Toshihide Ibaraki. Enumerative approaches to combinatorial optimization. Baltzer,

JM Jansen ir FW Sijstermans. Parallel branch-and-bound algorithms. Future Gene-
ration Computer Systems, 4(4):271-279,

H. Kellerer, H.K.U.P.D. Pisinger, U. Pferschy ir D. Pisinger. Knapsack Problems.
Springer Nature Book Archives Millennium. Springer, i1sBN: 9783540402862. URrL:
https://books.google.1lt/books?id=ubDB7gck08YC.

GAP Kindervater ir HWJIM Trienekens. Experiments with parallel algorithms for

combinatorial problems. European Journal of Operational Research, 33(1):65-81,

47



[LW84]

[MPg9]

[MP93]

[OEC*98]

[PLIO0]

[PMO0]

[PZ06]

[QSC*12]

[RGO5]

[Rou89]

[Sal02]

[Tai93]

[TB92]

[TP96]

Guo-Jie Li ir Benjamin W Wah. Computational efficiency of parallel approxima-
te branch-and-bound algorithms. International Conference on Parallel Processing,
p-p- 473480,

DL Miller ir JF Pekny. Results from a parallel branch and bound algorithm for the

asymmetric traveling salesman problem. Operations Research Letters, 8(3):129-135,

Donald L Miller ir Joseph F Pekny. Commentary—the role of performance metrics
for parallel mathematical programming algorithms. ORSA Journal on Computing,
5(1):26-28,

Diskrete Optimierung, Rainer E. Burkard Er, A C Ela, Rainer Burkard, Eranda
Dragoti-Cela, Panos Pardalos ir Leonidas Pitsoulis. The quadratic assignment prob-
lem. Handbook of Combinatorial Optimization, por: 10.1007/978-1-4613-0303-
9_27.

Panos Pardalos ir XO LI. Parallel branch-and-bound algorithms for combinatorial

optimization. Supercomputer, 7(5):23-30,

Joseph F Pekny ir Donald L Miller. A parallel branch and bound algorithm for solving
large asymmetric traveling salesman problems. Proceedings of the 1990 ACM annual

conference on Cooperation, p.p. 56-62. ACM,

Remigijus Paulavic¢ius ir Julius Zilinskas. Analysis of different norms and corres-
ponding lipschitz constants for global optimization. Technological and Economic
Development of Economy, 12(4):301-306,

L. Quan, W. Shen, J. Cui ir D. Geng. Application of 0—1 knapsack mpi + openmp
hybrid programming algorithm at mh method. 2012 9th International Conference on
Fuzzy Systems and Knowledge Discovery, p.p. 2452-2456, por: 10 . 1109 /FSKD .
2012.6234092.

Ted K Ralphs ir Menal Giizelsoy. The symphony callable library for mixed inte-
ger programming. The next wave in computing, optimization, and decision technolo-
gles:61-76,

Catherine Roucairol. Parallel Branch and Bound Algorithms an overview. Parallel
Combinatorial Optimization, 1(1):1-28,
Matthew J Saltzman. Coin-or: an open-source library for optimization. Programming

languages and systems in computational economics and finance, p.p. 3—32. Springer,

Eric Taillard. Benchmarks for basic scheduling problems. european journal of ope-
rational research, 64(2):278-285,

HWIM Trienekens ir A Bruin. Towards a taxonomy of parallel branch and bound
algorithms:1-23, urL: http://repub.eur.nl/handle/1491.

Stefan Tschoke ir Thomas Polzer. Portable parallel branch and bound library user

manual: library version 2.0,

48



[XRL*05]  Yan Xu, Ted K Ralphs, Laszlo Ladanyi ir Matthew J Saltzman. Alps: a framework
for implementing parallel tree search algorithms. The next wave in computing, opti-

mization, and decision technologies, p.p. 319-334. Springer,

49



