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Santrauka

Daugiakriterinio optimizavimo uZdaviniai susideda i§ keliy prieStaringy kriterijy, iSreikSty ma-
tematinémis funkcijomis. Daugelio, keturiy ir daugiau, kriterijy uzdaviniai yra sudétingai iSspren-
dZiami, kadangi su padidéjusiu optimizavimo funkcijy skai¢iumi atsiranda daugiau tasky, kuriuos
reikia jvertinti aproksimuojant Pareto fronta. Sis darbas apZvelgia jvairius algoritmus, daugelio
kriterijy uzdaviniams spresti, bei placiai analizuoja NSGA-III algoritma, nagrinédamas sprendiniy
pasiskirstymo bei konvergavimo j tikrajj Pareto fronta aspektus. Argumentuotai pristatoma mo-
difikacija, jtraukianti elitiniy nariy archyva, kuris yra naudojamas aplinkos iSrinkimo Zingsnyje.
Panaudotos euristikos jtaka analizuojama jvairiomis metrikomis, o apversto apibendrinto atstumo
rezultatai yra lyginami tiek su originalaus algoritmo, tiek su naudojamos realizacijos pateiktais re-
zultatais. Gautieji rezultatai patvirtina elitiniy nariy euristikos panaudojimo NSGA-III algoritme

efektyvumg atskleisdami dar daugiau galimybiy idéjos vystymui.

Raktiniai ZodZiai: daugiakriterinis optimizavimas, daugelio kriterijy optimizavimas, evoliuci-

niai algoritmai, elitiSkumas, atskaitos taskai, Pareto frontas.



Summary

Multiobjective optimization problems consist of multiple conflicting criteria using mathema-
tical functions as formalization. Many-objective (4 or more objective) optimization problems are
harder to solve due to increased size of points that have to be evaluated and construct approximated
Pareto front. This work reviews multiple algorithms used for multiobjective optimization, further-
more NSGA-III algorithm is analysed thoroughly evaluating even distribution of solutions and set
convergence to true Pareto front. A new procedure including elite member archive and is used in
environment selection step is presented in a reasoned manner. Elitism procedure is analysed using
various metrics. Moreover, inverted generational distance results are used to compare to both origi-
nally presented results and results of used implementation. Achieved results confirm effectiveness
and usefulnes of presented elitism heuristic procedure in NSGA-III algorithm revealing yet more

room for improvement for development of the procedure.

Keywords: multiobjective optimization, many-objective optimization, evolutionary algori-

thms, elitism, reference points, Pareto front.
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Ivadas

Optimizavimas yra procesas, leidZiantis pasiekti geresniy, greitesniy, stipresniy ar kitaip pra-
naSesniy rezultaty priklausomai nuo taikomosios srities. Daugiakriterinis optimizavimas yra keliy
kriterijy optimizacija. Daugiakriterinio optimizavimo uzdavinius daznai sutinkame gyvenime. Ke-
liaujant iS namy j darbg automobiliu yra jvertinama, kiek laiko uZtruks stovéjimas eismo spustyse
ir kokj atstumg teks nuvaZiuoti. Turint tai omenyje kartais yra nusprendZiama pasirinkti ilgesnj
kelig, kuriame nebus susidurta su eismo spustimis, tikintis, jog iSnaudojus daugiau kuro bus su-
taupyta laiko. Klasikinis buitinis daugiakriterinio optimizavimo uZdavinys yra kainos bei kokybés
pusiausvyros sprendimas. Perkant daiktus nuo mobilaus telefono iki busto yra trokStama kuo dides-
nés kokybés, taciau norima isleisti kuo maziau. Paminéti uzdaviniai daZniausiai yra sprendZiami
intuityviai ir net nesusimastant apie tai, jog tai yra matematiSkai nagrinéjami uzdaviniai.

MatematiSkai apibrézty daugiakriterinio optimizavimo uzdaviniy sprendimai, Zinoma, vaidina
svarby vaidmenj jvariose taikymo srityse. Nuo elektros energijos sistemy planavimo [GLM12],
reikalaujancio sunaudojant kuo maziau finansiniy kasty iSgauti kuo daugiau elektros energijos bei
paskirstyti ja vartotojams kuo efektyviau, iki investavimo portfeliy sudarymo [FEO13] didinant
pelno galimybes tuo metu mazinant rizikos faktorius atsizvelgiant j vertybiniy popieriy kainy nepa-
stovuma ir bendrg rinkos situacijg. Daugiakriterinis optimizavimas taikomas net ir tokiose niSinése
ir siaurose srityse kaip kriketo komandos komplektacija [FID11], kur turint ribota biudzetg reikia
rasti kuo universalesnius Zaidéjus, kuriuos renkantis reikia atsiZvelgti j smugiavimo bei ridenimo
stiprumo savybes.

Siy uzdaviniy kompleksiskumas slypi jy kombinatorinéje kilméje, kadangi ieSkant optimalaus
sprendimo reikia perziuréti daugybe galimy alternatyvy, o tai reiSkia, jog taikant brutalios jégos
metoda reikia perrinkti visus galimus laisvy kintamyjy variantus. Tai reikalauja daug laiko kaip ir
daug skaic¢iavimo resursy net ir palyginamai maZos kintamyjy aibés apimties sistemose.

Daugiakriterinio optimizavimo kriterijai yra savybeés, kuriy reikSmes norima pasiekti kuo di-
desnes arba kuo mazesnes. Nuo Siy savybiy priklauso optimizavimo funkcijy kintamieji. Gaminant
produktg kriterijais galima laikyti iSlaidy kiekj bei gautas pajamas, akivaizdu, jog norint pasiekti
kuo didesnj pelna reikia didinti gaunamas pajamas bei mazinti iSlaidas. Daugiakriteriniame optimi-
zavime iS aibés kriterijy bent du yra prieStaringi, kas reiskia, jog negalima gauti geresniy rezultaty
pagal vieng kriterijy nepabloginant rezultaty pagal kita kriterijy.

SprendZiant daugiakriterinio optimizavimo uZdavinius itin svarbu yra teisingai interpretuoti
gautus rezultatus. Vieno kriterijaus optimizacija neturi vietos interpretacijai, nes gautas rezultatas

vienareikSmiSkai apibréZia optimizuojamo kriterijaus gerumg. Kitaip nei vieno kriterijaus opti-
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mizacijos rezultatuose, daugiakriterinés optimizacijos rezultatas vienareikSmiSkos interpretacijos
neturi dél to, jog vieno kriterijus optimizacija yra pasiekta pabloginus kito kriterijaus jvertj. Grjz-
tant prie pradinio, kelionés i§ namy j darba, pavyzdzio pasirenkant ilgesnj kelia galima sutaupyti
laiko, taciau tai kainuos eksploatacija.

Daugiakriteriniy optimizacijy uzdaviniy sprendimo subjektas, interpretuojantis gautus rezul-
tatus, yra vadinamas sprendimy priémeju. Sprendimy priémeéjas, veikiantis sistemose, gali daryti
jtakg optimizavimui keiGiant kriterijy optimizavimo svarbuma. Sios sistemos yra vadinamos spren-
dimy paramos sistemomis ir jos leidZia perZiuréti gautus rezultatus po optimizacijos bei sprendimy
priéméjui parinkti tenkinama sprendima. Taip pat Sios sistemos leidZia optimizacijos metu interak-
tyviai keisti optimizuojamy kriterijy svarbuma.

Turint omenyje, kuriuo metu yra priimamas sprendimas dél kriterijy svarbumo ir sprendimo
priémimo bei optimizacijos, daugiakriterinio optimizavimo metodai yra skaidomi j tris grupes

[HM79]:

* Sprendimo priémimas prie§ optimalaus sprendimo paiesSka: Daugiakriterinio optimizavimo
tikslai yra apjungiami j vieng tiksla, kuris savyje neSasi informacija apie sprendimy priéméjo

nurodymus;

* Optimalaus sprendimo paieska prie§ sprendimo priémima: Optimizacija vykdoma neZinant
nieko apie sprendimy priémeéjo reikalavimus ir troSkimus. Galutiniai rezultatai yra gaunami ir

pateikiami sprendimy priémeéjui, kuris tada pasirenka jj tenkinantj optimizacijos sprendima;

e Sprendimo priémimas atliekant paieSka: Atliekant optimizacija sprendimy priéméjas gali
paieskos eigoje keisti nurodymus matydamas, jog optimizacija vyksta ne taip, kaip tikétasi.
Po kiekvieno optimizacijos Zingsnio sprendimy paramos sistema sprendimy priémeéjui patei-
kia kompromisus, pagal kuriuos jam leidZiama interaktyviai keisti kriterijy pirmenybe ir taip

vadovauti paieskai.

MatematiSkai formalizuojant daugiakriterinio optimizavimo sprendimy paieska ji iSreiSkiama



taip:

minimizuoti/maksimizuoti y=F(x)=[fi(z), f2(x), ..., far(2)]
esant apribojimams x e S.
S=A{

kur, laikant, jog sprendinys turi V' kintamyjy, x yra V' -matis vektorius, vadinamas sprendiniy vek-
toriumi. Sis vektorius priklauso sprendiniy kintamyjy erdvei .S, apribotai nelygybiy bei lygybiy
funkcijy g, ir Ay, kuriy yra J ir K atitinkamai. Visi sprendiniai, patenkantys j .S erdve, yra laiko-
mi leistinais sprendiniais, o nepatenkantys - neleistinais. Sprendimo vektoriaus jvertis y pritaikius
funkcijg F' yra vadinamas tikslo vektoriumi. Kiekviena optimizacijos funkcija f;, vadinama tiks-
lo funkcija, gali jgyti aib¢ Y; reikSmiy. Tokiu budu visos tikslo funkcijy reikSmiy aibés Y;, kur
1 =1,2,..., M, sukuria M-matés dimensijos erdve, vadinama tikslo erdve.

Lyginant tikslo funkcijy reikSmes, jos turi buti lyginamos kriterijaus kontekste, todél Zymima
fe(zM) <« fo(2?)), kai (V) sprendinys yra geresnis uz x(?), sprendinj kriterijaus, kurio funkcija yra
f, atzvilgiu. Tai reiskia, jog reik§mé z(!) yra maZesné uz = jei funkcija f, yra minimizuojanti,
arba didesné, jei maksimizuojanti. Analogiskai yra Zymima f,(zV) > f,(2?), kai ? sprendinys
yra geresnis uz ") sprendinj. Lygybé f,(z(V)) = f,(2?)) reitkia, kad kriterijaus jverciai yra lygis.

Sprendimy vektoriai gali buti lyginami tarpusavyje visos daugiakriterinio optimizavimo funk-
cijos F kontekste. Yra teigiama, jog jmanomas sprendiniais 2(!) yra dominuojantis pries kitg jma-

nomg sprendinj x) tada ir tik tada, jei:
1. Sprendimas x(!) yra ne blogesnis nei 2(?) pagal visas f; funkcijas, kuri = 1,2, ..., M.

2. Sprendimas x(!) yra grie7tai geresnis nei () pagal bent vieng fy funkcija, kur i/ =

1,2,..., M.

Savo ruoztu (¥, kadangi ") yra dominuojantis prie§ (), yra dominuojamas sprendinio z(1.
Matematiskai tai yra isreiskiama kaip () < 2 arba 2? = (1),

Zinant apie sprendiniy kintamyjy erdve bei sprendiniy dominavimo sarysj galima pastebéti, jog
sprendiniy kintamyjy erdvé gali turéti begale sprendiniy, kurie yra dominuojami sprendinio z*.

Taip pat tokiy sprendiniy yra daugybé. Kitaip tariant, aibés sprendiniy, kurie yra dominuojantys
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pries likusig sprendiniy kintamyjy erdvéje aibe, negalima optimizuoti pagal vieng tikslo funkcija
nepabloginant sprendiniy, pagal kita tikslo funkcija. Sitokiy sprendiniy aibé yra vadinama Pareto
optimaliy (nedominuojamy) sprendiniy aibe. MatematiSkai Pareto optimaliy sprendiniy aibe P*

iSsireiskia kaip:
P ={ax*eS| Ar'eS: 2" <z }.

Daugiakriterinio optimizavimo funkcijos /' reik§més Pareto optimaliems sprendiniams i$ aibés

P* sudaro aibe, vadinamg Pareto frontu. MatematiSkai Pareto frontas P F™* formalizuojamas kaip:
PF*={ F(z")| 2" € P" }.

Spresti daugikriterinio optimizavimo uzdavinius tradiciniais algoritmais yra sudétinga dél jau
minétos kombinatorinés uZdaviniy kilmés. Evoliuciniai algoritmai apjungia kelias euristikas, ku-
rios pasitelkdamos natiralios evoliucijos idéjas padeda spresti daugiakriterinio optimizavimo uz-
davinius. DidZiausias evoliuciniy algoritmy pranaSumas yra tas, jog jiems néra butinos Zinios apie
issamias bei konkrecias taikomosios srities detales. Siy algoritmy veikimas remiasi tik Ziniomis
apie tinkamumo, kitaip vadinama taikinio, funkcija. Papildomos detalés taip pat gali buti jtrauktos
j evoliuciniy algoritmy jgyvendinima, kurios padeda tiek atrasti tikslesnius rezultatus, tiek atlikti
paieska greiciau. Evoliuciniai algoritmai veikia vykdydami generacijas. Kiekvienoje generacijoje
atrenkami geriausi sprendiniai bei konstruojamos sekancios generacijos. Sekanciy generacijy re-
zultatai gaunami sujungiant atrinktus geriausius rezultatui bei papildant juos naujais, sugeneruotais
geriausiy praeitos generacijos sprendiniy pavyzdziu atliekant iSrinkimo, kryZminimo bei mutacijos
operacijas.

Daugiakriterinio optimizavimo uzdaviniy specifikoje kiekvienos generacijos rezultatas yra aibé
sprendiniy, o tinkamumo funkcijos reikSmémis yra laikomos Pareto fronto reikSmés. Kiekvienoje
generacijoje bandoma perkombinuojant bei mutuojant geriausius praeitos generacijos sprendinius
gauti naujus sprendinius, maZinancius atstuma nuo gautyjy sprendiniy iki Pareto fronto.

Evoliuciniy daugiakriterinio optimizavimo algoritmy efektyvumas jprastai matuojamas pagal
du aspektus: tiksluma ir tolygy gautyjy reikSmiy pasiskirstymg. Algoritmo tikslumo matas parodo
kaip arti Pareto fronto yra gautos aproksimuotos funkcijos reikSmés. Algoritmo gauty rezultaty
tolygaus pasiskirstymo matas parodo kaip tolygiai pasiskirs¢iusios yra aproksimuotos funkcijos

reikSmeés. DaZniausiai naudojami matai:

» Apverstas apibendrintas atstumas (angl. Inverted generalized distance) yra matas, skaiciuo-
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jantis vidutinj atstuma nuo aproksimuoto Pareto fronto taSky iki jiems artimiausiy tikrojo

Pareto fronto tasky.

 Hiperturis (angl. Hypervolume) yra dominuojancio regiono, gauto i§ gautyjy tikslo vekto-
riy aproksimuojant Pareto frontg bei nurodyto tasSko, turis. hipertirio reikSmé parodo tiek

aproksimuoto Pareto fronto tiksluma, tiek ir reikSmiy pasiskirstymo tolyguma.

» Apibendrintas atstumas (angl. Generalization distance) yra atstumas tarp gautyjy vektoriy,
aproksimuojant Pareto fronta, bei artimiausiy jiems vektoriy iS tikslo funkcijos (Pareto fron-
to). Mazesnis gautas apibendrintas atstumas reiSkia tiksliau aproksimuotg Pareto fronta, taigi
siekiama, jog apibendrintas atstumas biity kuo maZzesnis. Sis matas vertina tiek tolygy pasi-

skirtyma, tiek ir sprendiniy konvergavima j tikrajj Pareto fronta.

* ISsibarstymas (angl. Spread) yra matas, parodantis kaip netolygiai iSsibarsciusios aproksi-

muotos Pareto fronto reikSmés. Siekiama kuo maZesné iSsibarstymo reikSmé.

Kuriant bei tobulinant daugiakriterinio optimizavimo algoritmus jprastai jy patikimumas verti-
namas sprendZiant gerai ¥inomus, testinius, daugiakriterinio optimizavimo uZdavinius. Sie uzda-
viniai sudaryti pasitelkiant skirtingas uzdaviniy charakteristikas, kompleksiSkuma, nevienoduma.
Daugelis i uZdaviniy turi kelis lokalius Pareto frontus. Keli rinkiniy pavyzdziai yra ZDT1-ZDT4
[EKLOO] bei DTLZ1-DTLZ7 [DTL+05] - kei¢iamo dydzio tikslo funkcijy uzdaviniai.

Literaturos analizé parodé, jog atskaitos taSkai bei vektoriai padeda iSlaikyti populiacijos jvairo-
ve bei yra pakankamas jrankis leidZiantis populiacijoms konverguoti j Pareto frontg. Atskaitos vek-
toriais gristi algoritmai turi gera savybe, jog vektoriy panasumas gali buti lyginamas pagal kampo
dydij tarp jy (3.3 poskyris). Tap pat, viena dazniausiai naudojamy euristiky jvairuose algoritmuo-
se, susigrudinimo matas (2.3 poskyris) pateikia gerus rezultatus ieSkant per daug tankiy regiony
bei yra naudojamas daugelyje algoritmy. Evoliuciniai algoritmai turi daugybe budy jgyvendin-
ti pagrindines operacijas (1 skyrius), taigi algoritmy modifikacijos gali remtis jvairiais galimais
pasirinkimais.

Sio darbo tikslas yra atrasti perspektyvias atskaitos taskais grjsty daugelio kriterijy optimiza-
vimo evoliuciniy algoritmy modifikacijas bei jas pritaikyti kuriant naujajj algoritma, pranaSuma
pagrindziant algoritmy efektyvumy matais.

Sio darbo uZzdaviniai yra:

* Identifikuoti efektyvias bei perspektyvias jvairiy algoritmy dalis, tinkancias naujajam algo-

ritmui;



* Pasinaudojus pagrindinémis atskaitos vektoriy paremty algoritmy idéjomis pritaikyti modi-

fikacijas;

* IStirti kaip kinta algoritmy efektyvumas, remiantis tikslo funkcijos vykdymo skaic¢iumi, pri-

taikius skirtingas modifikacijas;

* Istirti kaip kinta algoritmy efektyvumas kitais aspektais, kurie gali lemti algoritmo darbo

greitj.
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1. Evoliuciniai algoritmai

Kaip jau buvo minéta anksciau, vykdant evoliucinius algoritmus yra atliekamos trijy tipy ope-
racijos su populiacijy nariais, tai yra iSrinkimas, mutacija bei kryZminimas. Nors Sios operacijos
yra esminis evoliuciniy algoritmy veikimo pagrindas, kiti aspektai kaip pradinés populiacijos gene-
ravimas, kandidaty reprezentavimas bei elitiSkumas yra neatsiejamos Siy algoritmy sudedamosios
dalys ir atlieka svarby vaidmenj [Sim13]. Vykdant evoliucinius algoritmus populiacijos kartais
konverguoja j vieng sprendini, taip sudarydamos populiacija beveik identiSky sprendiniy. Spren-
dZiant §j uzdavinj algoritmui galima nurodyti iSplésti paieSka, taCiau tokiu atveju jis gali uZstrigti ir
nebekonverguoti j tenkinamus sprendinius. Siais aspektais evoliuciniy algoritmy veikimo bei dau-
giakriteriniy uZdaviniy optimizavimo kriterijai sutampa - sprendiniai turi buti kuo labiau tolygiai

pasiskirste per sprendiniy aibg ir kuo arciau tikslo funkcijos reikSmiy.

1.1. Inicializacija

Pradedant bet kurj evoliucinj algoritmg yra sugeneruojama pradiné populiacija. Paprasciausias
budas tai pasiekti - visiSkai atsitiktinai sugeneruoti populiacijos dydZzio individy skaiciy. Inicializa-
cija atrodo elementarus Zingsnis, taciau jdéjus Siek tiek daugiau darbo galima pagelbéti algoritmui
nurodant tinkamesnius parametrus bei sukuriant tinkamesn¢ prading populiacijg konkretiems uz-
daviniams.

Remiantis atsitiktiniu generavimu galima patobulinti procedura - sugeneruoti kelis kartus dau-
giau individy nei nustatytas populiacijos dydis ir lokaliai optimizavus isfiltruoti tik geriausius in-
dividus, kurie ir bus laikomi pradiniais duomenimis. Lokalus optimizavimas gali biiti pasiektas
keliais budais, vienas i$ jy - gradientinis nusileidimas (angl. gradient descent). Dar vienas, la-
biau specifinis kiekvienai taikomajai sriciai bei daugiau rankinio darbo reikalaujantis, metodas,
vadinamas tiesiogine inicializacija (angl. direct initialization), sitllo pasinaudoti eksperty Ziniomis
generuojant prading populiacija. Ekspertai gali pateikti pagrjstai priimtinus sprendinius, kuriuos
galimai norétume optimizuoti, naudojamus pradin€je populiacijoje. Taip pat informacija, tai yra

galimai optimizuoti sprendiniai, i$ iSoriniy Saltiniy gali buti panaudoti kaip pradiné populiacija.

1.2. ElitiSkumas

ElitiSkumas (angl. elitism) - budas uZtikrinti, jog geriausi populiacijos individai iSgyvena i
generacijos j generacijg. Iprastai evoliuciniuose algoritmuose geriausieji tévai kryZminami bei mu-

tuojami tam, jog buty sukurtas palikuonis, o tévai nebejtraukiami j sekancia generacija. Tai atitinka
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biologing evoliucija, taciau tokiu budu gali buti prarandami elitiniai individai, jei palikuonys nebéra
geresni uz savo tévus. ElitiSkumui uZtikrinti daZniausiai yra naudojamas iSorinis archyvas (angl.
external archive), kuriame geriausieji individai yra arba kopijuojami i§ pagrindinés populiacijos
arba perkeliami, taip sudarant populiacijy plétinius. Taip pat galimos strategijos, kai prasciausi

individai populiacijoje kei¢iami naujais, o tévai néra Salinami i§ populiacijos.

1.3. Populiacijos jvairove

Evoliucijos metu populiacija yra rekombinuojama i§ generacijos j generacijag. Nebandant uz-
tikrinti populiacijos jvairovés (angl. population diversity) sprendiniy pasiskirstymas mazéja ir su
kiekviena iteracija sprendiniai tampa panasSus j vieni kitus. Padidinus mutacijos tikimybe¢ galima
to iSvengti, bet turint dazna mutacija algoritmas panaséja j atsitikting paieSka. [prastas budas yra
apibréZti faktoriy, pagal kurj individai yra laikomi per daug panaSiais. PanaSus individai yra ar-
ba iSmetami i§ populiacijos arba yra perdaromi. Per daug iSplétus populiacija galima prieiti prie
kitos problemos - per daug skirtingy individy. Dvi iSvardintos geros populiacijos savybés yra pa-
naSios j biologine evoliucijg: nepastebimas poravimasis tarp individy iS§ skirtingy rusiy, taciau tos
pacios giminés individai nesiporuoja. Poravimui tinkamoms grupéms (angl. mating pool) sudaryti
daZniausiai naudojamas niSos metodas (angl. niching), kuris skirsto individus, tinkamus poruotis

tarpusavyje, j vadinamasias niSas.

1.4. ISrinkimas

ISrinkimas (angl. selection), kitaip algoritmuose dar vadinamas aplinkos iSrinkimu (angl. en-
vironmental selection), atsakingas uZ tinkamy, stipriausiy individy atrankg. Populiariausias ir pa-
prasCiausias yra ruletés rato (angl. roulette-wheel) metodas, kai pagal tinkamumo reikSmes, stip-
resni individai turi didesnius Sansus buti iSrinkti. Vienas pagrindiniy kriterijy iSrinkimo operatoriui
- prieslaikiSkai nekonverguoti j Pareto frontg iStiriant kuo daugiau galimy sprendiniy ankstyvose
generacijose, taciau velésnése generacijose neuZstrigti ir iSnaudoti stipriuosius individus konver-
gavimui j fronta. Ruletés ratas kartais nejgyvendina Siy reikalavimy taip gerai kaip norétysi, todél

yra alternatyviy iSrinkimo budy:

* Stochastinis visuotinis atrinkimas (angl. stochastic universal sampling) labai panaSus j rule-
tés rato metodg, kadangi ratas padalintas taip pat pagal tikimybes. Tik Siuo atveju iSrinkimas
vykdomas ne kelis kartus sukant ratg ir turint vieng rodykle, kuri iSrenka individa, o rate

sukurus vienodai pasiskirsciusias rodykles ir iSsukus ratg vieng karta.
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» Sigma mastelio keitimas (angl. ¢ scaling) normuoja tinkamumo reikSmes priklausomai nuo

standartinio visos populiacijos nuokrypio.

* Rangu paremtas (angl. rank-based) iSrinkimas paskirsto iSrinkimo tikimybes pagal ranga, o

ne pagal absoliucias tinkamumy reik§mes.

* Tiesinis rangu paremtas (angl. linear ranking) iSrinkimas yra rangu paremto metodo api-

bendrinimas, kai apibréZiama tiesin¢ funkcija, priklausanti nuo individo rango.

* Turnyras (angl. tournament) suformuoja turnyra (maZesnio dydZio rinkinj nei populiacija) i$
geriausiy sprendiniy ir atlieka jprasta iSrinkima turnyro individy rinkinyje. Pagrindinis pra-
naSumas, jog nereikia skaiCiuoti tiksliy tinkamumo reik§Smiy turnyrui sudaryti, reikia Zinoti

tik reliatyvias reikSmes.

» TiesmukiSkas, taciau kartais naudojamas, yra lyderio iSrinkimas (angl. stud selection), ku-
ris kiekvienoje generacijoje iSrenka geriausig individg, o jam j poras iSrenkamas individas

jprastu budu.

1.5. KryZminimas

Atlikus iSrinkima, iSskirti individai tampa tévais ir yra kryZminami vieni su kitais. Algoritmuo-
se taip pat tai vadinama pertvarka (angl. recombination) arba porinimu (angl. mating). DazZniausias
yra vieno tasko (angl. single point) kryZminimas dvejetainéje sekoje paimant fiksuotg arba atsitik-
tinj taSkq ir abi tévy sekas padalijant j dvi dalis. Palikuonio dvejetainé seka sudaroma paimant
pirmaja dalj iS pirmojo tévo, o antrgjg - iS antrojo. KryZminimas gali buti jgyvendintas ir kitais,

alternatyviais, budais:

 Daliy (angl. segmented) kryZzminimas yra panaSus j vieno tasko kryZminima, tik ¢ia imami
keli taskai, taip sudarydami segmentus dvejetain¢je sekoje. Kiekvienas segmentas imamas

i$§ vieno iS tévy atsitiktiniu budu.

* Jprastai kryZminimas vyksta tarp dviejy tévy, bet kartais yra naudojamas keliy tévy (angl.
multi-parent) metodas. Tai daZnai jgyvendinama kaip daliy kryZminimas tik daugiau nei su

dviem tévais.

* Linijinis (angl. linear) kryZminimas sukuria kelis palikuonis, bet i§laiko maZiau nei buvo

sukurta, priklausomai nuo jy tinkamumo.
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» Simuliuojamas dvejetainis (angl. simulated binary, SBX) kryZminimas atsizZvelgia j tévy
dvejetaines iSraiSkas ir jy charakteristikas (pvz., binariniy reikSmiy vidurkj). Gaunami vaikai

bandant iSlaikyti tévy binariniy iSraiSky charakteristikas.

1.6. Mutacija

Mutacija biologinéje evoliucijoje vyksta labai retai, dél to evoliuciniuose algoritmuose mutacija
yra vykdoma labai retai - daZniausiai naudojama apie 2 % tikimybé. Nepaisant to, mutacija yra svar-
bus algoritmo operatorius, suteikiantis galimybe atrasti galimai naujus sprendinius, nes trukstama
genetiné informacija gali buti atsitiktinai sugeneruota mutacijos procese. Iprastas budas mutacijai
atlikti yra individo, gauto po kryZminimo, dvejetain€je iSraiSoje kiekvieng bita, su nedidele tikimy-
be, apversti. Alternatyvus mutacijos metodai daZniausiai sprendZia ne kada, o ka mutuoti. Vienas
i§ budy - uzkoduoti sprendinj dvejetaine forma ir pasirinkti bito reikSme i§ sugeneruoto tolygaus
(angl. uniform) arba Gauso pasiskirstymo, kurio vidutiné reikSme yra ieSkomos taikomosios srities

centras. Taip pat vidutine reikSmé gali buti laikoma ir nepakeisto bito reikSme.
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2. Daugiakriterinio optimizavimo algoritmai

Daugiakriterinio uzdaviniy optimizavimo algoritmai skirstomi grubiai j tris grupes: Pareto do-
minavimu grjsti, dekompozicija grjsti bei indikatoriumi grijsti algoritmai [GD04]. Pareto aibe grjsti
algoritmai yra ypac efektyvis sprendziant mazos dimensijos uzdavinius, kadangi jie vienu perbe-
gimu gali rasti aproksimuota aibe sprendiniy, naudojantis jy populiacija grista savybe. Sios grupés
reprezentaciniai daugiakriterinio optimizavimo algoritmai yra NSGA-II (2.3 poskyris) bei SPEA2
(2.4 poskyris). Antroji grupé algoritmy dalina komplikuotg daugiakriterinio optimizavimo uzdavi-
nj j kelis dalinius uzdavinius ir sprendZia juos atskirai. Daliniy uzdaviniy sprendimai dalijasi infor-
macija tarpusavyje. Sios grupés pla¢iausiai naudojamas algoritmas yra MOEA/D (2.5 poskyris).
Trecioji grupé jungia efektyvumu arba indikatoriumi gristus (angl. indicator-based) algoritmus.
Labiausiai Zinomi Sios grupés algoritmai yra IBEA, kurio modifikacija mIBEA bus apZvelgta (2.6
poskyris).

Suprasti algoritmy, skirty daugiakriteriniams uzdaviniams bei grjsty genetinémis operacijomis,
iStakas, Siame skyriuje nagrinéjamas algoritmas VEGA (2.1 poskyris). Taip pat, iStakos, vieno
labiausiai naudojamy algoritmy NSGA-II, yra nagrinéjamos tiriant pirmaja NSGA (2.2 poskyris)

versija.

2.1. VEGA

Vienas pirmyjy genetiniy algoritmy skirty daugiakriteriniams uzdaviniams spresti buvo VE-
GA algoritmas, padéjes pamatus daugeliui naujy algoritmy [Sch85]. Pirmoji $io algoritmo versija
modifikavo GENESIS algoritma jvelkant jprastg iSrinkimo procediirg j cikla ir vykdant jj nepri-
klausomai. Sis ciklas leido atlikti i§rinkima kiekvienam kriterijui atskirai, taip uZpildant poravimo
aibe. Atlikus perrinkimg pagal kiekviena kriterijy visai gautyjy sprendiniy populiacijai pritaikomos
kryZminimo bei mutacijos operacijos. Si procediira atliekama tam, jog biity suporuoti individai i3
skirtingy populiacijy.

Kaip teigia K. Deb, VEGA algoritmas veikia gerai ne visada, kadangi kai kurios generacijos
padaro didele jtaka sprendiniy konvergavimui j vieng sprendinj ar regiong sprendiniy. VEGA al-
goritmo autorius Schaffer badé minimizuoti §j SaliSkuma jvedant dvi euristikas - nedominuojamy
sprendiniy euristikg bei partnerio iSrinkimo euristikg. Nedominuojamy sprendiniy euristika nau-
dojasi turto perskirstymo schema. Si euristika pritaiko nuobauda atimant fiksuoto dydZio svorj
i§ kiekvienos sprendinio kopijos populiacijoje vykdant perrinkimg. Visa nuobaudy suma uz domi-
nuojamus narius tada yra perskirstoma nedominuojamiems individams pridedant prie jau sukauptos

nuobaudos uz kopijas populiacijoje. Taciau Si euristika nepasiteisina, kai populiacijoje yra nedaug
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nedominuojamy sprendiniy, kadangi tai reiSkia jog tinkamumo funkcijos reikSmés Siems spren-
diniams yra didelés, o tai priveda prie atrankos spaudimo. Taikant partnerio iSrinkimo euristika
yra naudojamasi veisliy kryZminimo schema. Sia euristika buvo siekiama sukryZminti narius i3
skirtingy pogrupiy. Tai buvo jgyvendinama pasirenkant individg bei atsitiktinai pasirenkant kita
individa, kuris turi didZiausig Euklido atstumg naSumo erdvéje nuo pirmojo pasirinkto individo.
Sie nariai paskelbiami partneriais. Deja, bet §i euristika nepasieké tikslo apriboti prastesniy nariy
dalyvavimo partneriy sudaryme. Euristika nepasiteisino, kadangi pirmasis narys proceduroje yra
renkamas atsitiktinai bei atstumas tarp ¢empiono ir vidutinio populiacijos nario gali biti didelis.
Euristikai nepasiteisinus buvo iSkeltos kitos dvi idéjos: nedominuojamy sprendiniy rikiavimo
procedura bei tinkamumo funkcijos reik§meés dalijimas. Buvo manoma, kad Sios idéjos padés iS-
vengti Salikumo bei padés palaikyti tolygy pasiskirstyma. Siomis idéjomis vadovaujantis sukurtas

algoritmas, atneSes laukiamy rezultaty, buvo NSGA.

2.2. NSGA

Atsizvelgdamas | VEGA algoritmo trukumus ir stengdamasis juos eliminuoti K. Deb sukuré
NSGA (angl. Nondominated sorting genetic algorithm) algoritma. Pagrindiné algoritmo idéja yra
Sio algoritmo vidiné procedura vertinanti bei reitinguojanti nedominuojamus sprendinius taip, jog
yra iSrySkinami labiausiai tinkantys sprendiniai [SD94]. Taip pat Si procedura naudojasi niSos me-
todu siekiant iSlaikyti daling labiausiai tinkamy sprendiniy populiacija. Nuo bendrinio genetinio
algoritmo NSGA skiriasi tik savo iSrinkimo procedura, kadangi mutacijos bei kryZminimo opera-
cijos yra atlieckamos jprastai.

Vykdant algoritmg prie§ iSrinkimo Zingsnj populiacijoje esantys nedominuojami sprendiniai
yra identifikuojami. I$skirti nedominuojami sprendiniai laikomi pirmuoju nedominuojamu fronty.
Kiekvienam Sio fronto nariui yra priskiriama viena ir ta pati didel¢ laikinoji tinkamumo reikSme,
tam, jog vieno fronto individai turéty lygias dauginimosi galimybes. Tokiu budu visi populiacijos
individai yra sugrupuojami j frontus.

Siekiant iSlaikyti tolygy pasiskirstyma sugrupuoti fronto nariai, kartu su jy laikinosiomis tin-
kamumo reikSmémis, véliau yra dalijami. Dalijimas yra atlickamas vykdant iSrinkimo operacijg j
skaiCiavimus jtraukiant sumazintas tinkamumo reik§mes. MaZinamos tinkamumo reikSmeés savo
ruoZtu yra apskaic¢iuojamos dalijant originalig individo tinkamumo reik§me i§ dydZio, proporcingo
populiacijos nariy skaiciui aplink tiriamg individg. Tinkamumo reikSmiy dalijimas leidZia kele-
tui optimaliy sprendiniy gyvuoti populiacijoje. Atlikus skai¢iavimus su fronto nariais ir gavus jy

sumaZzintas tinkamumo reik§mes jie yra trumpam pamirS§tami, tam jog buty suformuotas sekantis
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nedominuojamy sprendiniy frontas tokiu paciu budu. Naujai suformuotame fronte individams yra
priskiriamos padalintos tinkamumo reikSmés ne didesnés nei maZiausia tinkamumo reik§Smé prie$§
tai buvusiame fronte.

Suformavus visus frontus vyksta dauginimasis populiacijoje vadovaujantis laikinosiomis indi-
vidy tinkamumo reik§mémis. Kadangi pirmojo fronto tinkamumo reikSmés yra didZiausios tai §is
frontas turés daugiausiai kopijy. Tai leidZia populiacijai (sprendiniams) sékmingai konverguoti
j nedominuojamus regionus, o tinkamumo reikSmiy dalijimas leidZia palaikyti tenkinamg tolygy
populiacijos pasiskirstyma.

Atliekant minétajj dalijima frontuose, dalijimo funkcijos reik§meé tarp dviejy individy skaiciuo-
jama atsiZvelgiant j fenotipinj atstuma tarp Siy nariy bei didZiausig leidZiamg fenotipinj atstuma
Oshare- Virsijus ogpnqr individai nepatenka j ta pacig niSa. NiSos dydis, proporcingas nariy skai-
¢iui fronte, apskai¢iuojamas sudedant visy individy fronte dalijimo funkcijos reikSmes. Galiau-
siai padalinta tinkamumo reikSmé individui apskai¢iuojama dalijant laikinaja individo tinkamumo

funkcijos reikSme iS apskaiciuoto niSos dydZio.

2.3. NSGA-II

NSGA algoritmo autorius toliau t¢sdamas darba daugiakriterinio uZzdaviniy optimizavimo sri-
tyje tobulino savajj NSGA algoritma. Senoji NSGA versija metams bégant buvo kritikuojama dél

keliy priezasciy:

1. Nedominuojamy sprendiniy rikiavimo procedura reikalauja dideliy laiko bei skai¢iavimo re-

sursy.

2. NeiSnaudotos Zinios apie elitiSkumg. Kadangi eliSikumas leidzia iSlaikyti gerus sprendinius

populiacijoje, $is metodas optimizuoja algoritmo vykdymo darbg.
3. Dalijimo funkcija reikalauja iSoriniy parametry, o jos skai¢iavimas yra kompleksiSkas.

Iprastai, kaip buvo apraSyta NSGA (2.2 poskyris) algoritme, grupuojant sprendinius j nedomi-
nuojamus lygius (frontus) sprendinys populiacijoje turi buti lyginamas su kitais sprendiniais pagal
kiekviena kriterijy. Palyginimus atlikus kiekvienam nariui ir sudarius pirmaja nedominuojama ai-
be bendras algoritmo sudetingumas siekia O(M N?). Sekan¢iam frontui sudaryti atliekama ta pati
procedura tik jau be pirmojo fronto nariy. Blogiausiu atveju, kai frontus sudaro po vieng sprendinj,
algoritmo sudétingumas pakyla iki O(M N3).

Nagrinéjamas algoritmas sprendZia daug laiko reikalaujancio rikiavimo j frontus uZdavinj

[DPA+02]. Verta pazyméti, jog rikiavimas atliekamas aibei, kuri yra tévy bei poravimo metu gauty
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vaiky aibiy sgjunga. Rikiavimo j nedominuojamus frontus operacijai atlikti yra apskai¢iuojamos
dvi esybés kiekvienam individui: skaicius sprendiniy, kurie dominuoja prie§ individa n, bei ai-
bé sprendiniy S, prie§ kuriuos individas yra dominuojantis. Kiekvieno pirmojo fronto (n, = 0)
sprendinio aibés S, elemento ¢ skaicius n, maZinamas vienetu. Jei sumaZinta reikSmé tampa lygi
0, tai elementas perkeliamas j laikinajg aibe (), kurig sudarys visi antrojo fronto nariai. Procedu-
ra iteratyviai kartojama naujai sudarytai aibei (), kuri suformuoja trecigjj, ketvirtajj ir sekancius
frontus. Si procediira kartojama kol néra sudaromi visi frontai. Kadangi $iame algoritme néra
perskai¢iuojamas dominavimas kiekvieng karta sudarius frontg, bendras algoritmo sudétingumas
siekia O(M N?).

Nors NSGA algoritmas pakankamai gerai iSlaiko sprendiniy tolygy pasiskirstyma fronte naudo-
damas dalijimo funkcija, Sis budas turi kelis trukumus. Dalijimo funkcija stipriai priklauso nuo nu-
rodyto dalijimo parametro o,,, O tai sukelia nepatogumy vykdant algoritma, kadangi Zinios apie
populiacijos narius yra reikalingos norint parinkti tinkama reikSme. Naujasis algoritmas NSGA-II
keicia dalijimo funkcija nauju metodu, paremtu susigridimo atstumu (angl. crowding distance).
Susigrudimo atstumy skai¢iavimas susideda iS dviejy daliy - tankio vertinimo metrikos bei susi-
grudimo palyginimo operatoriaus. Tankio, aplink sprendinj, nustatymui skai¢iuojamas vidutinis
atstumas iki artimiausiy dviejy spendiniy, j abi puses nuo taSko vienoje dimensijoje, pagal kiekvie-
ng kriterijy. Taip iS rastyjy taSky suformuojamas kuboidas, kurio perimetras vadinamas susigru-
dimo atstumu. Kai visi populiacijos nariai turi priskirtas susigrudimo atstumy reikSmes individai
gali buti palyginti tarpusavyje. Palyginimui yra naudojamas susigridimo palyginimo operatorius.
Turint du populiacijos nariy atributus, nedominavimo ranga (fronto indeksg) bei susigrudimo at-
stuma, operatorius apibréZia dalin¢ tvarka. Teikiama pirmenybé sprendiniams, kurie turi maZesnj
rangg arba, jei rangas sutampa, sprendiniams, kurie yra retesniuose regionuose.

Verta paminéti, jog pristatyas susigrudimo atstumu paremtas metodas, leidZiantis individams
konverguoti j tolygiai paskirstytus sprendinius turintj Pareto fronta, tapo labai sékingas daugiakri-

terinio optimizavimo srityje ir yra naudojamas daugybéje naujesniy algoritmy.

24. SPEA2

Antroji Pareto stiprio evoliucinio algoritmo (angl. Strength Pareto evolutionary algorithm) ver-
sija eliminavo pirmosios versijos traikumus. Tiek originalaus tiek ir antrosios versijos algoritmy
idéja yra ta pati - individy iSrinkimas priklausomas nuo Pareto dominavimo [ZLTO1]. Kaip jau
buvo minéta, Sis algoritmas priklauso Pareto aibe grjsty algoritmy aibei.

Algoritmas SPEA2 naudoja jprasta populiacijg ir iSorinj archyva individams palaikyti. Pra-
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dZioje algoritmas inicializuoja, atsitiktiniu budu, pradin¢ populiacija bei sukuria tuscig archyva.
Kiekvienos generacijos pradZioje, pradedant nuo pirmosios, tinkamumo reik§meés apskai¢iuojamos
individams jprastoje populiacijoje bei archyve. Individui priskiriama stiprio reikSme, lygi skaiCiui
sprendiniy, prieS kuriuos jis yra dominuojantis. Stiprio reikSmé yra naudojama apskaiciuoti indi-
vido grynajai tinkamumo reikSmei, kadangi individo ¢ grynoji tinkamumo reikSmé yra lygi sumai
stiprio reikSmiy visy individy j, kurie 7 < ¢. Tinkamumo reikSmiy priskyrimas buvo patobulintas
lyginant su SPEA, kadangi pirmoje versijoje dominavimas buvo tikrinamas tik archyvo kontekste.
Taip pat stiprio reik§mé priklausé tik nuo to skaiciaus individy, prieS kuriuos buvo dominuojama.

Naujai apraSytas tinkamumo priskyrimas vis dar turi vieng trukuma - jei didZioji dalis indivi-
dy néra dominuojantys prie§ vieni kitus, tai tinkamumo reikSmeés yra panaSios. Individai, turintys
identiSka tinkamumo reikSme, iSskiriami panaudojant tankio vertinimo (angl. density estimation)
technikg. Tankio vertinimas atliekamas adaptavus k-tojo arciausiojo kaimyno (angl. k-th nea-
rest neighbor) metoda. Kiekvienam individui populiacijoje ir archyve yra suformuojamas atskiras,
atstumy iki kity individy, surikiuoty didéjancia tvarka, rinkinys. Surikiuotame sgrase k-tasis ele-
mentas Zymi atstuma, kuris bus panaudotas skai¢iuojant individo tankio jvertj. Elemento indeksas
k yra bendras visiems rinkiniams, kuris yra sitilomas k¥ = /N + N (kur N - populiacijos dydis, o
N - archyvo dydis). Individy tikrajai tinkamumo reik§mei gauti yra sudedama grynoji tinkamumo
reikSmé su tankio jverciu.

Atliekant individy iSrinkima, algoritme vadinama aplinkos iSrinkimu, nedominuojami individai
iS populiacijos bei archyvo yra perkeliami j archyva sekanciai generacijai. Jeigu nedominuojamy
individy skaicius lygus archyvo dydZiui, tai jokiy papildomy Zingsniy nereikia vykdyti atliekant
perkélima. Jeigu nedominuojamy individy skaicius nevirSija archyvo dydzio, tai likusios vietos
yra uzpildomos geriausiais (dominuojamais) sprendiniais i$ populiacijos ir pries$ tai buvusio archy-
vo. Paskutiniuoju atveju, kai naujai suformuoto archyvo dydis virSija apibrézta dydj, atlickama
archyvo maZinimo (angl. truncation) procediira. Si procediira iteratyviai $alina sprendinius esan-
Cius arciausiai kity sprendiniy iki kol naujasis archyvas tenkina dydZio apribojima. Jeigu yra keli
sprendiniai su vienodu maziausiu atstumu, i$ jy Salinamas narys pagal antra maZiausig atstuma.

Skirtingai nei SPEA algoritme, SPEA?2 versijoje, vietoj archyvo, kuris nebuvo apribotas, nariy
klasterizavimo technikos, dydis yra apribotas. Taip pat yra atlieckamas archyvo mazinimas, kai
naujai suformuoto archyvo dydis vir§ija apribojimg. Naujasis metodas leidZia palaikyti pastovy
(vienoda) skaiCiy geriausiy sprendiniy bei neprarasti ribiniy nariy, kaip kartais nutikdavo SPEA

algoritmo vykdymo metu.
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2.5. MOEA/D

Dekompozicija paremti (angl. decomposition based) algoritmai dalina vieng didelj daugiakrite-
rinio optimizavimo uZdavinj j dalinius skaliarinius optimizavimo uZdavinius. Kelis dalinius uZda-
vinius algoritmai sprendZzia tuo paciu metu. Kiekvienoje generacijoje populiacija sudaro geriausi
sprendiniai kiekvienam daliniam uZdaviniui. Kaimynystés rysiai tarp uzdaviniy yra apibréziami
atstumu tarp uZdaviniy koeficienty vektoriy. Taip pat algoritmai remiasi savybe, jog kaimyniniy
uzdaviniy sprendiniai turi buti panaSus [ZL07].

Algoritmui pristatyti naudojant CebySevo dekomponavimo technika. Vienas daugiakriterinio
optimizavimo uZdavinys dalinamas j /N daliniy skaliariniy optimizavimo uzdaviniy. Kiekvienam
daliniam uZdaviniui spresti yra sukuriamas sverto vektorius, o Sie vektoriai A!,..., AV, kur M =
()\{, ..., M), yra tolygiai pasiskirste. Taip pat CebySevo dekomponavimas remiasi atskaitos tasku

*

m-matéje erdvéje 2* = (27, ..., z,). Turint visg reikalingg struktiirg CebySevo metodas sprendinio

0y Am

tinkamuma, pagal j-taji dalinj uzdavinj, jvertina apskai¢iuodamas
g (=X, 27) = max {X|fi(z) — 2]}

Sis rodiklis yra naudojams sprendiniy tinkamumo palyginimui.

Algoritmo pradZioje kiekvienam sverto vektoriui yra suformuojamas jo 7" kaimyny sgraSas pa-
gal Buklido atstumus. Vektoriaus A" kaimynysté apibréZiama aibe artimiausiy vektoriy i§ Ay, ...,
An. I8 to iSvedama, kad i-tojo dalinio uZdavinio kaimynai yra uZdaviniai, kuriy svoriy vektoriai
yra i§ A" kaimyniniy vektoriy sagraso. Eigoje kuriami palikuonys kiekvienam daliniam uZdaviniui
spresti, o poravimui tévai renkami iS kaimyniy sverto vektoriy saraSo. Tokiu budu populiacija suda-
ryta i§ geriausiy sprendiniy kiekvienam daliniam uzdaviniui spresti. Taip pat tik esami sprendiniai
daliniams kaimyniniams uZdaviniams yra iSnaudojami.

Algoritmo autoriai pabréz¢ jog algoritmas yra tik karkasas, todel bet kuri dekomponavimo tech-
nika gali buti naudojama. Dél to buvo pademonstruota kaip algoritmas veikia dekomponavus uz-
davinj svertinés sumos (angl. weighted sum) ir ribinés sankirtos (angl. boundary intersection)

metodais.

2.6. mIBEA

IBEA buvo vienas pirmyjy indikatoriumi paremty evoliuciniy algoritmy (angl. indicator-based
evolutionary algorithms). Pirmieji indikatoriai, kurie buvo naudojami Siame algoritme buvo € do-

minavimas, Zymimas [ BE A., bei hyper turis, Zymimas [ BE Ay p. Pristatomame algoritme nau-
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dojamas yra hyper turio indikatorius.

Pagrindiné $io algoritmo (/ BE A p) idéja yra dvejetainio hyper tiirio indikatoriaus (angl. bi-
nary hypervolume indicator) panaudojimas iSrinkimo operatoriuje. Nurodzius atskaitos taSka dve-
jetainis hyper turio indikatorius priskiria realiy skaiciy aibés reikSme¢ dviem aibéms atsizZvelgiant
j atskaitos taskg. Indikatorius aibéms A ir B apibréZtas kaip erdve, kurioje sprendiniai yra domi-
nuojami B aibés nariy, bet néra dominuojami aibés A nariy.

Dar viena algoritmo savybé - tikslo reikSmiy mastelio didinimas bei normavimas kiekvienoje
generacijoje. Siam tikslui pasiekti reikalaujama nurodyti mastelio keitimo faktoriy p. Kiekvienam
einamosios populiacijos nariui yra apskaiiuojama tikslo reikSmeé ir nustatomos visos populiacijos
maZiausia bei didZiausia tikslo reikSmés. Pagal didZiausia bei maZiausig reikSmes ir mastelio kei-
timo faktoriy yra iSvedamas naujasis virSutinis réZis. Apatinis réZis bei naujasis virSutinis rézis yra
panaudojami tikslo reikSmiy normavimui.

Normuotos tikslo reikSmeés yra jtraukiamos skaiciuojant indikatoriaus reikSmes bei maksimalia
absoliucia indikatoriaus reikSme. Kiekvienam sprendiniui populiacijoje yra apskai¢iuojama tinka-
mumo reikSmé panaudojant indikatoriaus aibes bei indikatoriaus reikSme, maksimaly jvertj ir nu-
rodytg indikatoriaus reik§me didinantj faktoriu ~. Jeigu populiacijos nariy skaicius virSija nurodyta
maksimaly dydj s, tai sprendiniai populiacijoje yra iteratyviai $alinami. Salinimo iteracija randa
maZiausig tinkamumo reikSme turintj individg ir jj paSalina, o tinkamumo reikSmés kiekvienam
likusiam individui populiacijoje yra perskai¢iuojamos. Poravimo operacijai algoritme pasirinktas
jprastas dvejetainio turnyro (angl. binary tournament) metodas. ISrinkus du tévus poruojant at-
lieckamas kryZminimas pagimdantis palikuonj, kuris yra mutuojamas ir pridedamas prie bendros
populiacijos.

Buvo pastebéta, jog sprendziant kai kuriuos uzdavinius klasikiniu IBEA algoritmu paieska,
po kazkiek generacijy, uzstrigdavo tam tikruose regionuose ir nebekonverguodavo j Pareto fronta.
Modifikuotas mIBEA algoritmas nejtraukia dominuojamy sprendiniy atliekant mastelio didinimo
bei normavimo Zingsnj. Siulomas biidas dominuojamiems sprendiniams rasti yra susigradimo at-
stumo metodas (2.3 poskyris), ta¢iau pabréZiama, jog gali buti naudojama bet kuri kita schema.
Nejtraukiant dominuojamy sprendiniy tikslo reik§miy mastelio didinimui, sprendiniai, esantys toli

nuo geriausiy nedominuojamy sprendiniy, nebedaro jtakos.

2.7. Apibendrinimas ir iSvados

Siame skyriuje buvo ap#velgti populiariausi ir stabiliausi evoliuciniai algoritmai daugiakrite-

riniams uzdaviniams spresti. ApZvelgtos evoliuciniy algoritmy, skirty Siems uzZdaviniams spresti,
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iStakos, VEGA ir SPEA?2 algoritmai. Taip pat buvo suprasta apie algoritmus is kiekvienos kate-
gorijos: Pareto aibe grjsty, dekompozicija grjsty bei indikatoriumi vadovaujamy. IS kiekvienos
kategorijos buvo iSnagrinéta po vieng algoritma: NSGA, MOEA/D ir mIBEA atitinkamai. Didelj
pasisekima atneSes NSGA-II algoritmas, patobulinta NSGA versija, kuriame pristatoma viena efek-
tyviausiy ir daZniausiai naudojamy, susigrudimo atstumo euristika, buvo apZvelgtas ir suprastas.
Sis skyrius suteiké daugiau Ziniy apie esminius Zingsnius ir euristikas bei evoliuciniy algoritmy,

daugiakriteriniams uZdaviniams spresti, efektyvumo pagrindimus.
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3. Daugelio kriteriju optimizavimo algoritmai

Daugelio kriterijy optimizavimo uzdaviniai yra atskiras daugiakriteriniy optimizavimo uzdavi-
niy atvejis. Sio tipo uZdaviniai susideda i§ keturiy ar daugiau kriterijy, tai yra keturiy ar daugiau
optimizavimo funkcijy. Optimizuoti daugiau nei tris kriterijus tenka daZnai, kadangi jvairus ar-
chitektiiriniai bei dizaino sprendiniai optimizuoja daugybe atributy. Sie uZdaviniai yra sudétingiau
iSsprendZiami. Sudétingumas kyla dél daugiau resursy reikalaujanciy operacijy, kadangi su padi-
déjusiu optimizavimo funkcijy skai¢iumi atsiranda daugiau taSky, kuriuos reikia jvertinti aprok-
simuojant Pareto frontg [SY Y 18]. Didéjant kriterijy dimensijai tampa sudétinga iSlaikyti tinkama
populiacijos jvairove, kadangi sprendiniai yra tankiai pasiskirste didelioje tikslo funkcijy reikSmiy
dimensijoje [ABV18]. Tankus pasiskirstymas dideléje dimensijoje taip pat kelia nematyty uzZdavi-
niy jvairovés valdymo strategijoms, taikomoms egzistuojanciuose daugiakriterinio optimizavimo
algoritmuose [MR17]. Taip pat egzistuojantys bei patikimi daugiakriterinio optimizavimo algorit-
mai néra pritaikyti daugelio kriterijy optimizavimo uZdaviniams spresti, todél ne visy algoritmy
efektyvumas islieka toks pats sprendZiant Siuvos uzdavinius [LLT+15].

Kadangi daugelio kriterijy optimizavimo uzdaviniai nagrinéjami ne taip seniai, tai néra patiki-
my kiekvienoje situacijoje, reprezentaciniy, algoritmy Siems uZdaviniams spresti. Dél Sios prie-
Zasties Siame skyriuje nagrinéjami algoritmai yra plataus spektro. Darant apZvalgg yra atsizZvelgta
j algoritmy patikimuma, naujuma bei skirtingy jdéjy bei koncepty realizavima.

Siame skyriuje visy pirma apraomas, vieno stabiliausiy bei labiausiai naudojamy NSGA-II al-
goritmy adaptacijos daugelio kriterijy optimizavimo uzdaviniy sprendimui NSGA-III modifikacija
EliteNSGA-III (3.1 poskyris), jtraukianti elitiniy (geriausiyjy visose iteracijose) nariy archyva. 1§
indikatoriais gristy algoritmy, pritaikyty daugelio kriterijy uZdaviniams spresti nagrinéjamas taip
pat daznai naudojamas HypE (3.2 poskyris) algoritmas. Viena naujausiy euristiky, atskaitos taskai
bei vektoriai, naudojama daugybéje algoritmy, dél Sios priezasties iSrinkti du, krypties vektoriu-
mi orientuotas algoritmas (3.4 poskyris) bei krypties vektoriumi orientuotas bendros evoliucijos
algoritmas (3.3 poskyris). Taip pat, kadangi Si sritis yra plaiai nagrinéjama ir yra bandoma at-
rasti euristiky, sprendzianciy uZdavinius kuo efektyviau, buvo iSrinkta viena naujausiy evoliucijos

euristiky, dirbtiné biciy kolonija, kuri apZvelgiama 3.5 poskyryje.

3.1. NSGA-III ir EliteNSGA-III

Vieno populiariausiy bei patikimiausiy NSGA-II (2.3 poskyris) algoritmo autorius K. Deb sieké
adaptuoti algoritmg daugelio kriterijy uZdaviniy sprendimui. Autorius atkreipé démesj, jog Pareto

aibe gristos schemos nebéra efektyvios ir neleidZia individams konverguoti greitai prie tinkamy
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regiony, sprendZiant minétos grupés uzdavinius. D¢l Sios prieZasties démesys buvo nukreiptas j
sprendiniy jvairove didinancias schemas.

Daugiakriteriniy uzdaviniy sprendimui adaptuotame algoritme NSGA-III, lyginant su NSGA-II,
vienas pagrindiniy pasikeitimy buvo atskaitos taSky euristikos jvedimas [IRM+16]. Sudarius indi-
vidy aibe naujai populiacijai, aibés elementy skaicius yra patikrinamas ar nevirSija leistino popu-
liacijos dydzio. Jeigu dydis virSija nustatyta didZiausig individy skaiCiy populiacijoje, pras€iausius
rezultatus demonstruojantys individai yra iSmetami taip, jog naujosios aibés nariy skaicius nevir-
Syty leistino. Individai yra lyginami pasinaudojant susigridimo atstumu NSGA-II algoritme. Tuo
tarpu NSGA-III algoritme individy tinkamumas lyginamas remiantis nurodytais atskaitos taskais.

Naujasis, pristatomas, algoritmas EliteNSGA-III prapléte NSGA-III algoritma elitiSkumo euri-
stika [IRM+16]. Buvo nusitaikyta panaikinti galimybe geriausiems sprendiniams buti prarastiems
evoliucijos metu. Taip pat buvo iSkeltas tikslas pagerinti populiacijos jvairove.

Pirmajam tikslui pasiekti jvestas elitiSkumo uZztikrinimas - elito archyvas. Elito archyve yra
laikomi tinkamiausi individai kiekvienam atskaitos taSkui, kurie yra perskaiciuojami kiekvienoje
generacijoje, taip jtraukiant ir naujuosius individus. Taigi elito archyvo nariy skaicius yra lygus
atskaitos taSky skaiciui. Taip pat, i§ elito individa gali iSmesti tik naujas, tinkamesnis, priklausomai
nuo atskaitos tasko, individas.

Naudojantis elito archyvu populiacijos jvairovei padidinti buvo modifikuota tévy iSrinkimo pro-
cedura. Lyginant su NSGA-III procediira, naujoji tévus renka ne tik i§ einamos populiacijos, taciau
ir i§ archyvo. Kadangi ankstyvosiose generacijose keli individai gali buti priskirti tiems patiems
atskaitos taSkams, iSrinkus du tévus palikuonis bus labai panaSus j savo tévus taip sumazindamas
populiacijos jvairove. Naujoji procedura minimizuoja tikimybe pasirinkti tévus, susietus su tais pa-
Ciais atskaitos vektoriais, kadangi archyve yra bent vienas elitinis narys reprezentuojantis kiekvieng
atskaitos vektoriy.

Naujai pristatytas EliteNSGA-III algoritmas, jvedes elito archyva bei leisdamas iSrinkti tévus
i§ Sio archyvo, neleidzia geriausiems sprendiniams galimai buti iSmestiems evoliucijos metu bei

padidina populiacijos jvairove.

3.2. HypE

Daugelio kriterijy uZdaviniy sprendimui galima pasinaudoti gautyjy sprendiniy kokybés matu
- hyper turiu. Algoritme HypE yra pristatoma procedura, leidZianti apskai¢iuoti hyper turj tiksliai.
Deja, Sio indikatoriaus tikslaus skai¢iavimo didZiausias trikumas yra didZiuliy skai¢iavimo kaSty

reikalaujancios proceduros, klasifikuojancios apskai¢iavimo procedurg j eksponentinj O(N™) al-
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goritmo sudétingumg. D¢l Sios priezasties, algoritmas taip pat pristato greitos hyper tirio jvercio
paieSkos buda aproksimuojant reik§mes atliekant Monte Karlo simuliacijas [BZ11]. Pristacius Sias
dvi skai¢iavimo procediras pabréZiama, jog svarbiausios yra ne tikslios hyper turio reikSmes, bet
sprendiniy reitingavimas pagal jvercius.

Algoritmas vykdomas jprastai evoliuciniams algoritmams - individai yra suporuojami, o popu-
liacijos pervirSis iteratyviai atmetamas. HypE algoritmo specifika yra individy tinkamumo paly-
ginimas tiek porinant tiek atmetant dalj populiacijos. Individai yra lyginami iSdalinant turj j nesi-
kertancias aibes bei skai¢iuojant hyper turius Sioms aibéms. Kadangi tikslus hyper turio skai¢iavi-
mas trunka ilgai, tikslios hyper tirrio reik§meés skai¢iavimas yra naudojamas, kai kriterijy skaicius
nervirSija 4. Taigi, aproksimuojanti hyper turio jvercio skai¢iavimo schema naudojama daugelio

kriterijy uzdaviniams.

3.3. Kirypties vektoriumi orientuotas bendros evoliucijos algoritmas

Tradiciniai evoliuciniai algoritmai veikia naudodamiesi Darvino naturalios atrankos teorija, ta-
Ciau neatsizvelgia j bendradarbiavimo tarp skirtingy rusiy galimybe. Siekiant iSlaikyti populia-
cijos jvairove kai kurie algoritmai veikia vystydami kelias populiacijas kur populiacijos vystosi
nepriklausomai ir apsikeicia informacija tarpusavyje tik karts nuo karto. Bendraja evoliucija (angl.
co-evolution) galima suprasti kaip Darvino teorijos iSpildyma, kur evoliucijos proceso metu jvyke
poky¢iai vienoje ruSyje padaro jtaka kitai ruSiai. Bendros evoliucijos algoritmas pabréZia bendra-
vima bei dalijimasj resursais tarp skirtingy populiacijy [JHS+13]. Pagrindiné Sio algoritmo idé€ja -
individo tinkamumo funkcijos reikSmé pirklauso ne tik nuo pacio individo bet ir nuo kity populia-
cijy.

Krypties vektorius jau nuo seno yra naudojamas analitinéje geometrijoje, o Siame algoritme
Sie vektoriai padeda apibreZti konvergavimg j Pareto fronta. SprendZiant m kriterijy uzdavinius
yra apibréZiami m krypties vektoriai A = (A1, Ag, ..., A,;,) bei nustatomi m atskaitos taskai R =
(r1,72, ..., 7). Dydis 6; yra kampas tarp sprendinio vektoriaus bei i-tosios tikslo funkcijos aSies,
reliatyviai skai¢iuojamas nuo atskaitos tasko R.

Pradedant vykdyti algoritmag m kriterijy uZdaviniui spresti yra atlickamas krypties vektoriy ge-
neracinis operatorius. Generacinis operatorius inicializuoja m krypties vektorius A™, kurie yra
tolygiai pasiskirste hyper sferos ketvirtadalyje. Jei uZdavinys yra dviejy kriterijy, tai krypties vek-
toriai yra inicializuojami apskritimo ketvirtadalyje. Pradiniai krypties vektoriai apibrézia regionus,
aplink kuriuos yra susitelke populiacijos nariai, kur vektorius \; yra laikomas i-tosios dalinés popu-

liacijos centru. Kiekvienas individas yra priskiriamas prie dalinés populiacijos pagal inividualios
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klasifikacijos operatoriy, kuris nusako, pagal pradinius krypties vektorius bei individo krypties vek-
toriy, kuriai dalinei populiacijai jis priklauso. Turint grupes yra skai¢iuojamos tinkamumo reiks-
mes kiekvienai dalinei populiacijai panaudojant autoriy siuloma nuobaudos pagal ribos susikirtima
(angl. penalty-based boundary intersection) funkcija. Si funkcija priskiria maZesnias tinkamumo
reikSmes priklausomai nuo to, kaip toli sprendinys yra nuo pradinio krypties vektoriaus.

Bendros evoliucijos algoritmas pabrézia individy varzymasi dalinéje populiacijoje, todél iSrin-
kimui yra naudojamas varZymosi operatorius. Atsidirus situacijoje, kai individai néra tolygiai pasi-
skirste dalinése populiacijose, individai, esantys retesniuose regionuose, yra iSlaikomi, o individai,
esantys tankesniuose regionuose, yra eliminuojami pagal §j operatoriy. Taip pat Sis algoritmas pa-
bréZia daliniy populiacijy bendradarbiavimg. Siame algoritme daliniy populiacijy kaimynais yra
laikomos dalinés populiacijos, kuriy regionai yra greta. Jei dvi dalinés populiacijos yra greta vie-
na kitos tai Siy populiacijy krypties vektoriai nukreipti panaSia linkme, o tai reiSkia, jog taSkai,
konverguojantys krypties vektoriais, susiduria su panaSiais uzdaviniais, todél Sios dalinés populia-
cijos kuria glaudy bendradarbiavima. Dviem dalinéms pupuliacijoms, nesan¢ioms kaimynémis,
jmanoma bendradarbiauti, jei jos turi bendry tarpiniy populiacijy. Komunikuojant individams i$§
skirtingy regiony (daliniy populiacijy) atliekamas individy kryZminimas. KryZminimo operato-
riui jgyvendinti yra pasitelktas modifikuotas simuliuojamas dvejetainis kryZminimas (1.5 posky-
ris), kuris autoriy yra pavadintas tiesios linijos kryZminimu (angl. straight line crossover). Sis
kryZminimas randa geriausius sprendinius ties¢je, jungiancioje du kaimyniniy daliniy populiacijy
individus. Atlikus iSrinkima bei kryZminima visoje populiacijoje yra atliekamas euristiné iSorinio
archyvo paieSka (angl. heuristic search of the external archive). PrasCiausi sprendiniai i§ archyvo
yra iSmetami pagal NSGA-II pristatyta (2.3 poskyris) susigriidimo atstumg. Sis archyvas islaiko

geriausius sprendinius i§ generacijos j generacija uZtikrindamas sprendiniy elitiSkuma.

3.4. Atskaitos vektoriumi orientuotas algoritmas

Atskaitos vektoriumi orientuoto evoliucinio algoritmo (angl. reference vector guided evolutio-
nary algorithm) charakterizuojantys bruozai yra regiony apibréZimas panaudojant centro vektoriy
bei spindulj. Taip pat Sis algoritmas pristato nauja, kampu tarp vektoriy orientuota iSrinkimo ope-
ratoriy [CJO+16].

Algoritmo pradzioje yra sugeneruojama pradiné populiacija atsitiktiniu biidu ir pradinis, tolygiai
pasiskirsCiusiy vienetiniy atskaitos vektoriy, rinkinys pagal vektoriy generacijos operatoriy. Ope-
ratorius, generuojantis vektorius naudoja kanoninj simplekso groteliy (angl. canonical simplex-

lattice) dizaino metodg, kuris i§ pradZiy sugeneruoja tolygiai pasiskirs€iusius taSkus vienetinéje
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hyper plokStumoje. Turint taSkus atlikus transformacija gaunami vienetiniai vektoriai hyper sfero-
je. Verta paminéti, jog atskaitos vektoriai gali buti nurodyti iSreikStinai ir generacijos Zingsnis gali
buti praleistas. Tokiu budu algoritmas tampa sprendimy prioritetais grjstas.

Individy mutacijai bei kryZminimui, atvedant naujus individus j populiacija, algoritmas naudoja
vienus populiariausiy metody - simuliuojamo dvejetainio kryZminimo (1.5 poskyris) bei polino-
minés mutacijos (angl. polynomial mutation) operatorius. Siekiant iSlaikyti elitiSkuma taikomas
metodas, prisatytas NSGA-II algoritme (2.3 poskyris), kur palikuoniy populiacija yra sujungiama
su tévy populiacija, tad iSrinkimo operatorius taikomas bendrajai populiacijai.

Vykdant iSrinkima tikslo funkcijos reikSmiy erdvé yra suskirstoma j dalines erdves pagal atskai-
tos vektorius, o iSrinkimas, naujai pristatytu operatoriumi, vykdomas nepriklausomai kiekvienoje
dalingje erdveje. Naujai pristatytas operatorius susideda iS trijy Zingsniy.

Pirmasis Zingsnis - tikslo funkcijos reik§més perkélimas (angl. objective value translation).
Algoritme naudojami atskaitos vektoriy pradiniai taSkai yra koordinaciy sistemos pradZios taskas,
todeél kiekvieno individo tikslo funkcijos reik§Smés taSkas yra pastumiamas koordinaciy pradzZios
tasko linkme.

Antrasis Zingsnis - populiacijos dalijimas (angl. population partition). Kaip ir pries tai apzvelg-
tame bendros evoliucijos algoritme (3.3 poskyris), taip ir Siame algoritme populiacija yra dalijama
j dalines populiacijas lyginant sprendiniy vektorius su atskaitos vektoriais atsizZvelgiant j kampus
tarp jy.

Abu algoritmai taip pat atlieka treciajj nagrinéjamo algoritmo Zingsnj - priskiria tinkamumo
reikSmes lygindami vektorius. Atskaitos vektoriumi orientuotas algoritmas, skirtingai nuo bendros
evoliucijos algoritmo, atlieka vektoriy lyginimg panaudojant kampo tarp vektoriy dydj bei priskiria
nuobaudg pagal kampo dydj (angl. angle-penalized distance). Kampo dydZio nuobaudos metodas
Siuo atveju yra palankesnis, kadangi skaiCiuojant panaSuma tarp sprendinio ir taSko atskaitos vek-
toriuje atstumas Euklido erdvéje gali buti didelis, ta¢iau kampas tarp vektoriy iSlieka konstantinis.
Taip pat kampai gali buti lengviau normuoti (pvz. j intervalg [0, 1]).

Paskutinis viso algoritmo Zingsnis yra atskaitos vektoriaus adaptacija. RuoSiant atskaitos vekto-
rius sekanciai generacijai jie yra normuojami (adaptuojami) prisitaikant prie tinkamumo funkcijos
reikSmiy réZiy. Algoritmo autoriai teigia, jog tinkamumo reik§miy normavimas néra tinkamas Sia-
me algoritme dél to, kad normuotos reikSmeés iSkraipo tikrasias reikSmes, o tai reiskia, jog tai gali
padaryti jtaka sekancioms generacijoms. Taip pat reikSmiy réZiai skiriasi kiekvienoje generacijoje,
tad tai veda prie skaic¢iavimo kompleksiskumo. Normuoti vektoriai leidZia gauti tolygiai pasiskirs-

Ciusius sprendinius net ir nenormavus sprendiniy tinkamumo reikSmiy.
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3.5. Dirbtiné biciy kolonija

Siame poskyryje pristatomas dirbtinés bi¢iy kolonijos (angl. artificial bee colony) algo-
ritmas skiriasi nuo prie§ tai pristatyty algoritmy tuo, jog glaudZiai naudoja vienos konkrecios
biologinés ruSies elgseng bei hierarchija. Algoritmas priklauso spieciy intelektu grijsty (angl.
swarm intelligence-based) algoritmy kategorijai ir yra jkvéptas biciy spieciaus maitinimosi elg-
sena [LLY+17].

Siame algoritme bendradarbiauja trijy tipy bités - jdarbintos (angl. employed), stebincios (angl.
onlooker) bei zvalgai (angl. scout). ldarbintos bités tiria maisto Saltinius (angl. food sources),
sprendinius, daugiakriterinio optimizavimo kontekste. Informacija apie Saltinius yra perduoda-
ma bitéms stebétojoms, kurios keicia savo pozicija priklausomai nuo Saltinio tinkamumo, gauto i$
jdarbinty bi¢iy. Taip pat stebinCios bités stengiasi pagerinti maisto Saltinius. Besizvalgancios bités
perzvelgia naudojamus maisto Saltinius, kurie nebuvo pagerinti kurj laika, ir perkuria juos.

Pradedant algoritmg yra inicializuojami F'ood N umber maisto Saltiniai, kur maisto Saltinio jver-
tis, atsitikiniu budu, patenka j rézj [[b; .. ubg]. ReikSmés (b, ir ub,; yra apatinis ir virSutinis, ati-
tinkamai, galimy, maisto Saltinio d-tosios dimensijos, reik§miy réZiai. Taip pat kiekvienam maisto
Saltiniui algoritmo pradZioje priskiriama ¢rial reikSmé 0, Zyminti kiek karty Saltinis buvo bandytas
pagerinti. Bandymy skaiciui trial perkopus iS anksto nustatytg ribg [imit maisto Saltinis yra ap-
leidZziamas, o jdarbintoji bité, atsakinga uZ §j Saltinj tampa Zvalgu ir pradeda naujy maisto Saltiniy
paieska.

Kiekvienas maisto Saltinis turi priskirtg jdarbintg bite, tad populiacija turi F'ood Number jdar-
binty biciy. Idarbinta bité, tirianti maisto Saltinio regiong pasirenka atsitiktinj kaimyninj maisto
Saltinj. Evoliucinio algoritmo kontekste yra vykdoma mutacija. Algoritmas situlo naudoti salygine
mutacijg: jei atsitiktinai sugeneruotas realus skai¢ius yra mazesnis nei i$ anksto nustatytas slenkstis
Pm, tai paprasta dviejy Saltiniy mutacija yra atliekama. PrieSingu atveju atlickama diferencialiné
evoliucijos mutacija (angl. differential evolution mutation), kuri mutuoja tris atsitiktinai pasirinktus
maisto Saltinius, nesutampancius su tiriamu Saltiniu. Jeigu naujai gautas maisto Saltinis yra labiau
tinkamas, tai jis keicia tiriamajj Saltinj. PrieSingu atveju tiriamojo Saltinio bandymy pagerinti skai-
¢ius trial padidinamas vienetu. Gavus naujaja maisto Saltinio pozicijg jos tinkamumo reikSme,
kuri yra lygi /., indikatoriaus reikSmei, yra apskaiiuojama ir priskiriama.

Kai jdarbintos bités baigia darbg jos grjZta j avilj ir pasidalina informacija su bitémis stebétojo-
mis. Stebétojos pasirenka geriausius Saltinius pagal tinkamumo reik§mes ir bando dar naudingiau
juos iSnaudoti. Stebétojos perZziuri visus Saltinius, kurie yra iSrikiuoti mazéjancia, pagal tinka-

muma, tvarka ir apskaiciuoja Saltiniy galios, nepriklausomos nuo mastelio, pasiskirstyma (angl.
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scale-invariance power law distribution). Atrinkus Saltinius, kuriy distribucijos reik§Smeés virSi-
ja nustatyta slenkstj, jiems priskiriamos tinkamumo reikSmés bei vykdoma mutacija. Minétasias
operacijas stebétojos vykdo tokiu paciu principu kaip ir jdarbintos bités.

Kai stebétojos baigia darba, bités-#valgai pradeda savo darba. Siy bi¢iy uZduotis yra paprasta,
perziuréti visus Saltinius ir nustatyti ar nebuvo vir§yta optimizavimo bandymy riba. Kiekvieng
Saltinj, kurj buvo bandyta optimizuoti per daug karty, Zvalgai paSalina ir sukuria, atsitiktinai kaip
ir inicializavimo metu, naujg maisto Saltinj.

Kiekvienos generacijos pabaigoje yra perZiturimi maisto Saltiniai ir geriausieji dedami j iSorinj
archyva. ISorinis archyvas implementuotas populiariausiu budu, apraSytu NSGA-II algoritme (2.3

poskyris).

3.6. Apibendrinimas ir iSvados

Siame skyriuje buvo apZvelgti jvairaus spektro evoliuciniai algoritmai daugelio kriterijy uzda-
viniams spresti. Labiausiai buvo koncentruojamasi j atskaitos tasky euristika, kadangi §i euristika
leidZia optimizuoti pagal abu daugiakriteriniy optimizavimo uzdaviniy sprendimo aspektus - to-
lygy sprendiniy pasiskirtstyma bei konvergavimg j Pareto fronta. Buvo apZvelgti trys atskaitos
taskais grjsti algoritmai, tam, jog buty suprasta euristika ir jos efektyvumas sprendZiant daugelio
kriterijy optimizavimo uZdavinius. Siame skyriuje buvo i¥nagrinétas nedidelis NSGA-III algorit-
mo pakeitimas, EliteNSGA-III, kuris keicia palikuoniy populiacijos konstrukcijos Zingsnj, taciau
didZioji dalis algoritmo, aplinkos iSrinkimas, néra kei¢iamas. NSGA-III algoritmas puikiai iSnau-
doja atstumus iki atskaitos vektoriy, jog biity optimizuotas aproksimuotas Pareto frontas. Zvelgiant
i NSGA-III pasisekimag ir tai, jog jis yra paremtas atskaitos taSky euristika, buvo nuspresta, jog Sis

algoritmas yra labiausiai tinkamas tyrimams.
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4. Analizé ir eksperimentai

Atliekant eksperimentus bei ieSkant patobulinimo tasky nebuvo noréta kurti algoritmo nuo pat
pradZiy, todél buvo pasirinkta vieno algoritmo baz¢ ir atliekami eksperimentai, siekiant atrasti vie-
tas, kurias galima buty patobulinti. Algoritmas buvo renkamas i atskaitos vektoriais gristy algo-
ritmy Seimos, kadangi tai yra pakankamai nauja sritis bei atskaitos vektoriai atrodo puikus jrankis
iSlaikyti sprendiniy jvairove bei konvergavima j Pareto fronta. IS minétosios Seimos algoritmy bu-
vo pasirinktas NSGA-III [DJ14] algoritmas, kadangi Siuo metu jis yra laikomas vienu stabiliausiu
algoritmy daugelio kriterijy optimizavimo uZdaviniams spresti, paremty atskaitos vektoriais. Sio
algoritmo populiaruma patvirtina ir tai, jog tai yra dazniausiai cituojamas darbas, o naujai pristato-
my algoritmy autoriai jprastai renkasi rezultatus lyginti butent su NSGA-III algoritmo rezultatais.
Taip pat Sis algoritmas yra palankus ekperimentams, kadangi turi daug jvairiy Zingsniy, atverianciy
galimybes modifikacijoms: nuo pasiekimus skaliarizuojancios funkcijos iki individy asociacijos su
atskaitos vektoriais.

Deja, taciau oficiali NSGA-III algoritmo implementacija néra pateikta, todél eksperimentams
atlikti buvo naudojama rasta realizacija [TC16], kuri $iame darbe bus Zymima kaip NSGA-III”.

Algoritmo realizacija suprogramuota C++ programavimo kalba.

4.1. NSGA-III algoritmo analizé

Naujajai, kombinuotai tévy ir vaiky R; = P, U Q); (dydis 2V), populiacijai sudaryti naudojami
jprasti genetiniai mutacijos ir kryZminimo operatoriai. Kaip ir NSGA-II, taip ir NSGA-III algoritme
naudojami polinominés mutacijos bei simuliuojamo dvejetainio kryZminimo operatoriai. Pastara-
sis operatorius turi dvi svarbias savybes, leidZiancias greiCiau sprendiniams konverguoti j Pareto

fronta:

* gautyjy vaiky {¢;, ¢;} € @y, sukryZminus du tévus {py,p;} € P, vidurkis yra lygus tévy

(gitq;) _ (petpr).
2

vidurkiui 5

« tikimybé, sukryZminus tévus, sukurti vaikus arciau tévy yra eksponentiSkai didéjanti.

Parametrai minétiesiems operatoriams pazymeti 1 lenteléje. Pasiskirstymo indeksas parodo
kaip kaip placiai simuliuojama dvejetainé iSraiSka (dvejetainiy iSraiSky pozicijomis) bus mutuoja-
ma arba kryZminama.

Aproksimuojamo Pareto fronto reikSmiy tolygiam pasiskirstymui uZtikrinti naudojami atskai-

tos taSkai. Sisteminis metodas, pristatytas [DD98], atideda taSkus normuotoje hiperplokStumoje
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Parametrai NSGA-III
Simuliuojamo dvejetainio kryZminimo tikimybeé (p..) 0.9
Polinominé mutacija 1/n
KryZminimo pasiskirstymo indeksas (7.) 30
Mutacijos pasiskirstymo indeksas (7,,) 20

1 lentelé. KryZminimo ir mutacijos parametry lentelé, kur n - kintamyjy skaicius

(M — 1 dimensijos plokStumoje). Pasirinkus kiekvieng aSj, M -matéje erdveje, suskaidyti j p daliy,

minétasis metodas sugeneruoja /1 atskaitos taSky:
H=C, @.1)

kur p - taSky skaiCius vienoje aSyje (sluoksnio dydis).

Didéjant kriterijy skaiciui M atskaitos taSky skaicius stipriai didéja (pvz., kai M = 10,0p =5
gautas atskaitos taSky skaicius yra H = 2002). Didelis atskaitos taSky skaicius stipriai padidina
skai¢iavimo sudétinguma, todél NSGA-III algoritmo pristatyme buvo pasiulytas budas padalinti
atskaitos tasky generavimg j du sluoksnius, vidinj ir iSorinj. Kiekvienam sluoksniui atskirai yra
sugeneruojami atskaitos taSkai ir sujungiami H = C}, 5, +C7,.,_,. Atskaitos tasky generavimui

parametrai pavaizduoti 2 lenteléje.

Kriterijy sk. (M) Isgl(l)lr(;ﬁiséllq d}{?ifili?lliép) Atskaitos tasky sk. () | NSGA-III populiacija (V)
5 6 210 212
8 3 2 156 156
10 3 2 275 276
15 2 1 135 136

2 lentele. Populiacijos dydzio, atskaitos vektoriy skaiCiaus ir kriterijy skaicCiaus priklausomybés

Atskaitos vektoriais paremtuose algoritmuose jprastai skai¢iuojamas atstumas iki atskaitos vek-
toriaus. Taip pat neretai skai¢iuojamas atstumas iki koordinaciy pradZios tasko, taciau Sis atstumas
gali buti skaiCiuojamas tiek nuo individo, tiek ir nuo susikirtimo su atskaitos vektoriumi tasko.
Siame darbe atstumas iki koordinac¢iy pradZios tasko skai¢iuojamas nuo sprendinio tagko, o abu
paminéti atstumai vaizduojami 1 paveiksle. Nors ir originaliai pristatytame NSGA-III algoritme d;
atstumas néra naudojamas, taciau Siame darbe véliau pristatomoje proceduroje Sis atstumas atlieka

svarby vaidmen;.
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1 pav. Individui priskirti atstumy atributai

Atstumai d; ir do apskaic¢iuojami taip:

dy(z) = /Z fix)?, (4.2)

do(x,w;) = || fi(z) — wlwz—fl(x) : (4.3)
w; - W;
kur a - b yra skaliariné vektoriy sandauga (a”b). Taip pat verta atkreipti démesj, jog formulése
funkcijy reikSmés naudojamos nenormuotos. Akivaizdu, jog maZesné d; reikSmé identifikuoja
greitesnj konvergavimg j Pareto fronta, o maZesné ds reikSmé identifikuoja tolygesnj sprendiniy
pasiskirstyma.

Viena svarbiausiy operacijy atliekant individy iSrinkima yra optimizavimo funkcijy reikSmiy
normavimas, tam, jog individy palyginimas buty kuo objektyvesnis bei tikslesnis. IS visos ei-
namosios iteracijos ¢ populiacijos S; randama maZiausia kriterijaus (pagal kiekvieng asj) reiks-
mé 2" (; € 1..M), o i§ visy maZiausiy kriterijy reik§miy sudaromas idealusis taskas z =
(zmin gin zmin) - Sis tafkas normavime naudojamas kaip apatinis réZis. VirSutiniam réZiui
rasti iS visy populiacijos nariy sukonstruojama )/ dimensijos hiperplokStuma, kuriai formuojant
apskaiciuojami tolimiausi taSkai pagal kiekviena aSj. Tolimiausi taskai yra tokie, kurie maksimi-
zuoja pasiekimus skaliarizuojancig funkcijg (angl. achievement scalarizing function):

M filx) — i

N ) Z 4.4
SE(z,w) I?jf(max(wmlo_ﬁ)’ .

kur w yra aSies krypties vektorius. Skaiciuojant ASF' funkcijg w; = 0 reikSmés pakeic¢iamos j
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maZg reikime w = 1079,

Naudojantis Gauso metodu, tiesiniy lyg¢iy sistemos sprendiniui rasti, apskai¢iuojamos reikSmeés
a;, kiekvienoje aSyje, kuriose hiperplokStuma susikerta su aSimis bei suformuojamas virSutinio
rézio taskas @ = (ay, as, ..., aps). Turint tiek virSutinj, tiek apatinj réZius, optimizavimo funkcijy
reikSmés normuojamos naudojantis formule:

_ flw) =

a; — 2"

[ (@) (4.5)

Tokiu budu normuotos reik§Smés turi savybe visy reikSmiy, kuriose normuota hiperplokStuma su-

sikerta su aSimis, sumai buti lygiai 1 (Zi]\il fr="1.

4.2. Individy pasiskirstymo analizé

Pirminé originalaus NSGA-III algoritmo analizé buvo pradéta nuo individy jvairoveés iSlaikymo
tyrimo. Kadangi NSGA-III algoritmas priklauso atskaitos vektoriais paremty algoritmy klasei, o
atskaitos vektoriy euristika yra ypac orientuota j populiacijos nariy tolygy pasiskirstymo gerini-
ma, individy pasiskirstymas gali buti skai¢iuojamas pagal tai, kiek nariy yra priskirta kiekvienam
atskaitos vektoriui. Tam, jog buty galima jvertinti kaip gerai pasiskirste yra individai, buvo pasi-
naudota Sanono entropijos jver¢iu, kuriuo yra grindZiami entropija paremti algoritmai [ZL18] ir

[ZDZ+18].

f2 fa
h)\l A>\1
_1
n=t 2 p=t Mo
B
p2 = 2 - -
° 5 3 1 3
° p2 = 5§
° °
e 1 p'%:%
pP3 =z - 5
N A4
°
pa=2 pa=1
2 1
b5 =5 P5.= 3
m 5 (o) A5
fl fl
(a) (b)

2 pav. Atskaitos vektoriams priskirti individai ir tikimybiy skirstinys entropijos skai¢iavimui. Mak-
simali entropijos reik§mé gaunama (b) dalyje.

Apibrézus atsitiktinj dydj X, € Z kaip atsitiktinai pasirinktg atskaitos taskg k, kuris yra gau-

namas renkantis bet kurj su juo susietg sprendinj, jvykio tikimybe yra p, = |N7’“| (NVy - atskaitos
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vektoriui k priskirty sprendiniy skaicius, o |Z| - atskaitos vektoriy skai¢ius). Taigi visi atskaitos
taskai sudaro atsitiktinio dydZio tikimybinj skirstinj (2 paveikslas), kuriuo naudojantis apskaiciuo-

jama entropija:

1Z|

H(Z) = — Z piIn(p;) (4.6)

Maksimali entropija pasiekiama, kai lygios tikimybés egzituoja kiekvienam atsitiktiniam jvykiui

(p1 = p2 = ... = pn), 0 apskaiCiuojama taip:
1
Hmam =—1In N (47)

Reikia paminéti tai, jog norint pasiekti maksimalig entropija sprendZiant daugiakriterinius op-
timizavimo uZdavinius populiacijos dydis /V turi sutapti su atskaitos tasky skai¢iumi (2 lentel¢).
Nekeiciant NSGA-III algoritmo maksimalig entropija galima pasiekti tik sprendziant M = 8 kri-

terijy uzZdavinius.

My 5 b
A
ab |
r 4.5 8
91 .
| ‘| |
Of \ \ \ ] 35 \ L]
0 250 500 750 0 250 500
(a) DTLZ1 (b) DTLZ2
T T
Vﬂ’,ﬂ"'ﬂ”—v\’%f‘ﬂmrw v
41 @ MM i 4| |
w
2| 12 1
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 250 500 750 1000 0 250 500 750 10001250
(c) DTLZ3 (d) DTLZA4

3 pav. Entropijos jverc¢io pokytis kiekvienos iteracijos metu algoritmo NSGA-III®, kur M = 8

Analizuojant NSGA-III” algoritmo sprendiniy pasiskirstyma buvo sprendziami DTLZ1-DTLZ4
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testiniai uzdaviniai su M = 8 kriterijais, skaiiuojant entropija kiekvienoje iteracijoje. Gautieji re-
zultatai pavaizduoti 3 paveiksle. Pagal 4.7 formule, maksimali galima entropija yra ~ 5.0499.
Algoritmas, sprendZiant visus keturis uzdavinius, pasiekia pirma karta maksimalia entropija per
pirmas 30 % iteracijy, greiCiausiai, per 45 iteracijas (3.6 %), sprendziant DTLZ4 uzdavinius. Ve-
liausiai pirmoji iteracija, pasiekianti maksimalig entropija, yra pasiekiama sprendZiant DTLZ1 uz-
davinj, kur iteracijos indeksas yra 241 (32.1 %), taCiau tai vienintelis uZzdavinys, kur iteracija, ku-
rioje pasiekiama maksimali entropija, ir iteracija, nuo kurios entropija lieka maksimali ir nebekinta,
sutampa.

Anksciausiai iteracija, kurioje entropija yra maksimali ir nuo kurios nebekinta, pasiekiama,
ypac ankstyvoje 231 (18.4 %) iteracijoje, sprendziant DTLZ4 uzdavinj, o véliausiai, 873 (87.3 %),
sprendziant DTLZ3 uzdavinj. Taip pat DTLZ3 turi labiausiai svyruojantj entropijos jvertj mazdaug
vidurinéje visos evoliucijos dalyje, taiau svyravimas yratik apie 5 % (nuo ~ 4.837 iki maksimalios
entropijos).

Turint bendra entropijos pokycio vaizda sprendziant visus keturis uZzdavinius buvo nuspresta,
jog individy pasiskirstymas yra pakankamas ir NSGA-III algoritmas jj iSlaiko puikiai, bent jau

Zvelgiant i atskaitos vektoriy ir sprendiniy, priskirty jiems.

4.3. Individy iSrinkimo analizé

Patvirtinus tai, jog NSGA-III algoritmas gerai i$laiko individy tolygy pasiskirstyma, buvo ana-
lizuojamas antrasis daugiakriterinio optimizavimo sprendiniy gerumo aspektas - individy konver-
gavimas j Pareto fronta.

Siame ir tolimesniuose skyreliuose yra i§samiai pristatomas NSGA-III algoritmas: originalus
algoritmas yra pristatomas nuo aplinkos iSrinkimo apraSo (1 algoritmas), kuriame yra praleisti
sprendiniy apdorojimo, apraSyto tekste, zingsniai. Paskutinis aplinkos iSrinkimo Zingsnis, niSini-
mo procedura, yra pristatomas 2 algoritmo apraSe, kuriame (mélynu fonu) paZyméta Siame darbe
pasiulytos modifikacijos, elitinimo proceduros (4 algoritmas), inicijavimo vieta. Taip pat trumpai
3 algoritme pristatoma, kokiu budu yra sukuriamas pirminis elitiniy nariy archyvas.

NSGA-III algoritmo aplinkos iSrinkimo, iteracijoje ¢, apibréZimas pradedamas nuo bendros po-
puliacijos R; individy sugrupavimo ir surikiavimo j nedominuojamus frontus { F, I5, ... }. Konst-
ruojant naujgja populiacijg Sy, pradedant S; = (), nedominuojami frontai, pradedant F}, yra imami
vienas po kito ir prijungiami prie S; individy. Nedominuojami frontai prijunginéjami iki tol, kol
|S¢| netampa lygus IV arba kol pirmg kartg neperzengia §io slenks¢io. Jeigu pridéjus praskutinj

(pridéty) fronta (pazymékime jj F) |S;| = N, tai sekanti iteracija vykdoma laikant jog tévinés
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populiacijos jvestis yra P, = S;. Jeigu |S;| > N, tai i§ populiacija sekanciai iteracijai uzZpildoma
fronty nariais, nejskaitant paskutiniojo P, = Ui: F;, o likusi dalis, K = N — | P41/, uZpildoma
atliekant individy iSrinkima iS fronto F;.

Pirmasis Zingsnis normuoja iSrinkty individy aibés S; reikSmes vadovaujantis 4.1 poskyryje
apraSytais, pasiekimy skaliarizacijos, hiperplokstumos susikirtimo su aSimis tasky paieSkos bei
normuoty reikSmiy apskaiciavimo zingsniais. Normavus sprendiniy reikSmes vykdomas indivi-
dy asociavimas su atskaitos taSkais. Asociavimo rezultatas yra dvi funkcijos, pirmoji - individui
priskirto atskaitos tasko radimo 7 (), kuri randa artimiausig atskaitos taskg. Antroji - priskirto ar-
timiausio tasko atstumo funkcija d(s) (pagal 1 paveiksla tai yra do atstumas, kur s yra normuoty
reikSmiy individas).

Kiekvienam atskaitos taSkui j € Z", naudojantis individui priskirto atskaitos taSko funkcija
7(s), skai¢iuojamas priskirty populiacijos nariy skaicius p;. Paskutiné, niSinimo, procedura iSrenka

reikiama kiekj K individy iS fronto £ (2 algoritmas be paZymétos eilutés).

1 algoritmas: NSGA-III iSrinkimo proceduros du paskutinieji Zingsniai (generacija t)
Ivestis:
atskaitos taSky aibé 27,
nedominuojami frontai (£, ..., F),
potencialiy individy aibé S; = Uézl F;,
artimiausio vektoriaus nuo tasko funkcija 7,
atstumo nuo atskaitos vektoriaus iki tasko funkcija d,
jau jtraukty individy aibé P, = 2} F
ISvestis: nauja populiacija P,
1 Apskaic¢iuojamas niSos (klasterio) dydis kiekvienam atskaitos taskui
€L = s ((n(s) = )71 : 0)
2 Renkami K nariai vienas po kito i§ F] ir konstruojama individy populiacija
P,y = Nisinimas(K, p;, 7, d, Z", F}, P,41) (2 algoritmas)

ISrinkimas randa atskaitos taSkus .J,,,;,,, su kuriais susietas maZiausias individy skaicius, o i$
iSrinkty tasky grupés iSrenkamas atsitiktinis j* (svarbu, kai yra keli taskai su maZziausiu skaic¢iumi
priskirty individy). IS paskutiniojo pridéto fronto iSrenkami visi taSkai /;-, susieti su pasirinktu
atskaitos tasku j*. Jeigu néra nei vieno tasko, priskirto atskaitos taskui, tuomet pasirinktas atskai-
tos taskas iSmetamas iS atskaitos tasky aibés Z" ir elitinimo procedira vykdoma i§ naujo. Svarbu
pazymeéti tai, jog iSmetimas galioja tik Sios procediuros ribose ir nedaro jtakos sekanc¢ioms evoliuci-
jos iteracijoms. Jeigu iSrinkty taSky aibé /;- néra tuscia, tai tikrinama kiek yra taSky p;-, priskirty
pasirinktam atskaitos taSkui. Jeigu dar nei vienas taSkas néra priskirtas j*, tai iSrenkamas taskas,
artimiausias, naudojantis d(s) funkcija, atskaitos vektoriui (ds atstumas). Kitu atveju, iSrenkamas

taSkas iS /;« aibés atsitiktiniu budu. PapildZius sekancios iteracijos populiacija, skaiCius priskirty
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individy p;- atskaitos taSkui padidinamas vienetu bei kg tik pridétas individas (pazymékime jj s)

iSmetamas iS fronto Fj. Procediira kartojama kol néra pasirenkami K nariai.

2 algoritmas: NSGA-III niSinimo procedira
Ivestis:
K, pj, 7, d, Z", F}, P,y apibrézti NSGA-III iSrinkimo algoritme (1)
atskaitos taskui priskirto elitinio nario funkcija E(})
ISvestis: nauja populiacija P,

1 k=1

2 while £ < K do

3 Jimin = {J  argmin, . p; }

4 J* = random(J,;,,)

5 Iiw ={s:m(s) =j* s € I}

6 | if I # 0 then

7 if p;« = 0 then

8 ‘ Pi=PFP U (3 : argminselj*d(s)>
9 else

10 | Py = Py Urandom([;+)

11 end

12 Elitinimas(E, j*,d, P,.1) (4 algoritmas)
13 P = pjx + 1

14 F,=F/s

15 k=k+1

16 end

v | Z"=7"/{j}
18 end

4.4. Elitiniy individy iSlaikymas

NSGA-III algoritmo analizés metu buvo pastebéta, jog evoliucijos metu, atliekant kryZmini-
ma ir mutacija, galimai budavo prarandami geriausi individai, kadangi jie budavo mutuojami bei
kryZminami. Sitokia ypatybé sulétina individy konvergavimg j Pareto fronta. Geriausiy individy
iSlaikymo euristika vadinama elitiSkumu (1.2 poskyris), kuri yra ne nauja ir yra naudojama kituose
algoritmuose, pvz. SPEA (2.4 poskyris) arba EliteNSGA-III (3.1 poskyris). Taciau §i euristika
daZniausiai, kaip ir minétuose algoritmuose, yra realizuojama taip, jog geriausieji individai yra
naudojami tik mutacijos ir kryZminimo metu, bet ne populiacijos iSrinkimo metu. Minétasis Zings-
nis realizuojamas jvedant atsitiktinumo faktoriy, kuris mutuojant ir kryZminant kai kada vietoje
populiacijos nariy iSrenka individa iS elitiniy nariy archyvo.

Elitiniy nariy archyvas atskaitos taSkais grjstame algoritme gali buti iSnaudotas labai pagrijs-
tai, kadangi atsiranda aibé elementy (atskaitos taSky), su kuria galima sieti elitinius narius. Taip

pat, 1 paveiksle pateikti atstumai iki atskaitos vektoriaus bei iki koordinac¢iy pradZios taSko puikiai
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tinka bendram, konvergavimo ir jvairoves, jvercio sudarymui. Turint omenyje atskaitos vektoriais
paremty algoritmy paminétas ypatybes ir pranaSumus bei evoliuciniy algoritmy prigimtj, naujasis

algoritmo iSrinkimo Zingsnis turéjo pasiZyméti Siomis sagvybémis:

 Kiekvienam krypties vektoriui yra priskirtas tik vienas elitinis individas (arba nei vieno, jei

tai yra algoritmo vykdymo pradzia);

 Lyginant naturalios atrankos individa su elitiniu yra lyginami tiek d;, tiek ds atstumai ir yra

jtraukiami j jvertj;

* Naturalios atrankos individams suteikiamas pranaSumas prie$ elitinius narius, kai yra ban-

doma priskirti nauja elitinj narj krypties vektoriui.

Ieskant algoritmo patobulinimo buvo jvariai naudojami d; bei d, atstumai: jy palyginimai dve-
jetainiu budu buvo vertinami nepriklausomai, taip pat buvo bandoma jvertinti proporcingai, priski-
riant svarbumo koeficienta vienam arba kitam atstumui. Minétieji atstumai taip pat buvo bandyti
vertinti priklausomai nuo evoliucijos etapo. Lyginant buvo bandoma jvesti virSenybés koeficien-
tus tiek naturalios atrankos nariams tiek elitiniams nariams. Visi minétieji metodai pateiké jvairiy
rezultaty: daZnai pagal vieng konkrety uzdavinj bei vieng konkrety kriterijy skaiciy rezultatai pa-
gerédavo, taCiau pablogédavo pagal kitus, todél reikéjo atrasti stabiliausig parametry rinkinj bei
atstumy panaudojima.

Po daugybés bandymy ir parametry derinimo buvo prieita prie individy iSrinkimo Zingsnio,
pasitelkiancio elitiniy nariy archyva, pristatyto 4 algoritmo apraSyme. Originalaus NSGA-III al-
goritmo niSinimo Zingsnis papildomas elitiniy nariy archyvu bei funkcija, elitiniam nariui pagal
atskaitos taskg gauti F(7). Tam, jog vykdymo eigoje nenutikty taip, jog atskaitos taskas neturéty
priskirto elitinio naro, uzZdavinio sprendimo pradZioje, prie§ pirmajg iteracija, yra sukuriamas at-
sitiktiniy eilitiniy nariy archyvas pagal 3 algoritme pateiktg apraSyma. Atsitiktiniai, be galo toli
nutole¢ nuo koordinaciy pradzios taSko, nariai turi buti priskirti kiekvienam atskaitos taskui. Sa-
vaime suprantama, jog tokie nariai taip pat turés neapibréZtai didelj atstuma iki atskaitos vektoriy,

sukonstruoty nuo koordinaciy pradZios tasko iki atskaitos tasky.

3 algoritmas: Pradinio elitiniy individy archyvo sukurimas
Ivestis: atskaitos taSky aibé Z"
ISvestis: sukurta elitiniy nariy archyvo funkcija E(j € Z")
1 forVj € Z" do
2 ‘ E(j) = Matsitiktinis © |Matsitiktinis| = +00
3 end
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Taip pat minétasis Zingsnis papildomas elitinimo procedira, kuri yra vykdoma 2 algoritme

pazymétu momentu.

4 algoritmas: NSGA-III elitinimo procediira

Ivestis:

E(9), 7%, d, P11 apibrézti NSGA-III niSinimo algoritme (2)

ISvestis: nauja populiacija P4

m* = P, [paskutinis]

m = Nenormuoti(m*)

e=E(j")

if =(||m|| < ||e|| or d(m) < d(e)) then
| P = (Pya/m)Ue

end

¢, = random({1.1,1.3})

if |m| < |le|| - ¢, and d(m) < d(e) - ¢, then
B =m

end

o X N AN AW N =

[
=

Elitinimo proceduros idéja pakeisti kg tik jdéta individa, gauta naturialia atranka, elitiniu, jei jis
galimai suteiks daugiau naudos ateityje. Prisiminus niSinimo procedurg (2 algoritmas), paskutinis
P, 1 populiacijos individas m yra artimiausias atskaitos vektoriui j* narys, o atskaitos vektorius
priklauso niSai, i$ kurios yra paimta maZiausiai individy. Ypac svarbu paminéti tai, jog palyginimas
su elitiniais individais yra vykdomas imant nenormuotas kriterijy reikSmes (pazymint individa m),
kadangi iSsaugoti elitiniai individai buvo kitose evoliucijos stadijose, kuriose individai buvo nor-
muojami galimai kitoje skaléje. ISsaugoti elitiniai individai iSsaugant buvo nenormuoti. Individy
palyginimui imamas atskaitos taSkui priskirtas elitinis narys e = E(j*).

Potencialiai keiciant individus jvedamas grieZtas reikalavimas elitiniam nariui, kuris turi buti
geresnis nei individas, kiles i$ naturalios evoliucijos tiek pagal d, tiek pagal d,. Algoritme atstumas
d; yra Zymimas kaip vektoriaus ilgis ||-||, o ds yra funkcijos d(-) reik§mé. DazZnai tam, jog galima
buity santykinai palyginti d; ir do atstumus vienu metu yra jvedama §iy atstumy svertinés sumos
iSraiSka d; + 6d,. Kadangi buvo noréta lyginti tiek d;, tiek do atstumus nepriklausomai, o ne
ju svertine skaliaring¢ iSraiSka, elitinimo proceduroje atstumai lyginami atskirai, o jy palyginimy
jverCiai sujungiami binariniais operatoriais. Atnaujinant elitinj narj, priskirta pasirinktam atskaitos
taSkui j*, naturalios evoliucijos nariui suteikiamas pranaSumas. Elitinis narys yra atnaujinamas
jeigu naturalios atrankos individas yra geresnis nei elitinis individas pagal abu, d; ir ds, atstumus
su virSenybés koeficientu c,, kuris atsitiktinai gali buti arba 1.1, arba 1.3. Sis koeficientas buvo

iSvestas empiriniu budu atlikus ekperimentus.
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4.5. Eksperimentai ir rezultatai

Atliekant eksperimentus ir vertinant pagerinimus bei naujy Zingsniy jvedimus buvo sprendZia-
mi pavyzdiniai (testiniai) uZdaviniai, leidZiantys jvertinti algoritmy efektyvumg. UZdaviniai buvo
pasirinkti i§ DTLZ rinkinio (DTLZ1 - DTLZ4) [DTL+05] ir sprendziami su 5, 8, 10 ir 15 kriterijy.
Kintamuyjy skaicius kiekviename uzdavinyje yra lygus (M + k - 1), kur M yra kriterijy skaiCius, k
=5 DTLZ1 uZdaviniui, o DTLZ2 - DTLZ4 uZdaviniams k = 10. DTLZ1 uzZdavinio Pareto fronto
kriterijy reikSmés iSsidésciusios tiesiskai f; € [0, 0.5], kai tuo tarpu DTLZ2 - DTLZ4 Pareto frontas

yra jgaubtas, o kriterijy reik§més iSsidésciusios f; € [0, 1].

UZdavinys | Pareto fronto charakteristikos
DTLZ1 Tiesinis, daugiamodalinis

DTLZ2 Igaubtas
DTLZ3 Igaubtas, daugiamodalinis
DTLZ4 Igaubtas, SaliSkas

3 lentelé. DTLZ rinkinio DTLZ1-DTLZ4 uzdaviniy Pareto fronto charakteristikos

Kadangi tiek konvergavimas j tikrajj Pareto fronta, tiek sprendiniy tolygus pasiskirstymas yra
vienodai svarbus, tai gautiems sprendiniams jvertinti naudojamas apversto apibendrinto atstumo

matas, kuris skai¢iuojamas taip:

ZveP* d(v7 P)

IGD(P*,P) = YR

(4.8)
kur P* yra tolygiai pasiskirst¢ tikrojo Pareto fronto taskai, P yra gautieji, aproksimuoto Pareto
fronto taskai, o d(v, P) yra minimalus Euklidinis atstumas tarp tasko v ir tasky aibés P.

Ivedus elitiniy nariy archyva yra svarbu suprasti kiek individy i$ Sio archyvo yra panaudojami
evoliucijos metu, kaip panaudojami lyginant su natiiralios atrankos individais bei kaip daZznai yra
atnaujinamas elitiniy nariy saraSas. Iteracijy indeksai, kai kiekvienam atskaitos taskui paskutinj
karta buvo pasirinktas individas, kiles iS naturalios atrankos, pavaizduoti 4 paveiksle, o panaudoty
ir atnaujinty elitiniy nariy skaiciai kiekvienoje evoliucingje iteracijoje pavaizduoti 5 paveiksle.

SprendZiant, tiek 5, tiek 15 kriterijy, visus keturis uzdavinius DTLZ1-DTLZ4, pirmasias 90 %
naturalios atrankos individai yra naudojami, o paskutiniy iteracijy, kai paskutinj kartg pasirenkamas
individas i$ naturalios atrankos individy, pasiskirstymas visiems atskaitos taSkams, paskutinése 10
% iteracijy, yra patenkinamai tolygus. Stebétinai nei vienas atskaitos vektorius neturi ankstyvose

iteracijose pasiekty elitiniy nariy, kuriy nenurungia naturalios atrankos individai.
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4 pav. Iteracijos indeksas, kai paskutinj kartg susietas su atskaitos taSku sprendinys yra iSrenkamas
natiraliu atrankos metodu, o ne i§ elitiniy nariy. Vaizdai a,c,e, gkaiM=5,b,d,f,h-M =15.
Absciséje vaizduojami atskaitos tasSky indeksai, ordinatéje - iteracijy indeksai. 41



Zvelgiant | panaudoty bei atnaujinty nariy skaicius visos evoliucijos metu, DTLZ1 bei DTLZ4
uzdaviniy sprendimy demonstruojami skai¢iy pokyciai evoliucijos metu yra stabilus. Nariy skai-
Cius pakyla j paskutiniaja virS 85 % zona ir svyruoja joje. Tuo tarpu, sprendZiant DLTZ2 uzdavini,
elitiniy nariy skaicius pabaigoje nukrenta, tac¢iau DTLZ3 turi dar rySkesnj nukritima, kai tiek pa-
naudoty tiek atnaujinty elitiniy nariy skai¢ius yra Yemas. Zemas abiejy poZymiy skai¢ius parodo
tai, jog didZioji dalis naturalios evoliucijos nariy nesugebéjo nurungti elitiniy nariy, o Zemas atnau-
jinimy skaicCius rodo ir tai, kad nesugebéjo nurungti net jiems suteikus virSenybe (koeficienta c,).
Sitokia ypatybé yra netikéta, taciau véliau pristatyti aproksimuoto Pareto fronto jverciy rezultatai
parodo, jog minétoji ypatybé netrukdo pasiekti gery rezultaty. Vis délto, paSalinus $ig ypatybe

rezultatai galéty buty pasiekiami dar geresni.

150 | - 150 |- i
100 N
100 | |
50 n
50 5
—— Panaudoti ‘
0l — Atnaujinti | |
| | | | | | |
0 250 500 750 0 250 500
(a) DTLZ1 (b) DTLZ2
150 | : 150 |- i
100 8 100 | i
50 N 50 | N
Or ! ! ! ! ! | 0L ! ! ! ! ! [
0 250 500 750 1000 0 250 500 75 1000 1250
(c) DTLZ3 (d) DTLZ4

5 pav. Panaudoty ir atnaujinty elitiniy individy skaicius kiekvienoje iteracijoje. Kiekvienos prob-
lemos kriterijy skai¢ius M = 8. Absciséje vaizduojami iteracijy indeksai, ordinatéje - elitiniy nariy
skaiCius.

ISnagrinéjus elitiniy nariy naudojima bei atnaujinima rezultatai tenkina lukescius - padeda po-
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puliacijai konverguoti greiciau j Pareto frontg naudojant elitinius narius, taciau elitiniai nariai ne-
uzgoZzia naturalia evoliucija kilusiy individy.

Sekancioje analizés stadijoje buvo nagrin€jama kaip greitai yra pasiekiama geriausia kriteri-
jaus reikSme ir kaip anksti ar vélai pasiekta reikSmé daro jtaka galutiniam rezultatui. Geriausia

kriterijaus reik§meé yra apibréZiama kaip:

fi= max fi(z), 1€1,..., M, 4.9)

TEPI. mazGen

kur P mazGen = P1U Py U ... U P acen Yra visy iteracijy populiacijy sajunga. Siai analizei atlikti
buvo pasirinkta M=8 ir M=135, o rezultatai pavaizduoti 6 paveiksle. Reikia paZyméti tai, jog gautieji
iteracijy indeksai neidentifikuoja, jog toje iteracijoje buvo gauta uZdavinio rezultato populiacijos
geriausia kriterijaus reikSme. Paveikslas parodo, kurioje iteracijoje buvo gauta geriausia kriterijaus
reikSme, kas reiskia, jog jeigu geriausia reikSmé buvo gauta ankstyvoje evoliucijos stadijoje, tai yra
didesné tikimybé nukrypti nuo tos reikSmés vykdant evoliucija ir atliekant kryZminimo ir mutacijos
operacijas.

Zvelgiant j 6 paveiksle pateiktus rezultatus jdomiausiai atrodo DTLZ4 uZdavinio iteracijy, ku-
riose buvo gautos geriausios kriterijy reikSmes, indeksai. Tiek kai M=8, tiek kai M=15 yra po 3
kriterijus, kuriy geriausios reikSmés buvo pasiektos ypac¢ ankstyvose iteracijose. Taip pat yra dar
keli kriterijai, kuriy geriausios reikSmés buvo pasiektos per pirmas 20 % iteracijy.

Atliekant eksperimentus ir lyginant algoritmus kiekvienas unikalus uZzdavinys buvo sprendZia-
mas 20 karty (tiek pat, kiek ir originaliame NSGA-III algoritmo pristatyme bei realizacijoje NSGA-
I11%) su skirtingomis atsitiktinémis populiacijomis. Po atliktos paskutinés iteracijos, gautoji popu-
liacija laikoma rezultatu ir yra skai¢iuojamas apverstas apibendrintas atstumas. IS gautyjy jverciy
yra iSsaugomos minimali, mediana ir maksimali reikSmés. Taip pat naujojo algoritmo apversto
apibendrinto atstumo jverciai yra lyginami su originalaus NSGA-III algoritmo pateiktais rezulta-
tais bei algoritmo realizacijos rezultatais. Gautieji rezultatai yra vaizduojami 4 lenteléje NSGA-IIT*
stulpelyje, kurioje jie yra lyginami su originaliu algoritmu, pazymétu kaip NSGA-III, bei naudoja-
mos realizacijos baze, kuri yra pazyméta kaip NSGA-III®. Tam, jog biity lengviau suprasti jverciy
skirtumus yra jvestas paskutinis, rezultaty palyginimo, stulpelis. Stulpelyje yra pazyméti palygi-
nimy rezultatai: pirmasis bei antrasis Zenklai Zymi palyginimy rezultatus lyginant su originaliu
bei realizacijos algoritmais, atitinkamai. Visa apversto apibendrinto atstumo palyginamy jverciy
aibe sudaro 48 rezultatai: 4 uzdaviniai, kur kiekvienas sprendZiamas su keturiais skirtingais krite-
rijy dydziais ir lyginami pagal maZiausia, mediang bei didZiausig reikSmes. [verciy skirtumai yra

vertinami atsizZvelgiant j jprasta 5 % reikSmingo skirtumo koeficienta.
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Pagal pagrindinj algoritmy efektyvumo jvertinimo kriterijy, apverstg apibendrintg atstuma, nau-
joji elitinimo procedura daZnu atveju veikia efektyviau bei pasiekia geresnj aproksimuotg Pareto
fronta. Lyginant su originalaus NSGA-III algoritmo pateiktais jverciais net 69 % (33) buvo gauti
geresni, o tik 27 % buvo prastesni. Rezultatus lyginant su naudojama algoritmo implementacija
NSGA-III” procediiros efektyvumas ypa¢ jau¢iamas, kadangi net 73 % (35) jverciy gauti geresni,
o prastesni tik 12 % (6).

Zvelgiant i geriausiai patobulintus atvejus, lyginant su originalaus algoritmo jveriais, tai net
4 kartus pavyko pasiekti vir§ 90 % pagerimina. Tokj Zymy pageriming pavyko pasiekti lyginant
DTLZ4 M=8, M=10, M=15 blogiausius jvercius bei DTLZ4 M=15 medianas. Lyginant su naudo-
jamos implementacijos baze, didZiausias pagerinimas buvo pasiektas sprendZiant M=10 kriterijy

DTLZ3 uzdavinj, kurio blogiausias jvertis pageréjo 69.9 %.
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6 pav. Iteracija, kurioje buvo gautas geriausia kriterijaus reikSmé. Vaizdai a, c, e, g kai M = 8§, b,

d, f, h - M = 15. Abscis¢je vaizduojami kriterijy indeksai, ordinatéje - iteracijy indeksai.
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UZzdavinys | M | Max Gen | NSGA-III | NSGA-III” | NSGA-IIT* | Rez.
5.17E-04 | 7.88E-04 4.36E-04 ++
DTLZ1 5 | 600 9.80E-04 | 2.01E-03 1.12E-03 -+
1.98E-03 | 1.42E-02 1.18E-02 -+
2.04E-03 | 3.45E-03 2.52E-03 -+
8 | 750 3.98E-03 | 5.28E-03 4.38E-03 —+
8.72E-03 | 4.29E-02 2.07E-02 -+
2.22E-03 | 2.26E-03 2.13E-03 ~
10 | 1000 3.46E-03 | 4.24E-03 2.78E-03 ++
6.87E-03 | 2.75E-02 8.72E-03 -+
2.65E-03 | 2.82E-03 2.22E-03 ++
15 | 1500 5.06E-03 | 6.71E-03 3.20E-03 ++
1.12E-02 | 1.10E-02 8.00E-03 ++
4.25E-03 | 4.80E-03 3.95E-03 ++
DTLZ2 5 | 350 4.98E-03 | 6.16E-03 4.28E-03 + +
5.86E-03 | 7.61E-03 5.44E-03 ++
1.37E-02 | 1.54E-02 9.88E-03 ++
8 |500 1.57E-02 | 1.74E-02 1.22E-02 + +
1.81E-02 | 2.00E-02 1.48E-02 ++
1.35E-02 | 1.38E-02 9.88E-03 ++
10 | 750 1.53E-02 | 1.73E-02 1.14E-02 ++
1.70E-02 | 2.00E-02 1.29E-02 ++
1.36E-02 | 1.72E-02 1.01E-02 ++
15 | 1000 1.73E-02 | 1.97E-02 1.25E-02 ++
2.11E-02 | 2.30E-02 3.23E-02 ——
3.09E-03 | 4.22E-03 1.74E-03 ++
DTLZ3 5 | 1000 5.96E-03 | 1.12E-02 4.51E-03 ++
1.20E-02 | 6.73E-02 1.87E-01 ——
1.24E-02 | 1.56E-02 1.21E-02 ~
8 | 1000 2.38E-02 | 3.01E-02 2.24E-02 + +
9.65E-02 | 1.39E-01 1.28E-01 -+
8.85E-03 | 1.06E-02 7.45E-03 ++
10 | 1500 1.19E-02 | 1.53E-02 1.10E-02 + +
2.08E-02 | 1.33E-01 4.00E-02 -+
1.40E-02 | 1.30E-02 1.30E-02 R~
15 | 2000 2.15E-02 | 2.84E-02 2.75E-02 -~
4.20E-02 | 5.80E-02 3.62E-01 ——
9.85E-04 | 6.23E-04 3.59E-04 ++
DTLZ4 5 | 1000 1.26E-03 | 1.55E-03 7.14E-04 ++
1.72E-03 | 6.04E-03 4.81E-03 -+
5.08E-03 | 3.41E-03 3.26E-03 ~
8 | 1250 7.05E-03 | 4.35E-03 4.23E-03 + =
6.05E-01 | 5.50E-03 9.23E-03 + -
5.69E-03 | 3.63E-03 3.77E-03 ~
10 | 1500 6.34E-03 | 4.60E-03 4.79E-03 + R
1.08E-01 | 5.30E-03 7.69E-03 +—
7.11E-03 | 5.60E-03 5.50E-03 R~
15 | 3000 3.43E-01 | 8.27E-03 1.05E-02 +—
1.07E+00 | 2.76E-02 2.19E-02 ++

4 lentelé. Invertuoto apibendrindo atstumo jverciai.
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Naujoji elitinimo procediira yra ypac efektyvi sprendZiant DTLZ2 uZdavinj pagal visus nagri-
nétus kriterijy skaicius (5, 8, 10, 15), net pagal 11 i§ 12 palyginamy jver¢iy procedura pasiekia
geresnius rezultatus tiek uzZ originaly algoritma tiek, ir uz realizacija. Lyginant su realizacijos baze
NSGA-III?, elitinimo procediira visus (12 i§ 12), sprendZiama DTLZ1 uZdavinj, palyginamus jver-
¢ius. O pagal 22 jvercius i 36, kai naudojama implementacijos bazé veikia pras¢iau uZ originaliai
pateiktus apversto apibendrinto atstumo jvercius, naujoji procedura pagerina originalaus algoritmo
rezultatg. IS maZziausiai pokyciy patyrusiy uzdaviniy sprendiniy, DTLZ4 rezultatai atrodo maziau-
siai pakite, kadangi tik pagal 3 i§ 12 palyginamy jver¢iy naujoji procedira atrodo geriau.

Naujai pristatyta procediira SeSiais atvejais pasiekia maZesnius minimalius apverstus apibend-
rintus atstumus nei originalus algoritmas, taciau taip pat ir didesnius maksimalius atstumus. Toks
rezultaty pasiskirstymas parodo, jog tais atvejais elitinimo procedura nors ir pagerina rezultatus,
taciau taip pat ir jveda didesnj nestabiluma.

Analizuojant prasCiausius rezultatus pastebima, jog vienu atveju, sprendziant 5 kriterijy DTLZ3
uzdavinj blogiausias IGD jvertis buvo gautas vir§ 90 % (93.5 %) prastesnis nei originalaus algo-
ritmo jvertis. Kadangi realizacijos bazés jvertis Siuo atveju buvo geresnis nei originalaus NSGA-
IIT algoritmo jvertis tai elitinimo procedura sukélé prasta pasiekima, kuris yra iSskirtis Zvelgiant j
apversto apibendrinto atstimo jverciy iSsibarstyma DTLZ3 M=5 atvejui (7 paveikslas). Pristatyta
elitinimo procedura trimis atvejais, blogiausiais DLTZ2 M=15, DTLZ3 M=5 ir M=15 jver¢iais, pa-
siekia ypac prastus rezultatus, kadangi gaunami atstumai yra blogesni tiek uz originalaus algoritmo
pateiktus rezultatus, tiek ir uz algoritmo realizacija NSGA-III®.

Svarbu ne tik tai, kaip gerai pasiskirsto trys pagrindinés atversto apibendrinto atstumo reiks-
mes, taciau ir kaip per visus bandymus iSsibarsto jverciai. Jverciy iSsibarstymai pavaizduoti 7 bei
8 paveiksluose, o jy iSsibarstymo dydis jvertinamas standartiniu nuokrypiu, kurio rezultatai bei
atversty apibendrinty atstumy vidurkiai pavaizduoti 5 lenteléje. Kadangi standarinio nuokrypio
reikSmé priklauso nuo reikSmiy mastelio, tai sglyginai jvertinti sprendiniy apversto atstumo jver-
¢iy pasiskirstymg jver¢iai buvo normuoti, o standartinio nuokrypio reikSmé apskaiciuota naudojant
normuotus jvercius.

Kaip galima pastebéti, maZas standarinio nuokrypio jvertis jprastai reiSkia, jog yra vienas ap-
versto apibendrinto atstumo jvertis, nutoles nuo visos grupés (iSskirtis). IS visy rezultaty iSsibarsty-
my pasiekianciy geriausia standartinj nuokrypj didZioji dalis turi aiSkiai matoma regiona tasky, ku-
riame iSsibarsto absoliuti dauguma rezultaty ir yra tik vienas ar keli nutole gerokai toliau. Tai ypac
atsispindi sprendziant M=5 kriterijy DLTZ3 uzdavinj, kur visi i§skyrus vieng sprendiniai iSsibarste
nuo 1.74 x 1073 iki 1.77 x 1072, o vienos i3skirties rezultatas yra lygus 1.87 x 10~!. Geriausiai

pasiskirste IGD jverciai atlikus 20 bandymy, ypa& nedideliame, tarp 9.88 x 1073 ir 1.48 x 1072,
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reikSmiy rézyje, yra 8 kriterijy DTLZ2 uZdavinio sprendiniai.

1.01E-02 323602 1.21E-02 1.28E-01
(a) DTLZ2 M=15 (b) DTLZ3 M=8

1.74E-03 1.87E-01  7.45E-03 4.00E-02
(c) DTLZ3 M=5 (d) DTLZ3 M=10

4.36E-04 1.1SE-02  2.52E-03 2.07E-02
(e) DTLZ1 M=5 (f) DTLZ1 M=8

< ok x > — e e e e

1.30E-02 3.62E-01  9.88E-03 1 48E-02

(g) DTLZ3 M=15 (h) DTLZ2 M=8

7 pav. 8 atvejai, kuriuose santykinis standartinis nuokrypis yra maziausias. Vaizduojami 20 ban-
dymy apversto apibendrinto atstumo jverciai.

2.13B-03 8.72E-03 9.88E-03 1.29E-02
(2) DTLZI M=10 (b) DTLZ2 M=10

2.22E-03 8.00E-03  5.50B-03 2.15E-02
(c) DTLZI M=15 (d) DTLZ4 M=15

3.77E-03 7.69E-03  3.95B-03 5.44E-03
(¢) DTLZ4 M=10 (f) DTLZ2 M=5

3.26E-03 725B-03  3.59E-04 3.79E-03
(2) DTLZ4 M=8 (h) DTLZ4 M=5

8 pav. 8 atvejai, kuriuose santykinis standartinis nuokrypis yra didZiausias. Vaizduojami 20 ban-
dymy apversto apibendrinto atstumo jverciai.

Zitirint  didziausig dimensijg turincias, 15 kriterijy, uZduotis DLTZ1 ir DTLZ4, jy sprendi-
niai pasiskirsté tolygiai, 0o DTLZ?2, nors ir turi vieng iSskirtj, ta¢iau atotrukis néra didelis. DTLZ3
uzduotis tiek ir 15-os kriterijy tiek ir visais kitais atvejais sunkiausiai atranda visus sprendinius,
pasiskirsCiusius nedideliame atstume. Visy DTLZ3 uZdaviniy sprendiniai sugeneruoja bent vieng
sprendinj, kurio apversto apibendrinto atstumo jvertis yra gerokai nutoles nuo grupés. PrieSingai
nei DTLZ3, DTLZ4 uZzdaviniy, pagal visus kriterijus, sprendiniai i§sibarste tolygiai daZniausiai net

ir maZame atstume.
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UZdavinys | M o UZzdavinys | M o

DTLZ1 5 1.88E-03 5.43E-04 | DTLZ3 5 1.50E-02 8.86E-03
DTLZ1 8 5.50E-03 8.83E-04 | DTLZ3 8 2.71E-02 5.37E-03
DTLZI 10 3.51E-03 3.65E-04 || DTLZ3 10 1.33E-02 1.56E-03
DTLZ1 15 3.80E-03 3.60E-04 | DTLZ3 15 6.29E-02 1.86E-02
DTLZ2 S5 4.45E-03 1.02E-04 | DTLZ4 5 1.51E-03 2.56E-04
DTLZ2 8 1.20E-02 2.68E-04 | DTLZ4 8 4.75E-03 2.97E-04
DTLZ2 10 1.13E-02 1.74E-04 || DTLZ4 10 5.11E-03 2.63E-04
DTLZ2 15 1.33E-02 1.00E-03 || DTLZ4 15 1.03E-02 1.05E-03

5 lentelé. Vidurkis ir standartinio nuokrypis sprendZiant 5,8,10,15 kriterijy DTLZ1-DTLZ4 prob-

lemas.

Norint suprasti kaip keiCiasi apversto apibendrinto atstumo jvertis evoliucijos metu, sprendZiant

kiekvieng uzdavinj, kas 10 % buvo fiksuojamas apversto apibendrinto jvertis. Gautieji rezultatai

yra pavaizduoti 9 paveiksle. Kaip galima pastebéti, net 10 iS 16 atvejy geriausiy ir blogiausiy jver-

Ciy kreives susikerta, o daznu atveju net ne karta, evoliucijos tekméje. DidZiausia démesj patraukia

DTLZ1 M=5 uzdavinio kreivés, kadangi blogiausio jvercio kreivé indikuoja staigy suprastéjima, o

geriausio jvercio kreiveé sékmingai leidZiasi Zemyn. Labiausiai nemonotoniSkas jverciy kreiviy ma-

Zéjimas yra matomas sprendZiant visus DTLZ4 uZdavinius, o ypa¢ 15 kriterijy atveju. Stabiliausiai

jverCiy kreivés monotoniSkai juda sprendziant DTLZ2 uzdavinius.
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(m) DTLZ4 M=5

(n) DTLZ4 M=8

(0) DTLZ4 M=10
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0 2 4 6 8

(p) DTLZ4 M=15

9 pav. Kiekvieno uzdavinio 20 bandymy apversto apibrendinto atstumo jverciai visos evoliucijos

metu iSskaidZius etapais.
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4.6. Apibendrinimas ir iSvados

Siame skyriuje buvo i$nagrinétas NSGA-III algoritmas bei buvo iekoma patobulinimo galimy-
biy. Visy pirma buvo iSnagrinétas originalus NSGA-III algoritmas atkreipiant démesj j kiekvieng
svarbig operacija. Pirmajai tyrimy zonai buvo pasirinkta jvertinti, kaip gerai algoritmas iSlaiko in-
dividy tolygy pasiskirstyma kriterijy reik§miy erdvéje tam pasitelkiant Sanono entropijos jvertj. Po
algoritmo analizés buvo pastebéta, jog algoritmas gerai iSlaiko sprendiniy tolyguma, taciau galimai
prarasdavo geriausius individus evoliucijos metu, o tai trukdydavo greic¢iau konverguoti j Pareto
fronta. Siam trilkumui pagalinti buvo pasinaudota atskaitos vektoriy bei eilitiniy nariy, priskirty
jiems, euristika. Naujai pristatytas elitinimo procedura aplinkos iSrinkimo metu jtraukia elitinius
narius j populiacijg jei jie galimai suteikia daugiau naudos.

Naujai pristatytos procediros veiksmingumas iSanalizuotas pagal tai, kaip anksti yra randama
geriausia kriterijaus reikSmeé, kurioje evoliucijos vietoje paskutinj karta yra panaudojamas natu-
ralios atrankos individas. Taip pat buvo nagrinéjama kaip kinta panaudoty bei atnaujinty elitinio
archyvo nariy skaic¢ius kiekvienoje evoliucingje iteracijoje.

Pagal pagrindinj algoritmy efektyvumo jvertinimo kriterijy, apversta apibendrintg atstuma, nau-
joji elitinimo procedura veikia efektyviai. Lyginant su originaliu NSGA-III algoritmo pateiktais
jvercCiais i§ 48 palyginamy jverciy (DTLZ1-DTLZ4 x M=5,8,10,15 x {geriausia, mediana, blo-
giausia} reikSmes) net 69 % (33) buvo gauti geresni, o tik 27 % buvo prastesni. Rezultatus lyginant
su naudojama algoritmo implementacija NSGA-III? elitinimo procediiros efektyvumas ypa¢ jau-
¢iamas, kadangi net 73 % (35) jverciy gauti geresni, o prastesni tik 12 % (6).

Pagal atlikty ekperimenty ir gauty kiekvieno sprendimo apversty apibendrinty atstumy jvercius
matoma, jog daZnai pasitaiko, jog uzdavinio sprendiniy sugeneruoti atstumai daugeliu atveju pasie-
kia gerus rezultatus, ta¢iau atsiranda vienas sprendinys, Zenkliai nutoles nuo grupés. Ypatingai gerai
yra sprendZiamas 8 kriterijy DTLZ2 uzdavinys, kurio IGD jverciai pasiskirsto maZiausiame rézZy-
je. DTLZ4 uzdaviniy sprendiniai sugeneruoja labiausiai tolygiai pasiskirsCiusius rezultatus, taciau
réZai kartais yra didelis, kai tuo tarpu DTLZ3 dazniausiai generuoja didZigja dauguma sprendiniy
nedideliame réZyje, taciau atsiranda vienas ar keli sprendiniai reik§Smingai nutole¢ nuo grupés.

Po atliktos analizés ir eksperimenty buvo jZvelgta dar daugiau viety, kurios turéty buti atras-
tos ir suprastos bei budai, kaip naujojosios proceduros efektyvumas gali buti verifikuotas. Galimi

tolimesni tyrimai:

» Empiriskai iSvesti koeficientai 4 algoritme 7 eilutéje kol kas neturi analitinio pagrindimo
ir reikéty detaliau iStirti kodél naturalia atranka iSrinkti individai leidZia pasiekti geresniy
rezultaty;
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* Rezultatams ir efektyvumui verifikuoti reikia jtraukti dar viena, kity algoritmy pristatymuose
daznai naudojama, rinkinj, WFG [HBW+05], kuris savyje turi jvairiy charakteristiky uzda-

viniy, pvz. nutrukstamo ir/arba iSgaubto Pareto fronto uzdavinius;

* Vizualizuoti, netrivialiai perteikiamus daugelio kriterijy, dideliy dimensijy, sprendinius ir

atlikti vizualaus duomeny perteikimo analize.

Rezultatai pristatyti mokslingje konferencijoje ,,Lietuvos magistranty informatikos ir IT tyrimai
(2019)%, 2019 m. geguzés 14 d.

Publikuoti straipsnyje: Laukevicius, Viktoras. Atskaitos taskais grjsti daugelio kriterijy opti-
mizavimo evoliuciniai algoritmai. Lietuvos magistranty informatikos ir IT tyrimai (2019): 24-30,

https://doi.org/10.15388/LMITT.2019.
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