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1 Ivadas

Tarkime, kad s = o + it yra kompleksinis kintamasis, o {a,, : m € N} yra komplek-

siniy skaiciy seka. Tuomet eiluté
oo

3 Gm
m=l m?
yra vadinama Dirchlé eilute. Jos konvergavimo sritis yra pusplokStume.

Rymano dzeta funkcija ((s) pusplokstuméje o > 1 yra apibréziama Dirchlé eilute
> 1
¢(s) = P me
ir yra analiziSkai pratesiama j visg kompleksine plokstuma, iSskyrus paprastajj poliy
taske s = 1 su reziduumu 1. Funkcija ((s) srityje o > 1 galima apibrézti ir Oilerio
sandauga pagal pirminius skaicius
1\-1
o =T(1-;) -
p p
Nors funkcija ((s) zinojo jau Oileris 18 amziaus viduryje, taciau jis laikeé, kad kin-
tamasis s yra realus. Tuo tarpu Rymanas 1859 m. pradéjo nagrinéti ((s) kaip
kompleksinio kintamojo funkcija ir pritaiké ja pirminiy skaiciy pasiskirstymo tyri-
mui. Funkcija ((s) yra labai idomus ir svarbus analizinis objektas, ji naudojama
sprendziant ne tik matematikos, bet ir kity gamtos moksly uzdavinius. Si funkcija
iki Siol slepia daug paslapciy, ypac¢ daug problemy siejasi su jos nuliy iSsidéstymu.
Zinoma, kad ((—2k) = 0, kai k¥ € N. Nuliai s = —2k yra vadinami trivialiaisiais
nuliais, jie yra nejdomus. Tadiau yra zinoma, kad funkcija ((s) turi be galo daug
netrivialiyju kompleksiniy nuliy, gulin¢iy kritinéje juostoje {s € C : 0 < ¢ < 1}.
Garsioji Rymano hipotezé tvirtina, kad visi Sie nuliai yra kritinéje tieséje o = 3
Be kity jdomiy savybiy funkcija ((s) turi labai jdomia universalumo savybe, kuria
1975 m. atrado S. M. Voroninas (Voronin). Jis jrodé [I1], kad jei 0 < r < i, 0
funkcija f(s) yra tolydi ir nevirsta nuliu skritulyje | s |< r, bei analiziné to skritulio
viduje, tai Ve > 0 atitinka toks realusis skai¢ius 7 = 7(¢), kad
sup |((s + 3 +i1) — f(s)| <e.
Jsl<r 4

Voronino teorema yra jdomus rezultatas. Ji buvo pastebéta analizinés skaiciy
teorijos specialisty, kurie Sig teorema patikslino ir sustiprino. Galutinio Voronino
teoremos varianto formulavimui paprastai yra naudojami tokie zymenys. Tegul D =

1

{s € C: 5 <o <1}, K yra juostos D kompaktiniy aibiy, turinciy jungiuosius
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papildinius, klase, o Hy(K), K € K, yra funkcijuy, tolydziy ir neturin¢iy nuliy aibéje
K, ir analiziniy aibés K viduje, klasé. Be to, measA tegul zymi macios aibés A C R
Lebego mata. Naudojant Siuos Zymenis yra teisinga tokia Voronino teoremos versija

[, 5]

1.1 teorema. Trakime, kad K € K ir f(s) € Ho(K). Tuomet su kiekvienu ¢ > 0

yra teisinga nelyqgybé

lim inf ;meas{T € [0, 7] :sup|¢(s+iT) — f(s)| < 5} > 0. (1.1)

T—o0 seK

IS teoremos nelygybes isplaukia, kad postumiy (s+i7), aproksimuojanc¢iy duota
analizing funkcija, yra be galo daug, kadangi juy aibé turi teigiama apatinj tankj.
teorema yra tolydaus tipo, nes 7 postumiuose ((s + i7) gali igyti bet kurias
realias reikSmes. Kai 7 jgyja reiksmes is kurios nors diskrecios aibés, tai|l.1|teoremos
analogai yra vadinami diskreciomis universalumo teoremomis. Pirmaja diskretaus
tipo universalumo teoremg jrodé [9] A. Reichas (Reich), naudodamas aritmetine
progresija {kh : k =0,1,...}, kai h > 0 yra fiksuotas skai¢ius. Tegul #A zymi aibés

A elementy skaic¢iy. Tuomet Reicho teorema yra toks tvirtinimas.

1.2 teorema. Tarkime, kad K € K ir f(s) € Ho(K). Tuomet su¥Yh >0 ire >0

yra teisinga nelygybé

#{Oék<N:sup|§(s+ikh)—f(s)|<5}>0. (1.2)

lim inf
N—oo seK

N +1

Siek tiek véliau [1.2] teorema kitokiu metodu jrodé B.Bag¢is (Bagchi)[1]. Aritme-
tiné progresija {kh} yra labai paprasta diskrecioji aibé. Kyla klausimas, ar negalima
ja pakeisti sudétingesne diskrecigja aibe. Magistro darbo tikslas yra jrodyti teo-
remos analoga, naudojant postumius ((s + i¢(k)) kuriai nors pakankamai placiai
funkeijy (t) klasei. IS vienos puses aisku, kad funkcija ¢(t) turi buti tam tikra
prasme reguliari. IS kitos pusés, ji turi tenkinti kai kuriuos jvercius, nes universa-
lumo teoremy jrodymas dzeta funkcijoms glaudziai siejasi su Siy funkcijy kvadraty

vidurkiais, funkcijos ((s) atveju su
T 1
/ Clo +in)Pat, o> . (1.3)
0

Apibréziame klase funkciju U (nes kalbama apie universaluma), kurios funkcijos

©(t) tenkina salygas :
1
1. o(t) yra reali teigiama neapréztai didéjanti funkcija intervale {2, oo};

4



1
2. () turi iSvestine ¢'(t) intervale {2, oo}, tenkinancia jvertj

p(2t)(max (¢'(u) ™ + max ¢'(u)) < t;

t<u<2t t<us2e

3. Seka {ap(k) : k € N} su kiekvienu realiuoju a # 0 yra tolygiai pasiskirsciusi

moduliu 1.

Primename, kad seka {zj : k € N} C R yra vadinama tolygiai pasiskirs¢iusi moduliu

1, jeigu su kiekvienu intervalu [a,b) C [0, 1)

1 n
lim — a =b—a,
A, 2 2 Xiew) ({2i) a

¢ia {u} Zymi realaus skaiciaus u trupmenine dalj, o x4 yra aibés [a, b) indikatorius,

t.y.,

1,jei t € [a,b),
Xan)(t) = 9§ 7 (1.4)
0,jei t & [a,b).

Dabar formuluojame pagrindinj magistro darbo rezultata.

1.3 teorema. Tarkime, kad p € U. Teqgul K € K ir f(s) € Ho(K). Tuomet su
Ve > 0 yra teisinga nelygybé

liminf;[#{l <k <N :sup|C(s+ipk)) — f(s)] < 5} > 0. (1.5)

N—oo seK



2 Pagalbiniai tikimybiniai rezultatai

Ivade suformuotos universalumo teoremos jrodymas remiasi ribinémis teoremomis
apie silpnajj tikimybiniy maty konvergavimg. Todél mes priminsime bei gausime
kai kuriuos tikimybinio pobudzio rezultatus.

Tegul B(X) yra erdvés X Borelio aibiy klasé, t.y., maziausias ¢ kunas, kuriam
priklauso erdves X atviryjy aibiy sistema. Tarkime, kad P ir P,, n € N, yra
tikimybiniai matai erdvéje (X, B(X)). Yra sakoma, kad P,, kai n — oo, silpnai
konverguoja | matg P, jei su kiekviena realia aprézta tolydzia funkcija g erdvéje X

yra teisinga lygybeé

I /dPn:/ P,
oo i J o

Sis silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo apibrézimas turi keleta ekvivalenty jvai-
riy tipy aibiy terminais. Mums bus reikalingas toks ekvivalentas atviryjy aibiy

terminais, kurj formuluojame atskira lema.

2.1 lema. P,, kai n — o0, silpnai konverguoja § matg P, tada ir tik tada, kai su

kiekviena erdvés X atvirgja aitbe G galioja nelygybé
liggglf P.(G) = P(G).

Lema yra dalies 2.1 teoremos i§ [2] atskiras atvejis.

Ribiniy teoremy formulavimui ir jrodymui yra reikalinga viena topologiné struk-
tura. Tegul v yra vienetinis apskritimas kompleksinéje plokstumoje, t.y., v = {s €
C : |s| = 1}. Apibrézkime aibe

Q:Hf)/pa

peP

¢ia 7y, = 7 su visais pirminiais p, o P Zymi visy pirminiy skaiciy aib¢. Pagal Dekarto
sandaugos apibrézimag aibe {2 sudaro visos funcijos w : P — 7. Aibéje ) galima

apibrézti pataskinés daugybos operacija: jei
wi = (Wi(p) :p €P),wa = (wa(p) : p € P), tai

wiws = (w1 (p)wa(p) : p € P).
Su sia operacija aibé €2, kuri daznai vadinama toru, tampa grupe. Be to, aibéje 2
pagal Tichonovo teorema [8] galima apibrézti sandaugos topologija. Taigi, grupé
2 tampa topologine Abelio grupe. Pagal klasikine Tichonovo teoremg si grupeé

yra kompaktiné aibé. Yra zinoma [5], kad kompaktinéje grupéje galima apibrézti
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tikimybinj Haro mata. Taigi, musy atveju erdvéje (€2, B(£2)) egzistuoja tikimybinis
Haro matas my. Jis issiskiria is kity tikimybiniy maty invariantiskumo savybe, kuri

reiskia, kad su kiekviena aibe A € B(Q) ir kiekvienu w € €2 yra teisingos lygybeés
my(A) = my(wA) = my(Aw).

Dabar jrodysime ribine teorema tikimybiniams matams erdvéje (€2, B(£2)). Aibéms
A € B(Q) apibéziame

1 —
Qn(A) = TH#H{I <K< N (p #k) . p e P) € A}
Kadangi [p~#®)| = 1, tai (p~%®) : p € P) yra toro € elementas.

2.2 lema. Tarkime, kad seka {ap(k) : k € N} su kiekvienu realivoju a # 0 yra
tolygiai pasiskirsciusi moduliu 1. Tuomet Qn, kai N — oo, silpnai konverguoja j

Haro matg my.

2.2 lemos jrodymui mums bus reikalingas Veilio kriterijus apie tolygiai pasiskirs-

¢iusias moduliu 1 realiyjy skaiciy sekas {zj : k € N}.

2.3 lema. Seka {¢(k) : k € N} yra tolygiai pasiskirsciusi moduliu 1 tada ir tik tada,
kai su kiekvienu m € Z\{0} yra teisinga lygybé

1 )
dim, 5, 2 e =0,

Lemos jrodyma galima rasti, pavyzdziui, [4] monografijoje.
2.2 lemos jrodymas. Jrodymui naudosime Furjé transformacijy metoda, kurio esmeé
yra tokia: jei mato () Furjé tranformacija konverguoja j mato my Furjé transfor-
macija, tai i to isplaukia mato QQn, kai N — o0, silpnasis korvergavimas j mata
my.

Yra zinoma [3], kad mato Qn Furjé transformacija gn(k),k = (k, € Z : p € P),
turi pavidalg

on(k) = [ (T ) ),

peP
c¢ia Zenklas / reiskia, jog tik baigtinis sveikyjy skai¢iy &, skaiCius yra nelygus 0. I
¢ia ir mato @y apibrézimo randame, kad

gn(k) = ]172 H’p—“ﬂp@(k) = kaz exp{—ip(k) Z, k,log p}. (2.1)

k=1 peP pEP



Aisku, kad jei visi k, = 0, tai eksponenté (2.1)) formuléje lygi 1. Todél

gn(0) = ;]Z 1=1. (2.2)
k=1

Yra gerai zinoma, kad aibé {logp : p € P} yra tiesiskai nepriklausoma virs raciona-
liyjy skaiciy kuno Q, tai yra
Sk logp # 0,

peP

kai k # 0. Dabar panaudojame lemos salyga, kad seka {ap(k)},a # 0, yra tolygiai
pasiskirsc¢iusi moduliu 1. Todél seka

{ - Spéfz/kplogp}

peP
yra tolygiai pasiskirs¢iusi moduliu 1, kai k£ # 0. IS dia, lemos ir (2.1)) lygybeés
isplaukia, kad
Jim_ gy (k) =0,
kai k # 0. Pastaroji lygybé kartu su (2.2)) lygybe duoda

lim gy (k) = 4 E=0 (2.3)
im gy(k) = )
N=reo 0,kai k # 0.

Kadangi Sios lygybes desinioji pusé yra Haro mato my Furjé transformacija [3], tai
is ¢ia ir iSplaukia lemos tvirtinimas.

Peréjimui nuo tikimybiniy maty silpnojo konvergavimo erdvéje (€2, B(2)) prie
tikimybiniy maty silpnojo konvergavimo analiziniy funkcijy erdvéje yra reikalingi kai
kurie rezultatai apie atvaizdzius silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo teorijoje.
Tegul X; ir Xy yra dvi metrinés erdvés, o h : X; — Xy yra (B(X;), B(Xy)) mati
funkcija, t.y. su kiekviena aibe A € B(Xjy)

h™'A € B(X,).

Tuomet bet kuris tikimybinis matas P erdvéje (X, B(X;)) indukuoja (apibrézia)
vienintelj tikimybinj mata Ph~! erdvéje (Xo, B(Xy)) lygybés

PR (A) = P(h'A), A B(Xy),

pagalba. Gerai zinoma [2], kad kiekviena tolydi funkcija h yra (B(X;), B(Xz)) mati.

Be to, galioja toks tvirtinimas.



2.4 lema. Tarkime, kad funkcija h yra tolydi ir P,, kain — oo, silpnai konverguoja j
matq P erdvéje (X1, B(Xy)). Tuomet P,h™!, kain — oo, silpnai konverguoja § matq
Ph~t erdvéje (Xq, B(X3)).

Lemos jrodymg galima rasti [2] knygoje. Primename, kad D ={s € C: 1 <o <
1}. Simboliu H(D) zZymeésime funkcijy, analiziniy juostoje D, erdve, kurioje yra api-
bréziama tolygaus konvergavimo kompaktinése aibése topologija. Sioje topologijoje
gn(s) € H(D), kai n — oo, konverguoja j g(s) € H(D), jei su kiekviena kompaktine
juostos D aibe K yra teisinga lygybé

A sup [gn(s) — g(s)] = 0.
Erdve H(D) galima metrizuoti. Yra Zinoma [5], kad egzistuoja tokia kompaktiniy
aibiy seka {K; : 1l € N} C D, kad
D = G K,
1=1
K, C Kj41,Vl € Nir, jei K C D yra kompaktiné aibé, tai K C K; su kuriuo nors
[ € N. Apibréziame

X1 SUDyeg, |91(8) — 92(5)|
pgr,g2) => 27 :
; 1+ sup,eg, |91(8) — g2(5)|

91,92 € H(D), tuomet p yra metrika erdvéje H(D), indukuojanti jos tolygaus kon-
vergavimo kompaktinése aibése topologija.

Remdamiesi [2.2] lema, jrodysime ribine teorema tikimybiniams matams erdvéje
(H(D),B(H(D)), kurie yra apibrézti, naudojant absoliuc¢iai konverguojancia Diri-
chlé eilute, susijusig su Rymano dzeta funkcija.

Tegul & > ; yra fiksuotas skaicius, o

v (m) = exp{ — (m)ﬁ}’ m,n € N.

n

Apibréziame funkcijas

Cn(s) = i vn(m)

m=1 m?
ir
Glsw) = Y A g

m=1

Cia funkcija w(p),p € P yra pratesiama j visa aibe N, naudojant formule



Tuomet yra zinoma [5], kad Dirichlé eilutés, apibréziancios funkcijas ¢, (s) ir ¢, (s, w),

1
konverguoja absoliu¢iai pusplokstuméje o > 3" Aibéms A € B(H(D)) apibréziame

Pra(A) = 2#{1 SE<N: Gols+ig(k) € A},

Irodysime, kad Py, kai N — oo, silpnai konverguoja j tam tikra tikimybinj mata
erdvéje (H(D),B(H(D))). Apibréziame funkcija h,, : Q@ — H(D) formule

hn(w) = Gi(s,w), w e,
Tegul V,, = mgh, !, ¢ia my yra Haro matas erdvéje (Q, B()).
2.5 lema. Py, kai N — oo, silpnai konverguoja § matg V,.

Irodymas. Tegul Qn yra matas is lemos. Tuomet i$ maty Qy ir Py, bei
funkcijos h,, apibrézimy turime, kad su kiekvienu A € B(H (D))

1 .
Prn(A) = G#{1 <k <N (p7*®) . p e P) € h A},
nes pagal h,, apibrézima
ha(p™™) 1 p € P) = Gu(s + (k).

Taigi, turime, kad Py, (A) = Qn(h, ' A) su kiekviena A € B(H(D)). Naudojant

lemos Zymenis, gauname, kad
Py, = Qnh;". (2.4)

Kadangi eiluté, apibrézianti funkcija (,(s,w), konverguoja absoliuciai pusplokstu-

1
méje o > Y tai zinoma [5], kad funkcija h, yra tolydi. Todeél i$ (2.4) ir ir
lemy gauname, kad Py, kai N — oo, silpnai konverguoja i mata myh,'. Lema

irodyta.
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3 Vidurkiniai jverciai

Universalumo teoremy dzeta funkcijoms jrodymas remiasi siy funkcijy antrojo mo-
mento jverciais, todél siame skyrelyje pateiksime tokius jverc¢ius, susijusius su musy
nagrinéjama funkcijy klase U. Pradésime antrojo momento Rymano dzeta funkci-
jai jver¢iu. Sakome, kad f(x) <, g(z), g(z) > 0, z € X, jeigu egzistuoja tokia
konstanta C' = C'(a) > 0, kad su visais z € X yra teisinga nelygybeé

|f(2)] < Cy(a).

Taigi, f(z) <4 g(z) yra jvercio f(z) = O,(g(x)) sinonimas ir yra patogus, kai yra

vertinami sudétingi reiskiniai.
1
3.1 lema. Tarkime, kad ¢ € U, 3 <o <1lirteR. Tuomet yra teisingas jvertis
T 2
| Ko +ir +ig@)Pdt <, T+ 7))

Irodymas. Su visais V' > 1, remdamiesi klases U funkcijy savybe gauname, kad

2V 2V 1
| 6o+ ir+ip@)Pdt = [ —si(o + i + i) Pdp()
v vo@'(t)
1 2V p || 4+(t) . ' 2d
L4 Vrgntzgvm/v (/1 |C(o +iT + iu)| u)
1 2V

Irl+(t) o,
/ IC(o + it + i) Pdu
1 14

o B8 ¢'(t)

Pasinaudoje gerai zinomu klasikiniu jverciu [10]
g 2
| Ko +inPa <, T.

: . o 1 o
kuris yra teisingas su kiekvienu fiksuotu o, 3 < o < 1, i$ ¢ia randame, kad

V<2V

[ letor +im + igp(e) Pt <, V o+ I7] mas (#/(6)

il

p(2V)

7|
©(2V)

Dabar laikome, kad V = 27%~!T ir ankstesne lygybe sumuojame pagal visus k =

<<O'V+

/ -1
p(2V) max (())

< V+V

<<O' V + V|T|

0,1,.... IS integralo adityvumo, kairéje puséje gauname lemos jvercio kairigja puse,

o desinéje puséje lieka T'(1 + |7]), nes eiluteé

> 1
g;:) k+1
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konverguoja kaip geometriné progresija. lemos jvertis yra pakankamas, taciau
mums reikalingas Sio jvercio diskretusis variantas. Peré¢jimui nuo tolydziojo antrojo

momento jvercio prie diskretaus yra naudojamas toks tvirtinimas.

3.2 lema. Tarkime, kad Ty ir T > 6 > 0 yra realieji skaiciai, o A yra baigtiné aibé

0 )
s intervalo Ty + > To+ T — 3| Tequl

Ng(l‘) = Z 1,

teA |t—x|<6
o f(x) yra kompleksines reiksmes igyjanti tolydi funkcija intervale [Ty, T + Ty| ir tu-
rinti tolydzig isvestine atvirame intervale (Ty, T +Ty). Tuomet yra teisinga nelygybé

S NP [ @k ([

teA 0

To+T

|f(x)|2da:/T0 (@) Pda)*.

Lemos tvirtinimas yra vadinamas Galacherio lema. Jos jrodymas yra [7] mono-
grafijoje. Dabar formuluojame lema apie Rymano dzeta funkcijos antro diskretaus

momento jvertj.
1
3.3 lema. Tarkime, kad p € U, 3 <o <1lirteR. Tuomet yra teisingas jvertis
N
D (o + it +ip(k)) P <o N(1+|t]).
k=1
1
Irodymas. lemoje imame aib¢ A = {k: 1 < k< N} od=1,T) = 3 ir
T = N. Be to, musy atveju
f(1) = (lo+ it +ip(T)).
Pritaike [3.2] lema, gauname jvertj
N N+3
S ICo it +ip)E < [ (o + it + () Pdr
k=1 3
N+3 L 2
+ ([T it +ip(r) P (3.)
3
N+% / 2|~ . . 2 %
x [ @) o +it + (7)) Pdr)
IS lemos iSplaukia jvertis
N+3
| o it ip(n) P <o N(L+ ). (3.2)

Integralo su Rymano dzeta funkcijos iSvestine jvertinimui pasinaudosime klasikine

Kosi integraline formule. Turime, kad

dz.

Clovitvipm) =g [ SR
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I$ cia, lemos ir Kosi nelygybés gauname, kad yra teisingas jvertis

Nty o ) |dz| N+3 L
/1 I (0 + it +ip(T))]7dr < ol [z — o] /1 IC(z + it + ip(T))|dT
2 F0I=01 2

< (N /1N+2 (o) + it + ity + 7;(,0(’7'))’2d7')2 (3.3)

Ko NI+ [t+t]) < N(1+ [t]),

|
jei reikiamai parenkame §; > 0. Cia 5 < 01 < 1. Analogiskai lemos jrodymui,

remdamiesi jverciu

©(2t) max ¢'(t) < t,

t<u<2t

is (3.3) gauname, kad

/1N+2(90’(t))2|€’<0—f—it—}—z'go(t)” < N1+ [t).

»

Trase §j jvertj ir (3.2)) i (3.1), gauname lemos tvirtinima.
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4 Aproksimavimo lema

Siame skyrelyje jrodysime tvirtinima apie vidurkinj funkcijos ¢(s) aproksimavima

Cn(s). Jos formulavimui naudosime 2 skyrelyje apibrézta metrika p.

4.1 lema. Tarkime, kad p € U. Tuomet yra teisinga lygybé

lim lim sup N Z p( s+ip(k)), Gu(s + up(k:))) = 0.

Irodymas. Tegul

ln(s) = fF(f)ns, n €N,
o

o
¢ia & yra is funkcijos v, (m) apibrézimo, o I'(s) yra Oilerio gama funkcija. Tuomet

yra zinoma [5], kad

Gls) = gz [ Gl () (@.1)

211 Jo—ico z
Tarkime, kad K yra bet kuri kompaktiné juostoje D aibé, o € > 0 yra toks, kad su

visais z € K yra teisinga nelygybé

1
§+26<Rez<1—e.

Imame > 0. Tuomet i$ (4.1)) iSraiskos ir reziduumy teoremos gauname, kad

Cn(s) = ¢(s) =

1 /—ﬁ+ioo ( dz N l(1—s) (4.2)

271 J—p—ico z 1—5
nes integruojamoji funkcija turi polius taske z = 0 ir z = 1 — s. Patogumo délei

aibés K taskus Zymime s = 0 +iv. Be to, imame S =0 —¢— 3, 6 = %—FE. Tuomet

29
is turime nelygybe
C(s +ip(k)) = Cul(s + ip(k))]
< ;ﬂ /_O:o [Cn(s +ip(k)) — B +it)

| [l (=8 + it)|dt 1,(1 — s —ip(k))|
| — 5+ it 11— s —ip(k)|

Sioje nelygybéje t + v pakei¢iame i t. Tai duoda nelygybe

[C(s +ip(k)) = Cu(s + (k)]

1 | /1 . n(3 +€—s+it)] ln(1 = s —ip(k))]
<5/ ‘<<2 Fetiltt 90(’“))) P 1= s —ig(h)|
IS ¢ia randame
N
Z upl( s +ip(k)) — Ca(s +ip(k))| < I+ Z, (4.3)
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¢ia

T= e [ (3 ]e v e it o))

(3 +e—s+it
¢ oup In(E e = s+ i)

1 2in
sek |5 +e— s+t

ir

1 X 1,(1 — s —ip(k))|
J = — su - )
Nkz::lse;]? 11— s —ip(k)|

Yra zinoma, kad gama funkcijai yra teisingas jvertis
(o +it) < exp{—dalt|}, a>0,

kuris yra tolygus bet kuriame intervale o1 < 0 < g9. Todeél

1, (3 +€—s+it)|
12 +e—s+it

a a
<5 2T exp {=5 1t —vl} <o~ exp {—2 [t —v[}.

Panasiai samprotaudami, gauname jvertj

|n(1 — s — ip(k))]
[1—s —ip(k)]

Pritaike Kosi nelygybe ir [3.3]lemg turime

1 a
L5 K n2 "% exp {—ggo(k:)}. (4.4)

N N

1 1 2\3 )
> 2+e+i(t—i—g0(k:))’ < (Z §+6+i(t—|—<p(k)) )2 K N(1+1t))2 < N(1+[t]).
k=1 k=1
Taigi,
I <aucn™ [ (1|t exp{— £}t <o 0" (4.5)

Dydj Z uzrasome pavidalu

7 =7+ 2,

¢ia sumoje Z; sumuojame pagal 1 < k < log N, o sumoje Z, pagal log N < k < N.
Tuomet i§ (4.4) ir klasés U apibrézimo gauname, kad

logN 1,

AREN nz -, (4.6)
nz—2e a nz—2e a
Zy L4 K N 10gNX<:ngexp{ — 6g0(k:)} <6 K I exp{ — ggp(log N)}
1
X Y 1<sk nQJ\;QeNeXp{ — %gp(log N)} L5 K na=2e exp{ — %gp(log N)}

k<N

Kadangi ¢(k) — 0o, tai exp{—%¢(log N)} — N0 0. I8 Cia ir (4.6) gauname, kad

log N
R R exp {—Zg@(log N)}

Z Lo p
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Tada i (4.3)) ir (4.5) randame, kad

lim sup- 3 sup |C(s + ip(K)) — Ca(s + ip(K)|

N—oo k=1 seK

lOg Nn%72e

a
<Lgxn "+ + 3% eXP{ - g@(lOg N)}

Siame jvertyje paéme N — 0o, o paskui n — 0o, gauname, kad
1 N
lim lim sup — su s+1po(k)) — C(s+ip(k))| = 0.
Jim i 5 3 sup (s -+ (k) = Guls + ()

I$ ¢ia ir metrikos p apibrézimo gauname teoremos tvirtinima.

16



5 Ribiné teorema
Aibéms A € B(H (D)) apibréziame
1
Py(A) = N#{1 <k <N : (s +ip(k)) € A}.

Siame skyrelyje nagrinésime Py, kai N — oo, silpnaji konvergavima. Ribinio mato
apibrézimui apibréziame H (D) reiksmj atsitiktinj elementa
o) =TI (1- 27
. p
¢ia sandauga imama pagal visus pirminius skai¢ius. Yra jrodoma [5], kad pasta-
roji begaliné sandauga su beveik visais w mato mpy atzvilgiu konverguoja tolygiai
kompaktinése juostos D aibése. Tegul Pr yra atsitiktinio elemento ((s,w) pasiskirs-

tymas, tai yra,
Pr(A) =mp{w e Q:((s,w) € A}, Ae B(H(D)).

Tegul P yra tikimybinis matas (X, B(X)), o X yra separabili erdvé (joje egzistuoja
skaiti ir visur tirsta aibé). Mato P atrama yra vadinima tokia uzdara minimali aibé
S, C X, kad P(S,) = 1. Aibe S, sudaro tokia erdvés X elementai x, su kuriy
kiekviena atvirgja aplinka G yra teisinga nelygybeé

P(G) > 0.

Priminsime dvi sgvokas is silpnojo tikimybinio mato konvergavimo teorijos. Sakome,
kad tikimybiny maty seima {P} erdvéje (X, B(X)) yra suspausta, jei kickviena € > 0
atitinka tokia kompaktiné aibé K C X, kad su visais P € {P} yra teisinga nelygybé

P(K)>1—-e

Seima {P} yra vadinama reliatyviai kompaktiné, jeigu i$ kiekvienos tos eimos sekos
galime isskirti silpnai konverguojantj poseki.
Suspaustumo ir reliatyvaus kompaktiskumo savokas surisa Prochorovo teorema

[2], kurig formuluojame atskira lema.
5.1 lema. Jeigu maty seima yra suspausta tai ji yra ir reliatyviai kompaktiné.

Mums dar yra reikalinga viena lema apie atsitiktiniy elementy konvergavima

pagal pasiskirstyma.
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5.2 lema. Tarkime, kad (X,d) yra separabili metriné erdvé, Xy, ir Y,, n € N,
k € N, yra X retksmiai atsitiktiniai elementai apibrézti toje pacioje tikimybinéje
erdvéje su matu ph, Xgy % X ir X, % X. Jeigu su kiekvienu € > 0

n—,oo —00

lim lim sup u{d(X;m,Yn) > 6} =0,

k—0oo n—oo

tai tuomet Y, P . Xx.

n—oo
Lemos jrodymas yra [2] monografijoje, 4.2 teorema.
Tegul
S = {g € HD):g(s) #0 arba g(s)= O}.

5.3 teorema. Tarkime, kad ¢ € U. Tuomet Py, kai N — oo, silpnai konverguoja

1 matg Pr. Be to, mato P; atrama yra aibé S.

Irodymas. Naudosime atsitiktiniy elementy konvergavima pagal pasiskirstyma
(2>) Primename, kad atsitiktiniai elementai konverguoja pagal pasiskirstyma, jeigu
ju pasiskirstymai silpnai konverguoja.

Tegul 0y yra atsitiktinis dydis, apibréztas kurioje nors tikimybinéje erdvéje su

matu g ir turintis pasiskirstyma
p{ln = p(k)} = N’ k=1,..,N.
Apibréziame H (D) reiksmj atsitiktinj elementa
XN,n = XNm(S) = Cn(S + ZQN)
Tuomet lemos tvirtinimg galime uzrasyti pavidalu
Xym —2— X (5.1)
™ Nooo w

¢ia X,, = X, (s) yra H(D) reiksmis atsitiktinis elementas, kurio pasiskirstymas yra
matas V,, (ribinis matas [2.5 lemoje).

Kadangi Dirichlé eiluté, apibrézianti funkcija (,(s), konverguoja absoliuciai pu-
splokstumeéje o > %, tai néra sudétinga jrodyti (detales galima rasti [5] mono-
grafijoje), kad maty Seima {V,, : n € N} yra suspausta. Tuomet is lemos
turime, kad Si Seima yra reliatyviai kompaktiné. Todél egzistuoja toks posekis
{Vo,} € {V, : n € N}, kai r — oo, silpnai konverguojantis i kurj nors tikimybi-
nj mata P erdvéje (H(D),B(H(D))). Kitaip tariant, turime sarysj
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Apbiréziame dar viena H (D) reiksSmj atsitiktinj elementa
XN = XN(S) = C(S + ZQN)
Elementams Xy ir Xy, tikriname [5.2]lemos salyga. Remdamiesi[4.1|lema, gauname

lim lim supu{p(XN,XN’n) > e}

n—oo N—00

= lim limsup ]1[#{ <k<N: p(g(s +ip(k)), (s + zgo(k))) > 6}

X Nooo

< Tim lim sup M Z p( s+ io(k)), Cals + w(k))) 0.

TZOONOO

Si lygybé kartu su sarysiais (5.1)),(5.2) rodo, jog yra ispildytos lemos salygos.
Taigi, gauname, kad

Xy -2 P. (5.3)

N—o0
Sis sarysis yra ekvivalentus Py, kai N — oo, silpnam konvergavimui j matg P.
Be to, (b.3]) sarysis rodo, kad matas P nepriklauso nuo posekio {V,, } parinkimo.

Kadangi, seka {V,,} yra raliatyviai kompaktiné, tai gauname, kad

Vi, 2. p

n—oo

Taigi, gavome, kad matas Py, kai N — oo, silpnai konverguoja j mato V,, ribinj
mata P, kai n — oo. Taciau yra zinoma [3], kad mato V,, ribinis matas sutampa su

matu P ir Sio mato atrama yra aibé S. Teorema yra jrodyta.
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6 Universalumo teoremos jrodymas

Siame skyrelyje jrodysime pagrindine magistro darbo teorema, kuri buvo suformu-

luota jvade. Patogumui dar kartg pateikiame jos formulavima.

6.1 teorema. Tarkime, kad ¢ € U. Tequl K € K ir f(s) € Ho(K). Tuomet su
Ve > 0 yra teisinga nelygybé

thri)ioréf]if#{l <k <N :sup |C(s +ip(k)) — f(5)] < g} - 0.

seK
Teoremos jrodymas remiasi[5.3|teorema. Be to, yra naudojama Mergeliano teore-
ma apie analiziniy funkcijy aproksimavimg daugianariais. Ja formuluojame atskira

lema.

6.2 lema. Tarkime, kad K C C yra kompaktiné aibé, turinti jungyji papilding, o
funkcija g(s) yra tolydi aibéje K ir analiziné aibés K viduryje. Tuomet kiekvieng

€ > 0 atitinka toks daugianaris p(s), su kuriuo teisinga nelygybé

supg(s) — p(s)| < e.
seK

Lemos jrodymas yra [6] straipsnyje.
6.1 teoremos jrodymas. IS lemos turime, kad egzistuoja toks daugianaris p(s)

su kuriuo yra teisinga nelygybé

sup | f(s) — e’¥| < g (6.1)

seK
Apibréziame aibe
Ge= {g € H(D) : sup|g(s) — e < 6}.
seK 2
Aibé G, yra atvira erdvéje H (D), o funkcija eP®) € S. Taigi, turime, kad aibé G,
yra mato P atramos elemento eP) atviroji aplinka. Todél pagal atramos savybes

yra teisinga nelygybé
P{<Ge) > 0.

Kadangi pagal [5.3|teorema Py, N — oo, silpnai konverguoja j mata P, tai i§ ¢ia ir
lemos gauname, kad
o S .
h]vrglo%f Pn(Ge) = Pe(Ge) >0
IS ¢ia ir Py bei G, apibrézimy isplaukia nelygybeé
| : s €
h]vrglo%f N#{l <k N: jg}g 1C(s 4+ ip(k)) — @] < 2} > 0. (6.2)
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Lieka pereiti nuo funkcijos e?®) prie f(s). Tarkime, kad k € N tenkina nelygybe

sup |C(s + (k) — "] < £,
seK 2

Siems k, remdamiesi (6.1)) nelygybe, randame

sup [ (s +ip(k)) — f(s)| < sup |C(s+ip(k)) — | +sup | f(s) — D] < = 4+ = = €.
SeK seK seK 2 2

Si nelygybeé rodo, kad

{1 <k <N :sup |C(stip(k))—e?®)] < 6} c {1 <k <N :sup |C(s+ip(k))—f(s)] < e}.

seK 2 seK
I$ ¢ia ir (6.2)) nelygybés gauname, kad
1
hNHLio%f N#{l <k<N: E}C_III? IC(s +ip(k)) — f(s)] < 8} > 0.

Teorema jrodyta.
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A gereralization of the universality theorem for the Riemann

zeta-function
Greta Mazuraité
Summary

The Riemann zeta-function ((s), s = s + it,is defirience, for o > 1, by the Dirichlet

series
> 1
C(S) = Z ﬁa
m=1

is analytically continued to the whole complex place, except for a simple pole at the point
s = 1 with residue 1.

In 1975, S. M. Voronin discovered the universality property of the function ((s). Let
D={seC: % < 0 < 1}. Denote by K the class of compact subset of the stripe D with
connected supplements, and by Hy(K), K € K, the class of continuous non-vanishing
functions on K that are analytic in the interior of K. Then the modern version of the
Voronin theorem asserts if K € K, f(s) € Hy(K), then, for every e > 0

lim inf %meas{T €10,T] : sup |((s +iT) — f(s)| < E} > 0.

T—o0 seK

In 1980, A. Reich proposed a discrete version of the Voronin theorem. He proved that
if K € K and f(s) € Ho(K), then, for every € > 0 and h > 0,

+1#{1 <k < N:§161I8|C(S+ikh)ff(s)| <€} > 0.

lim inf
N—00
In the master work, we give a generalization of the discrete universality theorem.
Suppose that a real positive function ¢(¢) is increasing in the interval [%,oo), the
derivative ¢'(t) satisfies the estimate

1 /
p(20) (v, s+ max () <t

and the sequence {ap(k) : k € N}, a # 0, is uniformly distributed modulo 1. Denote the
class of the above functions by U.

The main result of the master work is the following theorem.

Theorem. Suppose that ¢ € U. Let K € K and f(s) € Ho(K). Then, for the every
€ >0,

1
im inf — <k : ) — .
1}@£fN#{1\k\N sup [C(s + iip () fe)l<ef>0
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