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Ivadas

1.1 Ivadas

Zinoma, kad viena i$ labiausiai paplitusiy Zzmoniy mirtingumo priezas¢iy pasaulyje
- tai Sirdies ir kraujagysliy ligos. Didziaja ju dalj sudaro ateroskleroze, dél kurios
pazeidziamos stambios ir vidutiniosios arterijos: aorta ir stambiosios aortos sakos,
sirdies vainikinés, smegenuy, koju, pasaito bei inksty arterijos [24]. Be to, dazniausiai
sutrinka iskart kelios iS jy, todél patologinio proceso jtaka ir vystymasi butina tirti
kraujagysliy tinkle.

Kitas susirgimas, Sirdies ir kraujagysliy ligy komplikacija, yra plauciy arterijos
tromboembolija. Pagrindiné jos priezastis - flotuojantys trombai, kurie susidaro ga-
lunése ir juda su kraujo srautu. Jiems sustabdytij apatine tusciaja vena implantuoja
filtrus.

Aneurizmas ir arteriovenines malformacijas Salina irgi chirurginiais budais. Pra-
déjus taikyti cerebrine angiografija, arteriovenines malformacijas pasidaré jmanoma
jivertinti iki operacijos. Dél siuolaikiniy neurovizualizacijos galimybiy jos vis dazniau
nustatomos iki plySimo ir intrakranijinés kraujosruvos bei kity sunkiy komplikacijy.
Arterioveniniy malformacijy gydymo galimybes labai praplété sparti mikrochirurgi-
neés technikos, endovaskuliniy gydymo metody, spindulinés terapijos pazanga [3].

Svarbi Siuolaikinés medicinos uzduotis - Sirdies ir kraujagysliy ligy gydymas ir
profilaktika. Juy tyrimuose vis svarbesnj vaidmenj atlieka matematinis modeliavimas
taikant skaitinius metodus. Tai leidzia prognozuoti chirurgines operacijas, optimi-
zuoti implanty forma, tirti jy jtaka hemodinamikai.

Vienas pirmuyjuy Sirdies ir kraujagysliy sandarg aprasé Viljamas HarvéjusE] [9].

'William Harvey (1578-1657) — angly medikas ir fiziologas.



Jis paaiskino kvépavimg ir pulsa, placiai aprase Sirdies veikla, kraujagysliy fiziologi-
ja. Harvéjus nustaté kraujo kelig bei dviejy kraujotakos raty uzdaruma. Tolimesnis
Sios srities vystymasis susijes su ne tik su empiriniais gydytojy ir anatomy stebé-
jimais, bet ir su besivystanciais tiksliaisiais mokslais, kurie teiké informacija apie
dujy, skysc¢iy, audiniy savybes. Be to, viduramziais dauguma mokslininky buvo
ne tik vienos srities specialistais, daugelis gydytojy buvo fizikais. Todél tam tikri
fiziologiniai reiskiniai buvo aprasomi kaip mechaniniai ir matematiniai. Pavyzdziui,
fundamentalios hidrodinamikos, t.y. Oilerio ir Bernulio lygtys, aprasancios idea-
laus skyscio tekéjima, pirmakart buvo skirtos aprasyti kraujo tekéjimui kraujagysliy
tinkle.

Mokslui besivystant siauréjo mokslininky specializacija: medicina pradéjo uzsi-
imti tik gydytojai, o detaliais gamtos reiskiniy tyrimais - fizikai ir inzinieriai. Vienas
is pastaryjy buvo prancuzy inzinierius K. Navjé E] , kuris 1821 metais uzrasé diferen-
cialines lygtis, aprasancias klampaus nespudaus skyscio tekéjima, remdamasis tam
tikru molekuliniu désniu. Gan greitai paaiskéjo, kad kai kuriomis medziagomis pos-
tuluotas K. Navjé molekuliy sgveikos désnis netinka. Po 20 mety (1845m.) jaunas
angly mokslininkas G. Stoksas E] gavo analogiskas lygtis, remdamasis kontinuumo
mechanikos principais. Todél §i lygéiy sistema vadinama Navjé ir Stokso vardu [19].

Savo ruoztu medikai ir biologai tirdami kraujotaks padaré nemazai atradimy.
XIX amziaus vokie¢iy patologas R. Firchou aprasé leukocity diapedeze is kraujo
i audinius. Jis paaiskino ateroskleroziniy ploksteliy prigimtj ir parodé, kad atero-
sklerozé - tai aktyvus audiniy reakcijos procesas, o ne savaiminé riebaly enkrustacija
[15]. 1793 metais brity chirurgas Dz. Hanteris pasiulé hipoteze, kad veny trombozé -
tai kresuliy okliuzija, ir remdamasis tuo atliko nemazai operacijy liguodamas venas,
tokiu budu isvengiant plauciy tromboembolijos. Nors tuo metu apatinés tusciosios
venos ligavimas atrodé nevienareikSmis, Sis metodas tapo placiai naudojamas XIX
amziaus pabaigoje [8]. Intrakranijiniy aneurizmy operacinio gydymo istorija ne to-
kia sena. Pirma Zinoma aneurizmos pasalinimo operacija buvo atlikta 1933 metais
skoty neurochirurgo N. Doto. Plysusi arterija buvo suvyniota [6]. Pirmas obliteraty-
vus aneurizmos uzspaudimas buvo atliktas V. Dendzio 1938 metais [5]. Operatyvus
gydymas pradétas taikyti plac¢iau po specializuoto chirurginio mikroskopo 1960-ais

metais [I3] ir nimodipino, kalcio jony blokatoriaus, atradimo.

2Claude-Louis Navier (1785-1836) — French engineer and physicist who specialized in mechanics.
3George Gabriel Stokes (1819-1903) — angly Anglo-Irish physicist and mathematician.



Tokiu budu lygiagreciai vystési inzinierinés, medicininés ir biocheminés techno-
logijos bei gauséjo atradimy. Taciau pastaraisiais desimtmeciais fiziky, matematiky
ir gydytojy saveika jgavo visiskai kitokias formas. ISvardinty moksly sankirtoje atsi-
rado nauja tyrimy sritis: fizikiniy procesy, musy atvejy, kraujotakos, modeliavimas.

Siame darbe bus aptartas vienas pagrindiniy kraujotakos modeliavimo budy,
vadinamas skyscio tekéjimo uzdaviniy skaitinio sprendimo metodais (angl. compu-
tational fluid dynamics, toliau - CFD). Kaip zinia, daliniy isvestiniy diferencialiniy
lygciy daznai nejmanoma iSspresti analiziniu budu, o naudojant baigtiniy elementy
metodus ir modeliuojant skyséiy ir dujy tekéjimo uzdavinius, lygtys sprendziamos
i anksto sudaryto tinklo, dengiancio dominantj kontura taskuose, ir tokiu budu
gaunamas apytikslis sprendinys.

Is medicininés pusés viena svarbiausiy Siuolaikinés angiochirurgijos ir flebologijos
uzduociy - tai kraujagysliy ligy gydymo budy tobulinimas. Deél etiniy sumetimy vie-
nintelis jmanomas budas naujoms technologijoms atrasti yra kraujo tekéjimo mode-
liavimas su jvairia programine jranga. Siame darbe bus trumpai aprasytos labiausiai
paplitusios kraujagysliy ligos (aterosklerozé, tromboembolija, galvos smegeny ane-
urizma ir arterioveninés malformacijos) bei ju gydymo budai. Esant visoms Sioms
patologijoms keiciasi kraujo tekéjimo gretis, todél sprendziant Navijé ir Stokso lygtis
skaitiniais metodais galima gauti svarbius medikams rezultatus. Veéliau, mokslinio

tyrimo skyriuje, gydymo budai bus sumodeliuoti, o gauti rezultatai aptarti.



1.2 Darbo tikslai ir uzdaviniai
Magistro baigiamajam darbui buvo keliami sie tikslai:
o Apjungti biomedicinines, angiochirurgines ir matematines zinias;

« Sumodeliuoti pagrindines kraujagysliy ligas COMSOL Multiphysics programi-

ne jranga;

o Sumodeliuoti kraujagysles po ambulatorinio gydymo arba chirurginés inter-

vencijos COMSOL Multiphysics programine jranga;
Siekiant siy tiksly, darbo metu buvo keliami Sie uzdaviniai:
« Gauti kraujo tekéjimo greiciy pasiskirstyma kraujagyslése dvimaciu atveju;

o Pagal kraujo tekéjimo greitj nustatyti, kuriai klasei priklauso susirgimas.



2 skyrius

Hemodinamikos patologiju

matematine interpretacija

Siame skyriuje bus trumpai aprasytos labiausiai paplitusios kraujagysliy ligos, ju

gydymo budai, ir pagrindiniai aspektai, kuriuos galima matematiskai sumodeliuoti.

2.1 Pagrindinés kraujagysliy ligos ir ju gydymo
budai

2.1.1 Aterosklerozé

Aterosklerozé - tai vienas i$ arteriju sukietéjimo (arteriosklerozés) atveju, ploksteliy
susidarymas kraujagysliy endotelio pavirsiuje dél padidéjusios zemo tankio lipopro-
teino (LDL) cholesterolio koncentracijos kraujo plazmoje. Laikui bégant ploksteles,
sudarytos is riebaly, chloesterolio, kalcio jony ir kity komponenty susiaurina arte-
rija, o tai riboja kraujo ir jame esancio deguonies patekima j gyvybiskai svarbius
organus. Aterosklerozé gali paveikti kraujagysles daugelyje organy: Sirdies, smege-
ny, galuniy, dubens, inksty arterijas. Dél to gali iSsivystyti skirtingos komplikacijos.
Toliau bus isvardintas keletas is juy.

[Seminé Sirdies liga atsiranda, kai Sirdies arterijos negali transportuoti pakanka-
mo kiekio kraujo j Sirdies raumens audinius, kuomet reikalingas didelis deguonies
kiekis esant stresui arba fiziniam kruviui. Vieng iseminés Sirdies ligos atvejy ko-

ronarine Sirdies ligg sukelia koronarinése arterijose susiformuojanti ateroskleroziné



plokstelé, kuri pilnai arba dalinai stabdo kraujo tekéjima j Sirdj. Hemisferinis karo-
tidinés arterijos sindromas atsiranda dél kaklo arterijose susiformavusiy ploksteliy,
todél kraujo tekéjimas | smegenis sumazéja arba uzsiblokuoja isvis. Periferiné arteri-
ju liga atsiranda, kai plokstelé susiformuoja pagrindinése arterijose, kurios aprupina
deguonimi prisotintu krauju galunes. Leétiné inksty ligos priezastis - plokstelé, susi-
dariusi inksty arterijose, sukeldama inksty disfunkcija, o dél to organizmas blogiau
salina nereikalingus skyscius.

Pagrindiniai operaciniai gydymo budai yra aortos ir Sirdies vainikiniy arterijy
jungciy sudarymas (Sirdies kraujagysliu operacija arba suntavimas) ir perkutaniné
transliuminaliné koronariné angioplastika (PTKA). Siy gydymo bidy tikslas yra
pasalinti ar sumazinti pacienty simptomus ar problemas, ir taip pat sumazinti rizika
susirgti miokardo infarktu. Miokardo infarktas atsiranda visiskai uzsikiSus Sirdies
vainikinei arterijai, o dél to yra pazeidziamas Sirdies raumuo. Koronariné sirdies liga
gali buti gydoma tik vaistais arba kombinuojama su kuriuo nors vienu is auksciau is-
vardinty gydymo budy. Vaistai nepasalina susiauréjimy, jie gali tik pagerinti Sirdies
darbg ir sumazinti simptomus. Aortos ir Sirdies vainikiniy arterijy jungciy suda-
rymas, kartais dar vadinamas ,Sirdies Suntavimu“ - budas sudaryti naujus kanalus
kraujui tekéti aplink uzsikiSusias vietas Sirdies vainikinése arterijose. Tai atviros
chirurgijos operacija, atlieckama pilnoje narkozéje. Chirurgai paima krutinés arterija
arba veng is kojos tam, kad sudaryty nauja kanalag kraujui nutekéti aplink uzsiki-
Susig ar susiauréjusia kraujagysle. Jie prisiuva vieng kraujagyslés gala prie aortos ir
kita gala — vainikinés arterijos gale uz uzsikisusios ar susiauréjusios vietos. Dabar
jau kraujas i$ aortos teka per naujai suformuota jungtj j Sirdies raumenj. PTKA
— procedura, kuri atliekama isplec¢iant susiauréjusia paciento vainikine arterija be
chirurgijos. PTKA dar vadinama ,vainikiniy arterijy angioplastika“ . Angioplastika
yra budas praplésti susiauréjusia ar visiskai uzsidariusig vainikine arterija. PTKA
pagrindiné idéja yra jvesti maza balionélj, su stentu ar be jo, kuris yra isple¢iamas
susiauréjusios vainikinés arterijos vietoje. Plésdamasis balionélis traisko ir jspaudzia
aterosklerotines ploksteles j arterijos sienele ir taip panaikina buvusj susiauré¢jima.
Stentas — tai segmentinis iSplésto baliono skersmens vamzdelis, kuris véliau neleidzia

arterijai subliuksti ar susitraukti (2.1| pav.).



2.1 pav.: Smegeny arterijos angiograma pries ir po stentavimo. Dél aterosklerozes
kraujotaka buvo pilnai uzblokuota (okliuzija), o po stentavimo atstatyta. Prof. M.

Hartmann, Neurologijos skyrius, Heidelbergo Medicinos Universitetas, Vokietija [2]

2.1.2 Arterijy trombozeé

Arteriju trombozé — tai arteriju spindzio uzsikimsimas kresuliu (trombu), susidariu-
siu ties pakenkta kraujagyslés vieta. Arterijy embolija — tai spindzio uzsikimsimas
kraujo kresuliu, susidariusiu Sirdyje ar aortoje. Tokie i toliau kraujagyslémis atke-
liave trombai vadinami embolais. Abi Sios ligos bendrai vadinamos umine galunés
iSemija. Susidare ar is toliau atkeliave kresuliai uzkemsa galuniy kraujagysles, staiga
sutrikdydami jy kraujotaks. 95% emboly susidaro Sirdyje, Zymiai re¢iau — aortoje
ar per atvirg ovaliaja angg Sirdies pertvaroje atkeliauja is giliyjy kojy veny. Didzioji
dalis tokiy kresuliy patenka i koju (ypac Slaunies) arterijas, reciau - j ranky, kity
vidaus organy arterijas. Pagrindiné embolijos priezastis — virpamoji aritmija (prie-
Sirdziy virpéjimas), kiti Sirdies ritmo sutrikimai. Re¢iau embolija jvyksta kresuliui
susidarius dél reumato, infekcinio endokardito, miokardito, dirbtiniy Sirdies voztu-
vy, persirgus miokardo infarktu. Arterijy tromboze dazniausiai sukelia periferiné
arterijuy ateroskleroze, rec¢iau — kraujo kreséjimo sutrikimas, iSoriniai kraujagysles
veikiantys veiksniai (pvz., greta esanciy struktury sukeliamas spaudimas). Vienas

labiausiai paplitusiy trombozés diagnostikos budy yra angiografija pav.).



2.2 pav.: IS kairés. Angiograma. Slaunies arterijos embolija Kontrastinés medziagos
kaupimasis virs uzakimo vietos. IS desinés.Angiograma. Slaunies arterijos trombozé
Kontrastinés medziagos nutrukimas jstrizinés linijos pavidalo. Matomos smulkios

kolateralinés arterijos. [4].

Galunés uminés isemijos pagrindinis gydymas yra operacija. Embolijos atve-
ju — embolektomija, uminés trombozés — trombektomija, trombendarterektomija,
suntavimo operacijos, reciau: kateteriné trombolizé, perkutaniné transliuminaliné
angioplastika, subintimaliné rekanalizacija. Esant trecio laipsnio uminei iSemijai ir
zuvus galunés neuromuskulinei sistemai, atlieckamos pirminés didziosios ir mazosios

amputacijos [4].

2.1.3 Galvos smegeny aneurizma ir arterioveninés malfor-
macijos

Galvos smegeny aneurizma — tai nenormalus smegeny kraujagyslés dalies iSsipléti-
mas. Susilpnéjus ar susisluoksniavus kraujagyslés sienelei, ji iSsipucia lyg balionas
(7r. pav.). Pavojingiausia, kad ta vieta bet kada gali plysti ir kraujas uzlieti
smegenis. Jei aneurizmos skersmuo < 5,5 c¢m, rekomenduojama stebéti, ar aneuriz-
ma nedidéja ir skiriamas simptomatinis gydymas. Jei aneurizma per metus padidéja
> 1 ¢m, skersmuo buna > 5 c¢m ar atsiranda specifiniai simptomai, vykdoma ope-
racija.

Jei nustatoma neplySusi aneurizma, gydymas priklauso nuo daugelio veiksniy.

Apskritai neplySusiy aneurizmy gydymas yra kontraversiskas, nes tiksliai nustatyti
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kuri aneurizma plyS, o kuri ne - nejmanoma. Atsizvelgiama | aneurizmos tipa,
lokalizacija, dydj, paciento amziy ir bendra sveikatos bukle. Aneurizmai plysus, ji
lokalizuojama angiografijos (radiologinis kraujagysliu tyrimas, suleidziant j kraujo

tékme kontrastinés medziagos) metu. Galimi jvairus operacinio gydymo budai:

o kabutés uzdéjimas ant aneurizmos kaklo. Operacijos metu pasalinama dalis
kaukolés kaulo, surandama aneurizma. Tuomet jos kaklas perspaudziamas

metaline kabute, aneurizma nebedalyvauja kraujotakoje;

» endovaskuliné embolizacija. Per kirksnies arterija j kraujagysles jvedamas tus-
¢iaviduris plastikinis vamzdelis (kateteris). Kateteriu nukeliaujama iki krauja-
gysles galvos smegenyse, kurioje yra aneurizma. Tuomet per kateterj specialia
viela j aneurizmos spind] jstumiama minkstos platinos spiralé. Spiralé susi-
veja aneurizmos spindyje, ten susiformuoja kraujo kresulys ir taip aneurizma

iSjungiama i$ kraujotakos.

2.3 pav.: Galvos smegeny aneurizmos angiograma. Arterija issiplétusi subarachnoi-

dinéje galvos smegenu dalyje [20].

Arterioveninés malformacijos (AVM) yra jgimta kraujagysliy anomalija. Tai
kraujagysliy sklaidos defektas, kuriam budingas tiesioginis kraujo tekéjimas i$ ar-

terijy i venas be kapiliary tinklo, butino normaliai kraujotakai. Fistulés centriné
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dalis dazniausiai buna sudaryta is nenormaliai iSsivysc¢iusio kraujagysliy rezginio ir
vadinama arterioveninés malformacijos zidiniu. Arterioveninés malformacijos dél
patologinés kraujotakos yra agresyviausia ir grésmingiausia kraujagysliy displazijy
rusis, sutrikdanti audiniy mitybg ir nenuspéjamai progresuojanti iki gyvybei pavo-
jingu komplikacijy [11].

Galvos smegeny aneurizmas ir arteriovenines malformacijas galima gydyti me-
dikamentais arba operatyviai. Pirmu atveju naudojami priestraukuliniai prepara-
tai, kurie buti skiriami traukuliy profilaktikai, nuskausminantys praparatai — galvos
skausmui sumazinti. Nimodipinas skiriamas sumazinti kruajgysliy vazospazmui (su-
siauréjimui, kuris gana daznai iSsivysto plySus aneurizmai). Nuo V. DendZio pirmos
operacijos su ,,V-uzspaudimu® arterijy kabutés issivysté i daugelj skirtingy formy
ir dydziy. Aneurizma uzspaudziama kraniotomijos budu, t.y. operatyvus gydymas,
kai galvos smegeny kraujagyslés pasiekiamos pradarius kaukole. Kai aneurizma ap-
tinkama, ji atskiriama nuo supanciy ja nerviniy audiniy. Maza kabute, dazniausiai
pagaminta is titano jdedama j aneurizmos kaklelj. Tinkamai uzspaudus, kraujagys-
lés normalus funkcionavimas atsistato, kadangi aneurizmos maiselis atskiriamas nuo

kraujotakos [20].
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2.2 Navjé ir Stokso uzdavinys

Esant auksc¢iau isvardintoms hemodinamikos patologijoms sutrinka jprastas kraujo
tekéjimo greitis, kuris gali biiti apragomas Navijé ir Stokso lygtimis. Siame skyriuje
pagal [19] monografija bus suformuluotos pagrindinés Navjé ir Stokso lygéiu teorijos
savokos ir tvirtinimai.

Tegul Q C R™, n = 2,3, - klampaus nespudaus skyscio tekéjimo sritis, 0f2 - jos
krastas. Tuomet Navjé ir Stokso lygéiy sistema, nusakanti tokio skyscio tekéjima,

uzrasoma taip:

pvi — VAV + p(v - V)v + Vp = pf,
(2.1)

div v =0,

dia v = v(x,t) = (v1(x,1),...,u,(x,t)) — skysCio grei¢io vektorius taske x € Q ir
laiko momentu ¢, p = p(x,t) — skyscio slégis, v > 0 — skyscio kinematinés klampos
koeficientas, priklausantis nuo skyscio absoliucios klampos ir tankio, p > 0 — skyséio
tankis, f = f(x,t) = (fi(x,1), ..., fn(x, 1)) — iSoriniy jégy, veikianciy skystj, vektorius.
Kadangi skystis yra nespudus, tai jo tankis yra pastovus, ir toliau bus laikoma, kad
p=1

Kraujo tekéjimo greitj aprasancioje lygciy sistemoje v; reiskia greic¢io vek-
toriaus v(x,t) iSvesting kintamojo ¢ (laiko) atzvilgiu, A yra Laplaso operatorius,
t.y.

_ OPv(x,t) 0*v(x,1t)

Ay =2V oVl
VSTl T T

V - gradientas kintamyjy x atzvilgiu:

div v(x,t) - greic¢io vektoriaus v(x, t) divergencija:

vy (x, 1) Ovp(x, 1)
0xy et ox,

Skaliariné daugyba is R™ zymima tokiu budu:

div v(x,t) =

a-b:Zajbj, a,bGR”.

J=1

Taigi div v(x,t) ir netiesinj narj (v(x,t) - V)v(x,t) galima uzrasyti taip:

13



div v(x,t) = V - v(x,1),

ov(x,t)
(993]- .

(v(x,t) - V)v(x,t) = ivj(x,t)

j=1

(2.2)

Pirmoji sistemos ([2.1]) lygtis apraso skyscio judéjimo kiekio kitimo désnj, o antroji
reiskia skysc¢io nespuduma, t.y. lygtis div v = 0 atitinka mases tvermés désnj.
Kadangi klampus skystis prilimpa prie tekéjimo srities krasto 0€) ir kartu juda,

tai papildomai reikia uzduoti krastine salyga

v(x,t) = a(x,t), kai x € 01, (2.3)

¢ia a(x,t) apraso 0f) judéjima. Be to, turi buti uzduotas pradinis skyscio greitis
laiko momentu ¢ = 0:

v(x,0) = vo(x) , x € L (2.4)

Taigi is (2.1), (2.3), (2.4) gauname tokj pradinj ir krastinj uzdavinj Navjée ir
Stokso lygciy sistemai:

vi—VvAv+ (v-V)v+Vp=1  (x,t) € Qx(0,7),
div v =0, x,t) € Q x (0,7),
. 2) (2.5)
V]gr = a, (x,t) € Sr,
v(x,0) = vo(x), x € (),

¢ia ST = 0Q x (0,T), o (0,T) yra laiko intervalas, kuriame nagrinéjamas skyscio
tekéjimas. Pradinio ir krastinio uzdavinio nezinomieji yra grei¢io vektorius
v(x,t) ir slegis p(x,t), o f(x,t), a(x,t) ir vo(x) yra duoti. Sprendziant kraujo
tekéjimo uzdavinius daroma prielaida, kad kraujagyslés sienelé nejuda, t.y. a = 0.
Toliau bus iSnagrinétas nestacionariosios Navjé ir Stokso lygciy sistemos regulia-
riyju sprendiniy egzistavimas ir vienatis dvimaciu atveju. Suformuluotos dvi lemos

bei teorema apie sprendinio egzistavimg ir vienaty.

1 lema. Tegul Q C R? - apréstoji sritis, 0 < T < oo, v € Wit (QF), v|er = 0.
s

Tada (v - V)v € Ly(QT), ir teisinga nelygybé
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t t

[ [ 1v7) - D)vix,7) [ dxdr <& [ VG ) o dr

0 Q 0 (26)
e ax [V, ) 2,0 /HVV L dr. 0<t<T.

c¢ia konstanta c. nepriklauso nuo T'. [19] (psl. 102).

Lema jrodoma naudojantis Kosi ir Svarco, paskui multiplikacine Puankaré ir
Fridrichso nelygybe, bei integruojant gauta israiska kintamojo ¢ atzvilgiu ir remiantis
Kosi nelygybe. Lema svarbi, nes i$ jos gauname, kad netiesinis operatorius N,

apibréztas formule

Nv = (v-V)v,

veikia 1§ erdves W5 (QT) i erdve Ly(Q7), t

N W QT = Ly(QF)
ir yra apreztas.

2 lema. Tequl Q C R? - aprédtoji sritis, 0 < T < oo. Tada operatorius N :
Wyt (QT) — Ly(Q7T) wisiskai tolydus.[19], (psl. 103).

Pastaroji lema panaudojama 3 teoremos jrodymui.
01,1
Tegul V, (QT) - aibés J9°(Q7T) uzdarinys pagal erdves W, (Q7) norma. Be to,
o 1,1
V, (QF) - Hilberto erdve. J&°(Q7F) apibréziama tokiu budu:

T () = {v e C(QT) 1 div v =0, v|gr = 0}
Dabar galima suformuluoti teorema apie sprendinio vienatj.

3 teorema. Tegul Q) C R? - apréitoji sritis, OQ - klasés C? pavirsius, 0 < T <
00, vo € H(Q), £ € Ly(QT). Tada (2.5) pradinis ir krastinis uZdavinys turi tok;
vienintelj sprendinj (v, p), kad v € W3 (QT) N ‘(};1(QT), Vp € Ly(QT). [19], (psl.
106).

Kaip visada, slégis p(x,t) yra vienintelis testinés funkcijos ¢(t) tikslumu, t.y.

p(x,t) +1(t) irgi yra sprendinys, ir ji galima iSskirti salyga [, p(x,t)dx = 0.
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Teorema jrodoma jvedant operatorine lygti, pritaikius Leré ir Sauderio teorema
ir integruojant lygti is pradziu pagal sritj 2, o paskui ¢ atzvilgiu. Priestaros
budu jrodoma sprendinio vienatis, t.y. daroma prielaida, kad egzistuoja du sprendi-
niai, kurie jrasomi j apibendrintos formuluotés lygtj, viena lygtis atimama is kitos,
gaunama israiska, kurioje akivaizdu, kad skirtumas tarp dviejy prielaidos sprendiniy
lygus nuliui.

Pilng aukséiau iSvardinty lemy ir teoremy jrodyma galima rasti [19] Saltinyje.

Kitame skyriuje bus iSdéstyti svarbiausi daliniy iSvestiniy diferencialiniy lygcéiy

skaitiniai sprendimo metodai, kurie taikytini Navjé ir Stokso lygtims.

2.2.1 Navjé ir Stokso lygciy sprendimas skaitiniais metodais

Skysciy dinamikos matematinés lygtys yra labai svarbios hemodinamikos modelia-
vimui. Taciau, kraujas néra jprastas skystis, tai daleliy suspensija plazmoje, o pa-
starosios pagrindiné sudedamoji dalis yra vanduo. Daleliy buvimas sukelia kraujo
skystéjima (angl. shear thinning), t.y. kai klampa mazéja didéjant deformacijai.
Sis efektas turi didesne jtaks maZesnése kraujagyslése: arteriolése, venulése, kapi-
liaruose. Vadinasi, galime suskirstyti kraujo tekéjimo modeliavimag: i$ vienos pusés
tai Niutoninio skysc¢io modelis, kuris ignoruoja kraujo skystéjima ir tinkamas pla-
tesnéms kraujagysléms arba kai nebutina gauti labai tiksly rezultata [18]. IS kitos
puses, kraujagyslése, kuriy spindulys mazesnis nei 1 mm, Niutoniniai modeliai ne-
naudotini. Mazas kraujo tekéjimo greitis ir skystéjimo efektas leidzia Siuo atveju
iSvengti Niutoniniy modeliy [17].

Taikant skaitinio sprendimo metodus, neniutoniniai modeliai, kuriuose jverti-
nama skyscio klampa, padidina skaic¢iavimo sanaudas 10% [I§], kadangi atsiranda
papildomos salygos, o uzduotis tampa nebe tiesiné, tai prailgina skaiciavimo lai-
ka. Siame darbe bus modeliuojamos tik placiausios ir vidutinio dydzio kraujagyslés,
kuriose kraujo tekéejimas aprasomas Navjé ir Stokso lygtimis.

Kaip matome [2.4] pav., kuriame pavaizduota karotidiné bifurkacija greic¢io profi-
liui proksimalinéje srityje I[';, nustatyti, o tai arciausia Sirdziai dalis palei pagrinding
kraujo tekejimo kryptj, kurig mes pazymime ,jtekéjimo” sritimi. Tegul distalinése
sirdies atzvilgiu srityse 'y (galima vadinti ,jistekéjimo sritimis) greitis ant sieneliy
ir T - n yra lygus nuliui. Tada proksimaliné ir distaliné sritys daznai suvokiamos

kaip dirbtinés sritys, kadangi jos neatitinka fizikinio sarysio tarp skyscio ir iSoreés, bet
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2.4 pav.: Tipiné skaiciavimy sritis. Karotidinés bifurkacijos modelis [18].

jos reikalingos atskirti tiriama skaic¢iavimo sritj nuo likusios kraujotakos sistemos.
Atliekant skysc¢iy dinamikos skaiciavimus labai svarbu tinkamai uzduoti krastines
salygas ant dirbtiniy sriciy.

Deja, hemodinaminése skai¢iavimuose dazniausiai nezinomas fizikinis ,pradinés
salygos™ atitikmuo. Tuomet vy pasirenkamas kaip laisvas kintamasis arba tiesiog
nulis. Taciau, tinkamai parinkus krastines salygas, sprendimas vis tiek bus teisingas,
nes po keliy sirdies plakimy galima teigti, kad neteisinga pradiné salyga nebeturés
itakos. Be to, jtakos turi ir kraujagyslés sienelé, kadangi faktiskai ji néra nejudanti.
Todél srauto skaiciavimus reikia pradeti nuo ketvirto Sirdies ciklo tam, kad klaidinga
pradiné salyga nebeturéty jtakos rezultatams [7].

Netgi didelése kraujagyslése pagrindinés srauto charakteristikos priklauso nuo
geometrinio modelio. Nors kai reikalingas detalesnis tyrimas, pavyzdziui, kerpamo-
sios jégos skaiciavimas arba recirkuliacijos srities dydis, labiau taikytini nuolaidus
(angl. compliant) metodai [I0]. Be to, kai reikia jvertinti srauto pulsavima, pa-
vyzdziui, tiriant slégio pokycius, sukeliamus anomaliniy pulsavimo bangy atoveikius
aortos aneurizmoje [14], tuomet nuolaidus metodai yra butini, nes fiksuoti geomet-
riniai modeliai paprastai negali aprasyti pulsavimo bangy: propagavimo greitis yra
be galo didelis dél nespudaus skysc¢io. Tai tikrai mechaniné saveika tarp kraujo
srauto ir kraujagyslés sienelés deformacijos, kurig generuoja pulsavimo bangos. Ta-
¢iau, kartais pasirenkamas fiksuotas geometrinis modelis, nes néra zinomy duomeny
kraujagyslés sienelés mechaninéms savybéms apibudinti. Suprantama, kad vykdant

siuos skaiciavimus didelése kraujagyslése vis tiek gaunama patikima bendro srauto
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informacija.

Skaic¢iavimuose buna naudojami vienmaciai modeliai su cilindrine geometrija,
tinkami tirti tik arterijoms be bifurkacijos. Sudaroma lokiali koordinaciy sistema
e., ey, e,, Cia e, issidésCiusi pagal kraujagyslés asj, o e, statmenas pavirsiui. Ati-
tinkamos cilindrinés koordinatés yra (r,6, z) (2.5 pav.). Sio darbo mokslinio tyrimo
dalyje bus daroma prielaida, kad kraujagyslé simetriska asies atzvilgiu, todél spren-
dinys nepriklausys nuo 6 reikSmeés. Toks atvejis vadinamas 2D modeliu su asine

simetrija.

Lokali koordinatiy bazé

Skerspjivio plokituma

2.5 pav.: Kraujagyslés sienelés pavirsiaus lokali koordinaciy sistema [7].

Modeliuojant kraujagysles svarbu jvertinti pulsavimag, kuris gali turéti jtakos
kraujo recirkuliacijai Salia arterijos sienelés, o tai sumazina lipidy konglameraty
susidarymo stimuliacija ir ateroskleroze. Be to, trumpuose laiko tarpuose kraujo
tekéjimas yra periodiskas. Kartais jvertinama kraujo temperatura. Temperaturos
evoliucijos aprasymas taikytinas pristatant daliniy iSvestiniy diferencialines lygtis,
kurios isvedamos is Navijé ir Stokso lygéiy. Didelése ir mazose kraujagyslése, kurios
bus tiramos siame darbe, temperaturos jtaka yra minimali, todél galime jos nepaisyti
[7.

Isskyrus keletg atvejy analitiskai nejmanoma isspresti aprasanciy kraujo tekéjima
Navjé ir Stokso lygéiy. Toliau bus trumpai aprasytos skaitinés metodikos, skirtos
rasti sprendinio aproksimacijai. Greitis v yra nezinomasis lygtyse, kurios gali buti

uzrasomos pavidalu
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¢ia L yra tiesinis (kartais netiesinis) diferencialinis operatorius x kintamojo erdvéje.

+ L(v) = f, srityje Q, 0 <t < T,

-_'-*.__-‘r":'-rp:‘l.
BT L"k‘
= 3
o = i
“?%ﬁ' i ‘L'ATA#I’&‘-
QAN \/
'ﬁi"i )
.‘ o I AVAY, ¥

2.6 pav.: Skai¢iavimo tinklas, pritaikytas stuburo arterijai su aneurizma. Siuo atveju
pavaizduotas tik pavirsiaus tinklas, sudarytas iS trikampiy. Vidus suskaidytas j

tetraedrinj tinkla [7].

Norédami iSspresti Navje ir Stokso lygtj skaitiniu metodu srityje €2 jvedame dis-
kretyjj tinkla pav.). Sprendinys v pakei¢iamas aproksimacija vy, kuri priklauso
nuo diskretaus tinklo tasky skai¢iaus. Zingsnis h tiesiogiai proporcingas tarpy tarp
virsuniy skaic¢iui. Atveju, kai sprendziamos nestacionariosios lygtys, laikas irgi tu-
ri buti aproksimuojamas skaidant j zingsnius. Naudojamas iteracijy metodas, t.y.
zinodami apytikslia v} reiksSme laiko momentu t", ¢ = 0,1, ...,n randame aproksi-

macija v;'t! laiko momentu "1 = " + At, éia At > 0 pasirinktas laiko Zingsnis.

Dazniausiai pasirenkama vieno zingsnio schemos, kai v} jtrauks tik Zinoma v}
Diskretizuoti erdve galima skirtingais budais, placiau bus aptarti keletas is jy, o
pav. schematiskai pavaizduota ju klasifikacija. Tai toli grazu ne visos jmanomos

metodikos, taciau sitos yra labiausiai paplitusios ir taikytinos ne tik Navjé ir Stokso,

bet ir kity daliniy isvestiniy diferencialiniy lygciy aproksimuoto sprendinio radimui.
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Klasikinis uzdavinys Apibendrinta formuluote
fwe=Jf ueV: aluo) = FloyvweV

Galerkino
metodas

L)

Konservatyvi formuluotsé| ==
L = div(F(u)) = | Baigtiniy elementy
uy € Vi, o aluy, i) = R Vo, €

l Spektriniai metodai
oty Taiiy uy € Vv : afuy,on) = Flow) Yo € Vi

Galerkino metodo
bendras atvejis

Netolydus atvejis

Baigtiniai skirtumai
Laua = fa Baigtiniy elementy metodas su
skaitiniu integravimu
U € 'frh Ty, U ,'.h{“h," W, ¢ 'l'rh

2.7 pav.: Pagrindiniai daliniy i$vestiniy diferenciliniy lygciy diskretizacijos metodai.

Baigtiniy skirtumy metodas

Bendru atveju taikant §j metoda aproksimuotas sprendinys v, yra vektorius v, =
[v1, ..., v,]7, atitinkantis aproksimacija skai¢iavimo tinklo taskuose. Siuo atveju di-
ferencialinis operatorius L pakei¢iamas baigtiniais skirtumais. Pavyzdziui, Laplaso
operatorius dvimaciu atveju Av = 9%v/0x? + 0%*v/0y? virdunéje x; biity aproksi-

muotas kaip

o2 TP = 2 !

¢ia 4, Ty, Te, Tq - gretutiniai x; taskai tinkle, o h - tarpas z ir y kryptimis, Siuo

<(92 82> Vg + Uy + Ve + Vg — 4y
v(x;)

atveju paprastumo délei konstanta.
Paprasciausia baigtiniy skirtumy schema - , kryzius“. Tegul w = {(x;,y;) : x; =
Cia

ih, y; = jh,i,j = 0,1,..., N} yra diskretusis tinklas su zingsniu h = i,

vij = v(24,v;), fij = f(z;,y;) yra tinklinés funkcijos. Laikysime, kad zingsniai pagal
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skirtingas koordinates yra lygus. Priesingu atveju, kai zingsniai néra lygus skirtin-
gomis kryptimis, rezultatai nesikeicia, tik lygtis uzraSoma sudétingesniu pavidalu.

Tuomet aproksimavimas gali buti uzrasytas pavidalu

@ o Vic1j — 205 + Vit
O la=a; y=y; - h? 7
@ ~ Vii-1— 205 + Vi
OY? le=eiy=y; h? '

Sudéje pastargsias dvi lygtis gausime, kad

o o
ox?  Oy?
¢ia aproksimacijos paklaida W,;; = O(h?).

_ Vicy FVivng = 405 v g
- i

2
T=Ti,Y=Y; h

Baigtiniy skirtumy schema

Vi1, — 205 + Uit I e 2045 + Vi i1

h? h?

operatoriniu pavidalu uzrasoma

:f’bja

2 2 _
5331)1-]- + 5yv2-j = fij;

¢ia

20, = Vimli T2V F Vi1 s Vigo1 = 205+ Vign
2Vij = ) Vij = )

h2 Yy h2

o krastinés salygos

Voj = O, Vio = 0, UN+1,5 = 0, Vi N+1 = 0.

Baigtiniy turiy metodas

Baigtiniy tiiriy metodas paremtas lygties integraline formuluote. Sis biidas tai-

komas, kai operatorius L gali buti uzrasytas konservatyvia formuluote (7r. pav.),

t.y.

L(v) = div F(v), (2.7)

¢ia F vadinamas srauto vektoriums, kuris priklauso nuo v ir nuo erdviniy u iSvestiniy.

Tuomet lygtys (2.5) gali buti uzrasytos konservatyvia formuluote
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F(v,P)=v®v+ PI— uD(v),

kuomet tolydziuoju atveju F(v) = v.
Diferencialinis operatorius uzrasomas konservatyvia formuluote tam, kad buty
sudarytas tinklas. Greic¢io v aproksimacija kiekviename kontroliniame turyje C; yra

nezinomasis. Taikydami divergencijos teorema gausime

/Ci div F(v)dx = /6& F(v) - ndy ~ %:inj(vh) -1y,
¢ia Fy,; yra apytikslis kontrolinio turio C; su normale n;; dayje [;; skaitinis srautas,
kuris priklauso nuo skaitinio sprendinio vy,. Siuo atveju pastaroji israiska turi nedaug
nezinomyju. Pritaike tinklo kontrolinius turius galime uzrasyti (2.7) lygti tiesiniy
(kartais netiesiniy) lygciy sistema. Parametras h parodo kontroliniy turiy dydj.
Dazniausiai h yra tinklo turiy didziausias skersmuo. Kuo mazesnis h, tuo tikslesné
aproksimacija ir tuo didesnés skaiciavimy sgnaudos.

Baigtiniy turiy metodas yra vienas populiariausiy CFD metody, kadangi jis
pasizymi aukStu geometriniu lankstumu, t.y. tinkamas sudétingoms jvairioms geo-
metrinems formoms, be to, skaic¢iavimai atliekami gan efektyviai. Skaitiniy srauty
sudarymas gali buti vykdomas taip, kad daugelis medziagy fizikiniy savybiy iSsisau-

go skaitiniame lygmenyje.

Baigtiniy elementy metodas

Baigtiniy elementy metodas paremtas skirtingomis integralinémis formuluotémis.

Tegul L - Laplaso operatorius su misria krastine salyga

—Av=f srityje €2, (2.8)
) v

v=0, antl'p irVv-n= =9 ant 'y, (2.9)
n

cia I'y ir I'p dvi tokios srities 2 krasto dalys, kad 'y NI'p = @ ir 'y UT'p = 011,
be to I'p # @. T. y. Noimano krastiné salyga ant krasto I'y yra duotoji funkcija g,
o Dirichlé homogeniné krastiné salyga v = 0 ant I'p uzduota tik del paprastumo.
Baigtiniy elementy metodas yra lengviausiai realizuojamas is visy skaitiniy me-
tody daliniy iSvestiniy diferencialinéms lygtims, taciau CFD baigtiniy turiy metodas

naudojamas dazniau [7].
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Parametras h baigtiniy elementy metode yra apibréziamas kaip baigtiniy ele-
menty didziausias spindulys duotame tinkle. Kuo mazesnis h, tuo daugiau elementy

reikalinga padengti €2 ir tuo didesnis laisvés laipsniy skaicius.

Apibendrintoji formuluoté

Dauginant (2.8) lygti i$ testinés funkcijos ¢ : Q@ — R, integruojant srityje €2 ir

naudojant integravimo dalimis formule gaunama israiska

/QVU-V¢dQ—/BQQSVv-nd'y:/Qf¢dQ.

Tada ¢ pasirenkama taip, kad ji buty lygi nuliui ant I'p. Naudojant Noimano
krastine salyga gaunama

/Vv~V¢dQ:/f¢dQ+/ gé dr.
Q Q I'n

Bendru atveju suformuluojama uzduotis

sRasti toki v € V, kad a(v,¢) = F(¢),p € V.

Si formuluoté vadinama apibendrintgja. Aplikacija F (¢) yra realus skaicius su
bet kuriuo ¢ € V ir vadinama funkcionalu, be to a(v,®) yra realus skai¢ius visoms

funkcijy poroms v ir ¢ is V ir vadinamas formuluote.

Galerkino metodas

Apibendrintoje formuluotéje begalinés dimensijos erdvé V' pakeic¢iama baigtiniu po-
erdviu Vj,, t.y. V,, C V su dim(V},) = Ny, ir sprendziama uzduotis

LRasti tokj v, € Vj, kad  a(vn, on) = F(on), ¢on € Vi, ¢a V, baigtiniamateé, o
sprendinys v, gali biiti iSskleistas pagal Vj, baze kaip vy, (x) = Y v:&;(x). Turima
omeny, kad V}, yra i$ bazés {&;,i = 1, ..., N, }. Koeficientai v; € R yra laisvés laipsniai
ir yra nezinomieji diskretizuotame uzdavinyje. Be to, galime parinkti v, = &;, kai

j =1,..., Ny pastarajai uzduociai, kad gautume tiesine lygciy sistema Av = b, ¢ia

Ay = al&.6) = | Ve VEd by = F(&) = [ J&d2+ [ gy
Matrica A vadinama standumo matrica. Svarbu teisingai parinkti buda V}, su-
darymui. Taikant klasikinius spektrinius metodus su periodiniais sprendiniais su-
trumpinta Furjé eiluté naudojama visai . Sie metodai netaikytini, kai sprendinys

labai glodus ir geometrija triviali (kubiné ar cilindriné sritis).
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Konvergavimas

Visuose isvardintuose metoduose v, aproksimacija yra tikslesné, kai A artéja j nulj.
Tikrai, diskretizacijos metodas yra konverguojantis, kai jo paklaida artéja j nulj, t.y.
h — 0. Sakome, kad metodo konvergavimo eilé yra p, kai egzistuoja tokia konstanta

C := C(v) > 0, kad pakankamai maziems h galioja nelygybé

llv — || < CRP.

Paklaida skaic¢iuojama tam tikroje normoje. Konvergavimo eilé¢ dazniausiai pri-

klauso nuo pasirinkto metodo, sprendinio reguliarumo ir pasirinktos normos.

UzZdaviniai su kintamu laiku

Nestacionariuose uzdaviniuose diskretizuojama ne tik erdveé, bet ir laiko evoliucija,

t.y. po lygties

0
a—: + L(v) = f, srityje Q, 0 <t < T,

erdves diskretizacijos baigtiniais skirtumais arba baigtiniais turiais i-tajame taske

gausime paprastyjy diferencialiniy lygciy sistema

d'UZ'
dt

¢ia v(t) = [v1(t), ..., vn, (£)]7 yra laisveés laipsniai, kurie yra funkcija, priklausianti

) +siv(t) = fi(t), 0<t<T, (2.10)

nuo laiko, f;(t) = f(x,t) ir s; - koeficienty vektorius. Pavyzdziui, Laplaso lygtis,
nagrinéta baigtiniy skirtumy metodo skyrelyje, nestacionariuoju atveju turés pavi-

dalg

dv; 4vi(t) — va(t) — vp(t) — ve(t) — vy(t)
")+ il 0 _ g,

¢ia, kaip minéta, x,,xy, x., x4 - gretutinés x; virsunés tinkle, o h - tarpas z ir y

kryptimis.

Matriciniu pavidalu

dv
E#Q+Aww:ﬂm

¢ia A yra matrica, o s; - jos eilutés.
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Schemos, reikalingos siai diferencialiniy lygc¢iy sistemai isspresti, reikalauja laiko
zingsnio At pasirinkimo ir uzduoties su kintamuoju v" sprendimo, aproksimacijos

v(t"™) radimo, kai t" = nAt. Labiausiai paplitusios schemos yra Sitos:

o isreitkstinis Oilerio metodas

Vi = v At [AVT + ()]

e neisreikstinis Oilerio metodas

(I+ AtAW™T =" + At f(#");

e Kranko ir Nikolson metodas

I+ ;AtA)v"Jrl =v"+ A;[Av" + (") + £t ).

Visi igvardinti metodai skai¢iuoja sékmingais Zingsniais sekg v',v?, ..., kai v°
zinomas kaip pradiné diferencialinés uzduoties salyga. Pagrindinis skirtumas tarp
pirmojo metodo ir dviejy pastaryjy yra tas, kad skai¢iuojama aproksimacija laiko
zingsnyje t"! nesprendZiant tiesinés sistemos. Krenko ir Nikolson schema tikslesné,
kadangi tai antros eilés metodas laiko atzvilgiu.

Platesnj iSvardinty triju metody aprasyma galima rasti [I] Saltinyje.

2.2.2 Niutoninis modelis ir Karo modelis

Modeliuojant srauto laukus Navjé ir Stokso lygtims 2D atveju, kai nagrinéjamas

nespudaus skyscio tekéjimas, naudojama tolydumo lygtis

o2 4 (v V)] = VgLt (T + (T3],

¢ia v yra greitis, p yra skyscio tankis (kraujo atveju ~ 1,050 g/cm?), p yra krau-
jo klampa, t yra laikas, o p yra slegis. Kiti parametrai skiriasi priklausomai nuo

pasirinkto modelio. Kai naudojamas

« Niutoninis modelis, tai

i =0,0035 Pa - s, kuri atitinka H = 40% hematokrito koeficienta.
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o Karo modelis, kuriam reikalinga lygtis

n—1

1= poo + (po — poc)[1+ (\)?] T,

¢ia klampa p, esanti aukstai poslinkio eilei (angl. shear rate) lygi Niutoninio mo-
delio klampai (@ = 0,0035 Pa - s), kuomet nuliné poslinkio eilé py = 0,056 Pa - s,
be to koeficientai A = 3,313 s, n = 0,3568, o v yra deformacijos eilé (angl. strain
rate) [22].

Saltinyje [I7] nurodoma, kad kraujo tekéjimo grei¢io skirtumas Niutoniniame
modelye ir Karo modelye yra nezenklus. Sio darbo mokslinio tyrimo dalyje gauti

rezultatai bus palyginti.

2.2.3 Medicininés isSvados daromos gavus greicio aproksima-
cija

Pagal apskaic¢iuota kraujo tekéjimo greicio aproksimacija gali buti nustatoma diagno-

zé. Ultragarsu galima tirti kraujo tekéjima kraujagyslése, o apskaiciuotg ir nustatyta

kraujo tekéjimo greicius palyginti. Skirtingas aterosklerozeés stadijas rekomenduoja-

ma skirstyti pagal kraujo tekéjimo greitj (KTG) tokiu budu:
« norma, KTG < 125 cm/s, ateroskleroziniy ploksteliy nerandama;
» stenozé < 50%, KTG < 125 cm/s, randamos aterosklerozinés plokstelés;
« stenozé 50 — 69%, KTG 125-230 cm/s, randamos aterosklerozinés plokstelés;
o stenozé 70 — 99%, KTG > 230 cm/s, randamos aterosklerozinés plokstelés;

» subokliuzija arba stenozé 99%, KTG <230 cm/s, randamos aterosklerozi-

nés ploksteles, kritiskai siaurinancios kraujagysle;

 okliuzija (2.1 pav.), kraujagyslé pilnai uzsikemsa, spektrinés dopleografijos

budu kraujotaka nebenustatoma [12].

Toliau, |3| skyriuje bus aprasyti kraujo tekéjimo greicio aproksimacijos skaic¢iavi-
mai, kuriems pasirinkta COMSOL Multiphysics programiné jranga. CEFD modulio
pagalba galima modeliuoti skysé¢iy tekéjima, rasti greicio bei slégio aproksimacijas.
Skaic¢iavimai atlikti su Niutoniniu modeliu darant prielaida, kad klampa turi mazai
itakos kraujo tekéjimo greiciui. Be to, bus palyginti Niutoninio ir Karo modeliy

gauti rezultatai.
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3 skyrius

Hemodinamikos patologiju
modeliavimas COMSOL
Multiphysics programine jranga ir

rezultaty aptarimas

COMSOL Multiphysics programiné jranga leidzia tirti tekancio vamzdziu skyscio
greit] ir slégi. Esant pakankamai mazam Reinoldso skaiciui atliekami laminarinio
(turbulentinio) tekéjimo skaiciavimai. Klampa priklauso nuo skyscio prigimties ir
temperaturos, tac¢iau kraujo atveju, kaip minéta, didelés jtakos ji neturi. Vis délto
kraujas néra Niutoninis skystis, todél bus iSnagrinétas ir Karo modelis.

Bendru atveju, modeliuojant, skyscio tankis ir klampa gali buti iSreiksti kaip
temperaturos, skystéjimo (angl. shear rate) ir kity kintamyju funkcijos arba ju is-
vestinés pagal atitinkamus kintamuosius. Sitie pradiniai duomenys svarbiis nagrine-
jant viskoelastinj srautg. Siame darbe daroma prielaida, kad visi auks¢iau i$vardinti
parametrai yra pastovus ir neturi jtakos galutiniam rezultatui.

COMSOL Multiphysics leidzia sukurti vienmacius, dvimacius ir trimacius mode-
lius. Siekiant sumazinti skaic¢iavimo sgnaudas visi modeliai buvo sudaryti dvimaciu

atveju.
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3.1 Aterosklerozé

Esant aterosklerozei ant kraujagysés sienelés pavirsiaus susidaro plokstelés. COM-
SOL Multiphysics programine jranga sudaromas modelis, pasirenkama 100 mm ilgio
ir 8 mm plocio staciakampio forma kraujagyslei ir elipsés forma ploksteléms. Elip-
sés galai uzglodinami pasinaudojus ,Fillet“ funkcija. Kadangi dazniausiai susidaro
iskart kelios plokstelés, geometriniame modelyje (3.1 pav.) atitinkancios plokste-
les elipsés dalys iSkerpamos is staciakampio formos kraujagyslés vidaus. Daroma
prielaida, kad sienelés nejuda, o skystis Niutoninis. Modelio virsutin¢je dalyje yra

sitekéjimo sritis“ , o apatinéje dalyje - ,jistekéjimo sritis® .
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3.1 pav.: Pazeistos aterosklerozés arterijos kraujo tekéjimo greic¢io pasiskirstymas.

Niutoninis modelis.

Pradinis kraujo tekéjimo greitis isreiskiamas paraboliniu (Puazelio srauto) pro-

filiu atitinkanc¢iu pulsavima
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v = Ay + Aicos(¢p) + Ascos(2¢) + Azcos(3¢) + Ascos(4¢),

¢la ¢ = 2%—2, Ap = 0,055360393108630, A; = 0,076532481162692, Ay = 0,063546459052423,
Az = 0,032363480900000, A5 = 0,009640185800000, o pulsavimo periodas T =
0,42254 s [26].
Atliekant stentavimg arterija prapleciama lyginant su pastargja pav.), pa-
zeista aterosklerozeés. Kaip matome [3.2] pav., susiauréjusios sritys iSsilygina.

pulsavimu-po operacijos.png
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3.2 pav.: Pazeistos aterosklerozés arterijos kraujo tekéjimo greicio pasiskirstymas po

operacinés intervencijos, t.y. stentavimo. Niutoninis modelis.

Be to, nebelieka zony su patologiskai padidéjusiu kraujo tekéjimo greiciu, o pa-
lei sienele gauname labai mazg greit]. Aterosklerozés pazeistoje kraujagysléje palei

sienele irgi greitis mazesnis, negu liumeno centre, taciau ir jo sumazéjimas akivaiz-
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dus. Proksimalinéje srityje kraujo tekéjimo greitis zymiai didesnis, negu distalinése
srityse. Kaip minéta Sio darbo 2.2.3 skyriuje kraujo tekéjimo padidéjimo skaitine
charakteristika parodo aterosklerozés stadija.

Panasy rezultaty gavo [23] Saltinyje. Daroma iSvada, kad turi buti Salinama ne
tik ateroskleroziné plokstelé, bet ir arterijos fragmentas, o kraujagyslé protezuoja-
ma. Kaip matome [3.3] pav., kuriame pavaizduota arterijos karotidiné bifurkacija
su stentu, proksimalinégje arba ,jtekéjimo” srityje (i$ kairés) kraujo tekéjimo greitis
didelis, o stento viduje - Zymiai mazesnis.
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3.3 pav.: Kraujo tekéjimo greicio pasiskirstymas po aterosklerozinés plokstelés pa-

salinimo. Niutoninis modelis [23].

Minétuose bandymuose ir [23] saltinyje modeliavimas buvo atliekamas jvedant
vandens (Niutoninio skyscio) fizikines savybes, t.y. sudaromas Niutoninis modelis.
Palyginimui buvo sudarytas ir Karo modelis, kuriame jvertinama kraujo klampa ir
poslinkio eilé (placiau 2.2.2 skyriuje). Gautas rezultatas pavaizduotas (3.4 pav.). Ir
plika akimi, ir tikrinant duomenis tinkle matome, kad kraujo tekéjimo greitis Niu-
toniniame ir Karo modeliuose beveik nesiskiria. Tai dar karta parodo, jog daroma
prielaida, kad kraujo tekéjimo modeliavimui tinkamos Niutoninio modelio formulés

yra teisinga.
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pulsavimu-carreau.png
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3.4 pav.: Pazeistos aterosklerozés arterijos kraujo tekéjimo greic¢io pasiskirstymas.

Karo modelis.

3.2 Arterijy trombozé

Trombozé — dazna ir potencialiai gyvybei pavojinga buklé. Ji vystosi, kai dél tam
tikry priezasciy yra isardoma pusiausvyra tarp kreséjimo ir trombolizés, ir orga-
nizmas nespéja laiku iSardyti susidariusiy kresuliy. Arterijose trombai dazniausiai
susidaro dél plySusios aterosklerotinés plokselés. Pirmiausia reaguoja trombocitai,
kurie atpazjsta kraujagyslés sienelés vientisuma, limpa prie defekto, toliau aktyvuo-
jama visa kraujo kreséjimo kaskada. Ant arterijy sieneliy pav.) susidariusiy
tromby pagrinda sudaro fibrino siulai ir trombocitai, todél Sie trombai vadinami
baltaisiais. Analogiskai, kaip ir 3.1 skyriuje sudaromas modelis, taciau vietoj elipsés

pasirenkamas pusskritulys, jo krastai neuzglodinami, tada jis atitinka susidariusio
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trombo formg. Modelio virsutinéje dalyje yra ,jtekéjimo sritis“ , o apatinéje dalyje
- ,istekéjimo sritis“ , o pradiniai duomenys tie patys, kaip ir aterosklerozés atveju
Niutoniniame modelyje.

pulsavimu.png
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3.5 pav.: Pazeistos trombozés arterijos kraujo tekéjimo greicio pasiskirstymas iki

operatyvaus gydymo. Niutoninis modelis.

Kaip matome [3.5] pav., prie ,jtekéjimo srities® kraujo tekéjimo greitis néra pa-
tologiskas, taciau salia susidariusio trombo jis zenkliai padidéjés. Remiantis 2.2.3
skyriumi, kaip ir aterosklerozés atveju, galime daryti iSvadas apie arterijos stenozés
stadija ir lyginti rezultatg su iSmatuotu ultragarsu. Be to, Zinoma, kad kuo didesnis
trombas, tuo didesné atsiranda turbulencija ir kuo didesné turbulencija, tuo didesnis
trombas. Saltinyje [25] raSoma, kad j suny arterijas buvo jvedami dirbtiniai tromba
imituojantys implantai. Turbulentinéje sistemoje susidarancio trombo masé buvo

180 + 30 mg, kuomet neimituojant turbulentineés sistemos gauti 0,9 40, 6 mg masés
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trombai [25]. Kaip irpav., salia trombo ir kraujo tekéjimo kryptimi susidaro tur-
bulencija. Atlikus trombo pasalinimo operacijg, ant arterijos sienelés lieka nedidelé
sritis, kuri jeina j arterijos vidy pav.) Taciau, kaip matyti jtakos kraujo tekéjimo
greic¢iui ji beveik neturi, nes aplink ja pasiskirstymas tolygus. Tokiu budu kraujo
tekéjimo greitis normalizuojamas ir galima laikyti, kad patologija yra pasalinta.
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3.6 pav.: Pazeistos trombozés arterijos kraujo tekéjimo greicio pasiskirstymas po

operatyvaus trombo pasalinimo. Niutoninis modelis.

3.3 Galvos smegeny aneurizma

Butina atskirti keleta neplysusiy aneurizmy grupiy. Pirma — simptominés aneuriz-
mos; antra — dauginés aneurizmos, kai kraujagysliy istyrimas atlickamas dél kitos

plysusios aneurizmos; trec¢ia — besimptomeés neplysusios intrakranijinés aneurizmos.
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Pirmoji grupé — tai chirurginiai pacientai, antroji — operacinis gydymas gali buti
atidétas keletui menesiy, trecioji — pati sudétingiausia pagal operacijos butinumo ir
laiko numatyma [27]. Siame darbe bus sumodeliuotos tik pirma ir tre¢ia aneurizmy
grupeés, kadangi abiem atvejais skiriama operacija ir vienas i$ operatyvaus gydymo
budy - tai kabutés uzdeéjimas.

Analogiskai, kaip ir 3.1 skyriuje sudaromas modelis, taiciau elipsés formos ane-
urizma yra issikisusi is sta¢iakampio formos arterijos pav.). Modelio virSutinéje
dalyje yra ,jtekéjimo sritis“ , o apatinéje dalyje - ,istekéjimo sritis“ , pradiniai duo-

menys tie patys, kaip ir Niutoniniame modelyje aterosklerozés atveju.
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3.7 pav.: Pazeistos aneurizmos arterijos kraujo tekéjimo greicio pasiskirstymas. Niu-

toninis modelis.

Kaip matome [3.7] pav., aneurizmos, kuria atitinka elipsé, viduje, kraujo tekéjimo

greitis yra zenkliai sumazéjes lyginant su likusia arterijos dalimi, kurioje greitis
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pasiskirsto tolygiai. Panasy rezultata gavo [21] saltinyje (3.9 pav.).

Kaip zinia, egzistuoja trys pagrindinés smegeny aneurizmos gydymo taktikos:
atviras chirurginis gydymas, t.y. kabutés uzdéjimas, endovaskulinis gydymas j ane-
urizmos maisa jvedant spirales ir konservatyvus gydymas (steb¢jimas). Siame darbe
bus sumodeliuotas pirmo gydymo budo gaunamas rezultatas.

Taigi, uzdéjus kabute ant iSsiplétusios kraujagyslés lieka nedidelis elipsés for-
mos iSsikiSimas (3.8 pav.) su Zymiai mazesniu spinduliu. Kraujo tekéjimo greitis

arterijoje tampa normos ribose, ir sumazéja insulto rizika.
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3.8 pav.: Pazeistos aneurizmos arterijos kraujo tekéjimo greicio pasiskirstymas po

operatyvaus gydymo. Niutoninis modelis.

Aneurizmos kaklelio klipsavimas (kabutés uzdéjimas) atviros operacijos metu
nuo seno daugelio neurochirurgy laikomas pagrindiniu sios patolo gijos gydymo me-

todu. Tuo tarpu endovaskulinis aneurizmy gydymas pirma karta pradétas taikyti
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1974 m. Taciau tuo metu jo efektyvumas buvo ganétinai menkas, nes aneurizmy
embolizacijai buvo naudojami specialus ,balionéliai“. Modernioji endovaskulinio
gydymo era prasidéjo 1995 m., kai JAV aneurizmoms gydyti patvirtino specialias
spirales. Endovaskulinis aneurizmy gydymas pirmiausia buvo jtrauktas tik kaip eks-
perimentinis metodas, skirtas pacientams, kurie nebuvo tinkami kandidatai atvirai
operacijai. Tik po deSimtmecio iSsamiy tyrimy endovaskulinis aneurizmy gydymo
budas tapo pripazintas kaip saugi ir tinkama alternatyva chirurginiam aneurizmy
gydymui. Antra vertus, endovaskulinis aneurizmy gydymas kartais buna techniskai
nejamanomas dél nejprasto smegeny krauja gysliy vingiuotumo ar dél aneurizmos
formos, kuri neleisty spiralei stabiliai pasilikti aneurizmos viduje. Skai¢iuojama, kad
su tokiomis problemomis tenka susidurti 5 — 14, 5% atvejiy. Sis skaic¢ius mazéja dél

naujausiy endovaskuliniy technologiju [16].

3.9 pav.: Kraujo tekéjimo greicio pasiskirstymas esant galvos smegeny aneurizmai

Yra darby, pavyzdziui [22], kuriuose atliekami skaiciavimai COMSOL Multiphy-
sics programine jranga butent endovaskulinio gydymo atveju. Taciau juose greicio
pasiskirstymas gaunamas panasus, kaip ir pries operacinj gydyma, todeél Siame darbe

tokio tipo modeliavimas nebuvo atliekamas.
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4 skyrius

Isvados ir tolimesni veiksmai

Atliekant modeliavimg gautos iSvados:

o Modeliuojant kraujo tekéjimo greic¢io pasiskirstyma arterijose nestacionariu
dvimaciu atveju gaunama, kad liumeno centre greitis didziausias, o palei krasta

maziausias;

o Esant aterosklerozei ir trombozei salia atitinkamai plokstelés ir kresulio kraujo
tekéjimo greitis zenkliai padidéja. Apskaiciuoty ir ultragarsu gautus rezultatus

galima lyginti ir tokiu budu nustatinéti stenozes stadija;
o Esant trombozei salia kresulio atsiranda turbulencija;

o Esant aneurizmai kraujo tekéjimo greitis nepazeistoje dalyje islieka normos

ribose, o aneurizmos viduje labai mazas;

o Modeliuojant kraujo tekéjimo greicio pasiskirstyma galima naudoti Niutoninj
arba Karo modelj, taciau abiem atvejais gaunami labai panasus rezultatai,

vadinasi kraujo tekéjimo greic¢iui nustatyti tinka ir Niutoninis modelis.
Tolimesniuose darbuose planuojama:

» Sumodeliuoti kraujo tekéjimo greicio pasiskirstyma esant kraujagysliy patolo-

gijoms trimaciu atveju;
o Istirti slégio jtaka hemodinamikos patologijoms;

o Sumodeliuoti smulkesnes kraujagysles naudojant neniutoninius modelius.
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Computational fluid dynamics of the hemodynamic disorders

Summary

This thesis analyses the methods of solving Computational fluid dynamics (CFD)
problems with COMSOL Multiphysics software. The mathematical theory of Navier-
Stokes equations and three main diseases of the blood vessels such as atherosclerosis,
thrombosis and aneurysm are described. Then three main diseases of the blood vessels
are analysed to research the blood flow velocity. The calculated result of the blood flow
velocity in each model is compared with the blood flow velocity examined by ultrasound.

The results of two main CFD models such as Newtonian and Carreau are compared either.
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