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SAKNIES IS DVIEJU IRACIONALUMO JRODYMAI

Santrauka

Siame darbe aptariama 3aknies i§ dviejy iracionalumo jrodymai, pateikiami tiek konstruktyvis,
tiek priestaros metodu jrodymai. [rodymais supazindinama su skirtingi matematikos teorijos aparatai
skirtingose matematinése sferose. Taip pat supazindinama su iracionaliais ir racionaliais skaiciais,
naudojama matematiné kalba apibréziant Sias dvi sgvokas. Kai kuriuos rezultatus galime taikyti ir
platesn¢je aibiy uzdaviniy, pavyzdziui bendrai sveikojo skaiCiaus iracionalumo jrodymams, ar net

kitiems uzdaviniams.

Raktiniai Zodziai: racionalumas, iracionalumas, $aknis

PROOFS THAT SQUARE ROOT OF TWO IS IRRATIONAL

Abstract

In this work, | discuss about proofs that square root of two is irrational. Some proofs are
constructive and others by contradictions. The main portion of this work shows different mathematical
apparatus’s and how they apply solving irrationality problem. Secondly, | introduce with irrational
and rational numbers and how they are defined in mathematics as well as the history of irrational
numbers. These results that you find in this text are applied for solving different problems or solving

any integer number irrationality.
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Jvadas

Pirmiausia yra supazindinama su iracionaliais ir racionaliais skaiciais Hipaso ir Dedekindo indeliu
randant ir apibréziant iracionaliuosius skaicius. Taip pat Siame darbe susipazindinama su skirtingais
matematikos aparatais, kaip jie funkcionuoja sprendziant matemating problema: Saknies i$ dviejy
iracionalumo jrodymas. Parodoma, kad ne tik prieStaros metodu galima spresti $ig problema, bet ir
matematinés analizés priemonémis galima konstruktyviai rasti sprendimg. Taipogi, sukonstruotos

iSvados parodo, kad tuo paciu principu galima spresti ir platesnius uzdavinius.



Skaiciaus iracionalumas

Spéjama, kad pirmasis atradgs iracionaliuosius skaicius yra pitagorininkas Hipasus. Jis penktajame
amziuje pateiké skaiciaus Saknis i§ dviejy iracionalumo jrodyma. Jdomus faktas, kad Pitagoras vengé
iracionaliyjy skaiciy, nes jy egzistavimas neatitiko jo filosofiniy paziury. Kitas zymus matematikas
siejamas su iracionaliy skaiciy atradimu — Euklidas. Savo knygoje ,,Pradmenys® pateiké geometrinius
Saknies i§ dviejy iracionalumo jrodymy. Toliau Ri¢ardas Dedekindas XX a. iSplété iracionalumo
sgvokg apibrézdamas visus realiuosius skai¢ius kaip Dedekindo pjtivius.

Tai kas yra iracionalusis skai¢ius? Pirmiausia reikéty kalbéti apie racionaliuosius. Racionalieji yra

skaiciai, kuriuos galima iSreiksti trupmena s , kur skaitiklis p yra sveikasis skaicius, o vardiklis q

nelygus nuliui sveikasis skai¢ius. Akivaizdu, kad bet kuriam racionaliam skai¢iui galima surasti
skaiCius p ir q tokius, kad p ir g neturéty bendro daliklio. Kita vertus iracionalieji skaiciai yra skai¢iai,
kurie néra racionalieji, t.y. neegzistuoja, tokie sveikieji p ir g, kur q nelygus nuliui skaiciai, kad

iracionalus skaicius lygty s.



Geometrinis jrodymas

Pasinaudosime Pitagoro teorema, $i teigia, kad staciojo trikampio statiniy ilgiy kvadraty suma yra
lygi jzambinés ilgio kvadratui. Imkime statyjj trikampi, kurio abiejy statiniy ilgiai bty lygis 1, tuomet
jzambinés ilgis: V12 + 12 = +/2. Jeigu V2 yra racionalusis, tuomet 3a,b sveikieji, kur b nelygus
nuliui, tokie , kad v2 = %. Parinkime maziausius a ir b. Tuomet trikampj, kurio abiejy statiniy ilgiai
yra 1, galima suvesti j trikampj, kurio visy briauny ilgiai yra sveikieji skaiciai. Pavyzdziui jeigu

2
padidinsim kiekvieng briaung b karty, nes 12 + 1> = V2 = 2, todél b2 + b2 = a?.

I$ Sio brézinio matyti, kad galima sukonstruoti mazesnj statyjj trikampj, kurio statiniai yraa — b ir
jzambiné 2b — a. Vél gi pagal Pitagoro teorema: (a — b)? + (a — b)? = (2b — a)?, todél 12 + 12 =

_ (2b-a)?
" (a-b)?

= \/fz. Kadangi a — b < a, tai gauname priestara salygai, kad a parinktas minimalus. Sio

jrodymo idéja galima rasti A. P. Kiselev geometrijos vadovélyje.



Algebrinis jrodymas

Siam jrodymui prireiks pagrindinés aritmetikos teoremos, kuri sako, kad kiekvienas sveikaji

skai¢ius galima vieninteliu baidu iSreiksti pirminiy skai¢iy sandauga.
n=p;'py P

Tarkime V2 yra racionalus, tada pagal apibrézima 3a, b sveikieji skaiéiai, kur q nelygus nuliui,
tokie, kad V2 = %, tada 2b? = a?. UZzraSykime skai¢iy a ir b skaidinius pirminiais skai¢iais. Pagal
pagrinding aritmetikos nelygybé 3Ip;,q; — pirminiai ir 3Ja; b; — natdralds, tokie, kad a =
pHpd - pam it b = gl ql? -+ qb¥, i% skaidiniy matyti, kad a? ir b2 turés lyginj skaiciy pirminiy
dalikliy, ta¢iau tada 2b? turés nelyginj skai¢iy pirminiy dalikliy, bet tai juk biiti negalim, nes 2b? =
a?. Todél priestara jrodo, kad v/2 yra iracionalus.

Kitas algebrinis jrodymas remiasi ziedo algebra. Tarkime W = a + bv/2, a, b sveikieji. Akivaizdu,
kad W yra uzdara aibé sandaugos ir sudéties operacijy atzvilgiu. Pazymékime a = (V2 — 1),a € W.
Akivaizdu, kad 0 < a < 1ir

ak -0

Jkai k — oo. Tarkime +/2 racionalus, tuomet 3p, q : V2 = s. I$ to kaip apibrézéme W iSplaukia:

eq+fp

=

ak=e+fV2 =

Q| =

Priestara.



Analizinis jrodymas

Tarkime funkcija f:R — R, tokia, kad f,(x) = x(+/2—1)". Kiekvienam tagkui x € R,
akivaizdu, kad f,(x) — 0 ,kai n — oo, nes 0 <2 —1 < 1. Tarkime /2 yra racionalusis, tuomet

3a, b sveikieji, b nelygus nuliui, tokie, kad v2b = a. Tuomet kiekvienam n yra teisinga:

n—1

n
(\/E)nb _ { 22b ,kain — lyginis
22 p,kain — nelyginis

Abiem atvejais (\/f)nb yra sveikas skai¢ius, tuomet pagal Niutono binomo formule:

Z—1)"h = Z <(Z) \/E”(—1)n—kb> €
k

,NeS sUMos nariai visi yra sveikieji skai¢iai, bet tuomet, kadangi 0 < (v/2 — 1) ™b, todél gauname

priestarg, kad f,,(x) — 0.



Irodymai remiantis skaiciy teorija

Vienas tikriausiai paprastesniy jrodymy Saknies i§ dviejy iracionalumo jrodymy. Tarkime v2 yra
racionalus, pagal apibrézima, 3p,q sveikieji skai¢iai, kur q nelygus nuliui, tokie, kad v2q = p.
Parinkime p ir g, kad neturéty bendry dalikliy, tuomet pakéle abi lygybés puses kvadratu turésime:
2q* = p?. Kadangi 2 dalina 2¢?, tai 2 dalins ir p2, todél ir p dalinsis i§ 2. Pagal apibrézima, jei 2|p,
tai 3k natiiralus, toks, kad p = 2k. [state j 2q% = p? gausime g2 = 4k?, bet tada ir 2|q, o tai negali
bati, nes tuomet 2 yra bendras p ir q daliklis, priestara.

Sekantis jrodymas kiek paprastesnis. Tarkime x = +/2 yra racionalus, bet ne sveikasis skai¢ius.
Tuomet egzistuoja minimalus sveikasis skai¢ius n toks, kad xn yra sveikasis. Pazymékime m =
n(x —|x]). Kadangi 0 < x — [x] <1, tai 0 <m <n. Kadangi m = nx — n|x] yra sveikasis ir

mx = nk — nx|x] taip pat yra sveikasis, todél toks n néra maziausias, priestara.



Konstruktyvus jrodymas

Kol kas nagriné¢jome jrodymus prieStaros metodu, dabar isnagrinékime konstruktyvy jrodymo
pavyzdj. Tam mums prireiks lemos.
Tarkime 6 € R*. Tarkime egzistuoja seka sudaryta i teigiamy racionaliyjy skai¢iy Z—” tokie, kad

1, Ir s, neturéty bendry dalikliy ir

s T

Sn

-0

Sn

,kai n — co. Tuomet § yra iracionalus.

Lemos jrodymas: tarkime § = s, kur p ir g neturi bendry dalikliy. Tuomet egzistuoja daugiausia

vienas indeksas n = n, toks, kad § = . Tada, kai n > ng:

Sn

rTl
§—21
STL

_lpsnzaqml 1
q

Sn q

, kai n — oo gausime priestarg q pasirinkimui,
Dabar jrodysime, kad v/2 iracionalus. Tarkime & = /2. Sukonstruosime dvi teigiamy sveikyjy
skaiciy sekas:
The1 = Tn t 25,
Sp41 =Th + Sp

, kur ry = sq = 1. I8 indukcijos matyti, kad r;, > s,, ir 25,2 = 1,2 + (—1)™. Tuomet

1 1,2 T T
_2=‘2_L2 =2-2l|[V2 -2
Sn Sn Sn STL
Todél
n TTLZ 1
Sn V2-=2 Ss|2——|<—~=0
STl STl STl

Jkai n — oo. Pagal lema v/2 iracionalus.



Isvados

Saknies i§ dviejy iracionalumo jrodymy aibé yra plati, joje galime rasti daugelj taikomy
matematikos aparaty ir §i jrodymy aibé sudaryta ne tik i§ priestaros metodo jrodymuy, bet ir tiesioginiy,
konstruktyviy jrodymy. Be to, jrodymai, kurie tinka Saknies i$ dviejy iracionalumui galima suvesti j
bet kurio sveikojo skai¢iaus S$aknies iracionalumo jrodymg. Ar net suvesti j visai kito uzdavinio

jrodyma.
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