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SANTRAUKA

Siame darbe pristatoma H. Markowitz modernioji portfelio teorija ir jos pagrindiniai aspektai.
Darbas sudarytas i$ teorinés ir praktinés dalies. Teorin¢je dalyje paaiskinamos pagrindinés
portfelio optimizavimo sgvokos ir rodikliy apskai¢iavimo buidai. Praktinéje dalyje sudaromi 3
optimalts portfeliai - minimalios rizikos, maksimalios grazos duotai rizikai ir maksimalaus Sharpe
koeficiento. Sio darbo tikslas — parodyti, kad H. Markowitz teorija paremtas portfelio
optimizavimas gali buti pritaikytas Lietuvos jmoniy akcijoms kotiruojamoms Vilnius Nasdaq

vertybiniy popieriy birzoje.

Raktiniai ZodZiai: investicinis portfelis, optimizavimas, H. Markowitz teorija, efektyvumo

frontas, Sharpe rodiklis, kovariacijy matrica, dispersija, tikétina graza, diversifikavimas.

SUMMARY

This thesis represents H. Markowitz Theory and its main concepts. Thesis consists of two parts:
theoretical and practical application. In the first part main aspects of portfolio optimization and
methods of calculating indicators are explained. Three optimal portfolios are formed in the second
part - minimum risk portfolio, maximum return for a given level of risk portfolio and maximum
Sharpe ratio portfolio. The aim of this article is to show how H. Markowitz theory based portfolio

optimization can be applied to 10 largest stocks traded on Vilnius Nasdaq stock Exchange.

Keywords : investment portfolio, optimization, H. Markowitz theory, efficient frontier, Sharpe

ratio, covariance matrix, variance, expected return, diversification.
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IVADAS

Darbo aktualumas ir problema. Tinkamas vertybiniy popieriy portfelio pasirinkimas —
vienas esminiy zingsniy norint suvaldyti rizikas, susijusias su galimu investicijy nuvertéjimu ar
netgi jy praradimu. Ziniasklaidoje pla¢iai kalbama apie investicijy diversifikavima?®, norint
sumazinti Sias rizikas, taciau kartais, vien to, neuztenka. Patyr¢ investuotojai, fondy valdytojai,
jmonés ] pagalbg pasitelkia placiai naudojamus investicinio portfelio optimizavimo metodus,
leidzian¢ius ne tik Zenkliai sumazinti rizikas, bet ir uzdirbti norimg metine grazg. Dauguma
optimizavimo metody remiasi didZiulj perversmg pasaulyje padariusia H. Markowitz modernigja
portfelio teorija [1], uz kurig autorius 1990m. gavo Nobelio premijg. [2] Teorija teigia, kad
investicijy diversifikavimas gali sumazinti rizikg ir, pasitelkiant matematinius metodus,
maksimizuoti investicing graza. Nors prabégo daug mety, nuo 1952m., kuomet H. Markowitz
darbas buvo publikuotas, taciau pagrindinés jo id¢jos iSliko pamatu ir Siy dieny investiciniy

portfeliy optimizavimo metodams. Jo idéjos buvo iSplétotos ekonomisty W. Sharpe ir M. Miller.

Tyrimo objektas: investicinis finansiniy priemoniy portfelis, sudarytas i$ Lietuvos akcijy,

itraukty 1 Vilnius Nasdaq birzos prekybos sarasa.

Darbo tikslas: parodyti, kad H. Markowitz teorija gali biti pritaikyta Lietuvos akcijoms

formuojant optimalius portfelius.

Uzdaviniai: suformuoti ir palyginti minimalios rizikos, maksimalios grazos duotai rizikai ir

maksimalaus Sharpe koeficiento portfelius.

Tyrimo metodika: Siame tyrime naudojami literatiiros analizés bei statistinés duomeny

analizés metodai. Skai¢iavimai atlickami naudojantis statistiniu paketu R ir Excel.

! Diversifikavimas - Tai investicijy portfelio valdymo strategija mazinti rizika vienu metu investuojant j skirtinga
turta, t. y. akcijas, obligacijas, nekilnojamajj turta, kurio vertés kitimas ta pa¢ia kryptimi maZai tikétinas. [12]
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1. TEORINE DALIS

1.1. Investicinio portfelio optimizavimo uZdavinys

Yra begal¢ budy, kaip 1§ jau turimy pinigy uzdirbti jy dar daugiau. Vienas i$ tokiy bidy -
investavimas finansy rinkose t. y. investicinio portfelio kiurimas. | Google paieska jvede
»Investicinis portfelis® randame daugybe jo apibrézimy. Viename is jy aiSkinama, kad vertybiniy
popieriy investicinis portfelis — tai investuotojo turimy tam tikry vertybiniy popieriy rinkinys, jam
priklausantis nuosavybes teise. Investicinis portfelis gali bati sudarytas i$ jvairiy finansiniy
instrumenty, tokiy kaip akcijos, obligacijos, nekilnojamasis turtas, grynieji pinigai, Zaliavos,
jvairios i$vestinés finansinés priemonés (pvz.: ateities sandoriai, opcionai ir t.t...). Investuotojas,
pirkdamas vertybinius popierius, tikisi jy vertés padidéjimo per tam tikra laikg. Kadangi rinkos
néra pastovios ir bet kokias investicijas nuolat lydi vertés svyravimai, pasirinkti priemones, j kurias
bus investuojama, néra lengva. Démesio centre atsiduria du pagrindiniai aspektai j kuriuos bitina
atsizvelgti: rizika ir graza. Bet kuris investuotojas siekia uzdirbti kuo didesn¢ investicing graza su
kiek jmanoma mazesne rizika. Investiciné¢ graza gali biiti apibréziama kaip finansinis rodiklis,
parodantis per kiek laiko investicija atsipirks. Ji taip pat gali buti uzrasyta procentine israiska ir
rodyti portfelio pelninguma per tam tikra laikg. Dazniausiai pasitaikantis laiko intervalas — vieneri
metai. Taigi, pagrindiné problema, kurig bandoma spresti optimizavimo uzdaviniu yra efektyvaus
portfelio parinkimas. Efektyvus Siame kontekste reik§ rizikos — grazos santykj. Efektyvus
investicinis portfelis yra tas, kuriame, prisiimant maziausiai rizikos, gaunama didziausia galima

graza. Si bendra teorija buvo apradyta H. Markowitz darbe — ,,Portfelio pasirinkimas®. [1]

1.1.1. Akcijos

Akcijos — tai nuosavybés vertybiniai popieriai, kuriuos pirkdamas investuotojas jsigyja
nedidel¢ dalj kompanijos. Pinigai uzdirbami perkant ir parduodant akcijas birzose nuo jy kainos
prieaugio per tam tikra laika. Akcijy birzos kontroliuoja bei palengvina akcijy pirkimg ir
pardavimg. Visada, perkant, tikimasi, kad akcijy kaina kils ir ateityje bus galima jas parduoti
brangiau. Prekiaujant akcijy birzose, galimas ir atvirkS¢ias scenarijus, t. y. uzdirbti pinigus
parduodant akcijas. Tokiu atveju, investuotojas uzdirba, jei akcijy verté krenta. Visgi, nuspéti
kainy pokycius, neretai nepavyksta net patyrusiems investuotojams. Jie priklauso nuo daugybés
veiksniy, tokiy kaip: ijmonés finansiné padétis, Salies ekonomika, tam tikro ekonominio sektoriaus

rezultatai.



1.1.2. Graza

Sakykime, nusprendéme investuoti j n pasirinkty akcijy. Akcijos i kaing, laiko momentu ¢,
Zymeésime - p; (t). Skai¢iavimuose visuomet imama dienos, savaités ar ménesio akcijos uzdarymo

kaina t. y. pvz.: Apple akcijos kaina kiekvienos prekybos dienos pabaigoje:
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pav. 1. Kompanijos Apple dienos uzdarymo kainy (USD) grafikas.

Turédami Sios akcijos istorines kainas, pasirinktam periodui, galime apskaiciuoti akcijos graza
intervale nuo t — 1 iki ¢t:

_pi(®) —pi(t—1)
n®) = pi(t—-1) '

C¢ia ;(t) — i-osios akcijos graza laiko momentu t; p;(t) — i-0sios akcijos kaina laiko momentu t.

(1)

Kartais naudinga skai¢iuoti ir logaritmines grazas. Maziems p;(t) svyravimams, turime, kad
p;(t) = p;(t — 1) ir laikotarpio nuo t — 1 iki t grgza yra labai maza:

pi) —pit-1H _ p@®
pi(t—1) pi(t—1)
Nedideléms x reik§Sméms taip pat galime uzrasyti tokia aproksimacija:

ri(t) =

1=0,

log(1+ x) =~ x.
Todél, galioja

lo

pi(¢) _<1+ pi(t) 1>~ pi(t) | =D,

g = — 1= -
pi(t—1) pi(t—1) pi(t—1)

Rinkos dalyviai turi mokéti tiksliai jvertinti ir modeliuoti finansinio turto rizika ir graza.

Atskaitos taskas, modeliuojant turto grazos savybes, yra tinkamai pasirinktas tikimybinis

skirstinys — statistiné¢ funkcija, apibiidinanti visas jmanomas reikSmes ir jy tikimybes, kurias
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atsitiktinis dydis jgyja tam tikrame diapazone. Viena i$ populiariausiy prielaidy yra ta, kad
investicinio turto graZos turi normalyjj (Gauso) skirstinj. Si prielaida supaprastina skai¢iavimus.
Kadangi, kiekvienos akcijos graza turi normalyjj skirstinj, tai ir portfelio, sudaryto i§ daug akcijy,
graza, turés normalyjj pasiskirstyma. Toks atsitiktinis dydis yra pilnai apibréziamas 2 reikSmémis:
vidurkiu (tikétina graza) ir dispersija (rizika).

Apibrézimas 1. Sakysime, kad atsitiktinio dydzio X tikimybinis pasiskirstymas yra

normalusis, jei jis jgyja reiksmes is intervalo [—o0; +], o jo tankio funkcija apibréZiama:

1 _(x-w?
o(x|u, o) = \/ﬁae o2 , 0>0,—00 < u<+oo,

c¢ia p — vidurkis, a2 — dispersija. [3]
Jei atsitiktinis dydis turi normalyjj skirstinj, tai - 68% jo reik§miy patenka j vieno standartinio
nuokrypio (o) nuo vidurkio (u) intervala, 95% j du, o net 99,7% reik8miy j trijy standartiniy
nuokrypiy nuo vidurkio intervalg.

Pazitréje 1 Apple akcijy graza, i§ histogramos (Pav. 2) matyti, kad normalumo salyga
tenkinama. Be to, logaritminés grazos geriau atspindi normalumo Kkreive, nei paprastos. Todél,

Siame pavyzdyje, skai¢iavimuose patariama naudoti logaritmines grazas.

Aritmetinis Logaritminis

| /

20
|
.

Dainis
Daznis

10

o - | o - [
I T T T T 1 I T T T T 1
-0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04 0.06 -0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04 0.06

Graia GraZa

pav. 2. Normalioji kreivé ir Apple grazy tankio grafikas, imant paprastas ir logaritmines grazas.

Kaip jau buvo minéta, portfelis yra tam tikras investiciniy priemoniy — aktyvy rinkinys.
Kurdami investicinj portfelj, j ji itraukSime bent keliy jmoniy akcijas, todél turime nuspresti, kokia
portfelio dalj uzims kiekviena i§ jy. Tai ir yra pagrindiné optimizavimo uzdavinio problema.

Apsibrézkime matemating portfelio sgvoka.



Apibrézimas 2. Investiciniu portfeliu A, vadinsime aknvy A A, ..A, ir jy svoriy
(Wyw, ... wy) kombinacijg: A = A;w; + Ayw, + -+ + A,wy,. Cia wyw, ... w,, - kiekvieno aktyvo

svoris t. y. jo dalis portfelyje. Be to, tarsime, kad svoriy vektorius tenkina:

n
ZWi =1, O<w <L
i=1

Realiuose portfeliuose svoriai gali bati ir neigiami. Tai suprantama, kaip tam tikry pasiskolinty
vertybiniy popieriy pardavimas. Toks atvejis Siame darbe nenagrin¢jamas.

IS ankstesnio apibrézimo aisku, kad, portfelio graza laiko momentu t yra:

Ro(5) = ) wi 1(®).

Apibendrinant, portfelio optimizavimo uzdavinio sprendinys yra svoriy vektorius, nusakantis,
kokig dalj portfelyje turi uzimti konkretus investicinis objektas, kad graza buty didziausia,
pasirinktam rizikos lygiui. Likusioje Sio darbo dalyje tarsime, kad investicinis portfelis yra

sudarytas i§ n elementy (akcijy), kuriy grazos yra 1,15, ..., 1, it Vi, r; yra atsitiktinis dydis.

1.2. H. Markowitz modernioji portfelio teorija

Praéjusio amziaus SeStajame deSimtmetyje H. Markowitz savo darbe ,,Portfelio pasirinkimas*
apra$é Modernigjg portfelio teorija, kuri kaip mat sulauké viso pasaulio investuotojy démesio. [1]
Jo aprasytu investicinio portfelio kirimo modeliu remiamasi iki Siol. 1990m. H. Markowitz kartu
su ekonomistais M. Miller ir W. Sharpe buvo apdovanotas Nobelio ekonomikos moksly atminimo
premija. [2] H. Markowitz matematinius — statistinius analizés metodus pritaiké formuojant
investicinj portfelj ir parodé, kaip, diversifikuojant investicijas, gali buti sukuriamas portfelis su
optimalia rizika norimai grazai gauti. Diversifikacija yra apibréziama kaip procesas, kurio metu,
investuojama j skirtingus investicinius objektus, tam, kad biity sumazinta rizika [4].

Pries pasirodant jo publikacijai, investiciniai instrumentai j portfelj buvo jtraukiami jvertinant
kiekvieno 1§ jy graza ir rizikg individualiai. Buvo ieSkoma investicijy su auk$¢iausia graza ir
maziausia rizika. H. Markowitz | investicinj portfeli pazvelgé i§ kitokios perspektyvos,
parodydamas, kaip is tiesy, turéty biiti sudaromas diversifikuotas portfelis. Viena i§ Moderniosios
portfelio teorijos idéjy yra ta, kad rizika ir graza yra tiesiogiai susijusios. Norédamas uzdirbti
didesng graza investuotojas turi prisiimti ir didesne rizika. Pasak autoriaus, biitent rizikos ir grazos
santykiu turéty remtis investuotojas, formuodamas finansiniy priemoniy portfelj. Racionaliai
renkantis i§ dviejy investiciniy portfeliy, kurie, tikétina, ateityje atne§ vienoda graza, geriausias

sprendimas buity rinktis mazesnés rizikos portfelj.



H. Markowitz teorija yra paremta $iomis prielaidomis apie finansy rinkas ir investuotojus:

e Investuotojai siekia maksimizuoti laukiama/tikéting portfelio graza/pelninguma.
Matematiskai, laukiamas portfelio pelningumas — tai vidurkis, paskaiciuotas, remiantis
istoriniais investiciniy instrumenty duomenimis.

e Investuotojai j vertybinio popieriaus grazos svyravimus zvelgia, kaip | neigiamg
faktoriy, galintj turéti jtakos jy portfelio pelningumui.

e Investuotojai remiasi diversifikavimo metodu ir jtraukia j portfelj bent kelis skirtingus
investicinius objektus. Jei investuojama j akcijas — bent 2 akcijas.

e Investuotojai, vertindami galima rizikg remiasi portfelio sklaidos charakteristikomis —
dispersija ir standartiniu nuokrypiu.

e Vertindami portfelio graza per tam tikra laika, investuotojai remiasi jos vidurkiu ir
dispersija.

e Finansy rinkos yra nenuoseklios. [5]

1.2.1. Laukiama investicinio portfelio graza

Ilgo laikotarpio graza visada jmanoma isskaidyti j trumpo laikotarpio grazy suma. Be to, esant
pakankamai dideliam duomeny kiekiui, graZzos yra normaliai pasiskirs¢iusios. [6] Tai jau buvo
aptarta ankséiau. Si prielaida taikoma ir H. Markowitz portfelio optimizavimo principuose.

Kaip ir pries tai, tarkime, kad investuojame j n skaiciy akcijy. Tuomet, tikétina i-0sios akcijos
graza ateityje, laiko momentu t = m , kurig pazymésime y;, i = 1, ..., n yra:

et (o)

m-—1

b = E(rim) = @

¢ia r;(m) — i-osios akcijos graza laiko momentu m; t- laikas, t = 1, ..., m. [7]
Jei nuo konkrecios akcijos grazos pereitume prie viso portfelio ir jo charakteristiky, tuomet
analogiskai tikétina portfelio graza laiko momentu t = m gali buti apskaic¢iuota naudojantis

formule:

Up = E(Rp(m)) = Z Wi (r;(m)),

¢ia w; — i-0si0s akcijos svoris/dalis portfelyje; n — akcijy skaiéius; Rp(m) — portfelio graza laiko
momentu m.

Tikétina investicinio portfelio graza — tai apskaiCiuotas galimas investicijos rezultatas. [8]
Dazniausiai jis siejamas su tai investicijai jprasta graza, todél skai¢iuojamas istoriniy duomeny

vidurkis.
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1.2.2. Rizikos ir grazos dispersijos analizé

Rizika — tai tikimybé, kad tikétina graza nebus realizuota. Kiekvienas racionalus investuotojas
siekia uzdirbti kuo didesne¢ grazag su kick jmanoma mazesne rizika. Vis délto, praktikoje
rizikingesnés investicinés priemonés paprastai turi ir didesn¢ tikéting graza, kaip atlygj uz
prisiimtg rizika. Skirtumas tarp rizikingos investicijos tikétinos grazos ir nerizikingos yra
vadinamas rizikos premija. [9] Jei rizikos premijos nebity tik labai nedidelé investuotojy dalis
rinktysi rizikingus vertybinius popierius, nes jiems tai tiesiog neapsimokéty. Nepaisant to, galima
rasti optimalius sprendimus tarp tikétinos grazos ir rizikos. Vienas i bidy yra investicijy
diversifikavimas.

Kuriant investicinj portfelj, rizikai matuoti, naudojamos duomeny sklaidos skaitinés
charakteristikos - dispersija arba vidutinis standartinis nuokrypis jas skai¢iuojant aplink tikéting
reik§me. Aktyvo i grazos dispersija yra apskaic¢iuojama naudojantis Sia formule:

TLi(ri(t) — w)?
m-—1 ’

of =Var(r) =

Cia r;(t) - i-osios akcijos graza laiko momentu t; t = 1,..,m; u; = E(r;) - tikétina i-0si0s akcijos

graza. [1]
Standartinis nuokrypis yra Saknis i§ dispersijos, taigi $iuo atveju:
’ () — py)?
0, = O.iz — t_l(nll(_)l 1) . 3)

Dispersija ir standartinis nuokrypis parodo vidutinj atstumg tarp visy variacinés eilutés
stebéjimy (Siuo atveju grazos) ir vidurkio. [10] Be to, didesné dispersija ir standartinis nuokrypis
rodo didesneg rizika.

Standartinis nuokrypis yra Moderniosios portfelio teorijos rizikos matas. Kalbant apie toki
mata, taip pat reikalinga prielaida, kad tiriami duomenys yra normaliai pasiskirste.

Viso investicinio portfelio grazos dispersija yra apskaic¢iuojama:

n n n

o2 =Var(Rp) = Z Z ww;o;; = Z wwjo;; + Z wia?,

i=1j=1 %) i=1
¢ia 0/ — i-ojo investicinio instrumento grazos dispersija; o; i=C ov(rirj) — kovariacija tarp r; ir
;. Beto, o;; = o7. [9] Kovariacija gali biiti isreiksta per koreliacijos koeficienta:

g;j = Cov(rirj) = pijoi0j ,

¢ia p;j — koreliacija tarp r; ir r;; o; ir g; — standartiniai r; ir r; nuokrypiai.
Bendra portfelio rizika, iSmatuota pagal jo dispersija, susideda i§ sisteminés ir nesisteminés
(specifinés) riziky. Sisteminés rizikos dalis formuléje - ¥, ; w;w;o;;. Ji susijusi su kovariacijomis

tarp investicinio portfelio grazy. Kovariacijos jvertina 2-jy atsitiktiniy dydziy tiesing
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nepriklausomybe. Jei du dydziai yra nepriklausomi, jy kovariacija lygi 0. Portfeliy sudarymo
kontekste, kovariacija parodo, kad tam tikry aktyvy kombinacijy rizika, gali biiti mazesné nei
individualaus aktyvo rizika ir tuo paaiskinama diversifikacijos idéja. Formulés dalis -
YN  w?a apibrézia nesisteming rizika, susijusig su kiekvienos individualios grazos dispersija.
Investicinio portfelio grazos yra daugiamaciai normaliai pasiskirste atsitiktiniai dydziai. [1]
Teiginys 1. Daugiamatis normaliai pasiskirsciusiy atsitiktiniy dydziy (grqzy) vektorius yra
pilnai apibréziamas tikimybiy vektoriumi ir jo kovariacijy matrica.

Taigi, formules galime perrasyti matriciniu pavidalu:

Wy
W»

n \
RP=ZWiri=RWT=(r1r2r3...rn)* w3
)
Wn

O'f (712 O-IN ]1:VV1
2 ... 2

2 _\n n _ T _ o o O2N %
Op = Li=1 Zj=1 wiwjo;; =WV W = (W wy wi o wy) % ?1 2 . W3
,
Ony1 Opnz **° Oy Wn

Jei turime m laiko intervaly, tai kovariacijos formulé:

o = COU(TiT}') — ?il(ri(t) - ﬁ) (Tj(t) - ‘u]) '

Matematiné H. Markowitz modelio iSraiska:

n
max Up = max Z Wil
i=1

n

z WinO'l']' )

n
minop = min
i=1j=1

0<w;<1,i=1,..,n

n
Zwi =1.
i=1

Apibrézimas 3. Du atsitiktinius  dydzius, kuriy kovariacija lygi 0 vadinsime
nekoreliuotaisiais. Kalbant apie koreliacijg, zinome, kad tai, Kaip ir kovariacija, yra dviejy
susijusiy atsitiktiniy dydziy skaitiné charakteristika. Koreliacijos koeficientas svyruoja tarp -1 ir
1, kur O reiskia, kad jie yra statistiSkai nepriklausomi, -1 rodo neigiamg priklausomybe, 1 -
teigiama.

Teiginys 2. Jei portfelio aktyvy grgzos yra nekoreliuotos, t. y. o;; = 0, kai i # j, tada
portfelio grqzy dispersija artéja link 0, augant investicijy skaiciui n. Tai reiSkia, kad investicinis
portfelis yra puikiai diversifikuotas ir rizika mazéja. [9] Pavyzdziui, imkime w; = % tada

12



n 2 2
Zi:l 0; Omax
< ,

n2 n

n
of =Var(Rp) = Zwizaiz =
i=1

&ia Oy = max;o;. Sis pavyzdys rodo diversifikacijos praktinj pritaikyma.
Vis délto, kai investiciniy instrumenty grazos yra koreliuotos, diversifikacija turi ribas.
Teiginys 3. Dabar tarkime, kad visos grqgzos turi vienodg dispersijg - s*, o grqzy koreliacija
yra konstanta — z. Tada o;; = Cov(rirj) =zs? kai i #j ir w; =% . Tuomet portfelio grqzos
dispersija yra:

no.2 2 2 2

2
2 _::ZS S _ A S _ 2 S
aP—Var(RP)— F+ ﬁ—n(n—l)ﬁ+;—zs +(1—Z)7,

i) i=1
ir ji negali biiti sumazinta labiau nei kovariacijos vidurkis zs?. [9]

Augant portfeliui, jtraukiant j jj naujas investicijas, specifing ir sisteminé rizikos elgiasi labai
skirtingai. Butent tai ir parodo aprasyti pavyzdziai. Apibendrinant, galime padaryti tokias i§vadas:

o Jei portfelis yra gerai diversifikuotas, jam augant, specifiné/nesisteminé rizika artéja j
0.

e Jei portfelis yra gerai diversifikuotas, jam augant, sisteminé¢ rizika konverguoja j visy
investicijy pory portfelyje kovariacijy vidurkj (H. Markowitz savo darbe ,,Portfelio
Pasirinkimas* tai pavadino — kovariacijos vidurkio désniu (angl. Law of the average
Covariance).

e Sisteminé rizika néra panaikinama diversifikacijos metodu.

1.2.3. Efektyvumo frontas

Tarkime, kad investuojame j n pasirinkty akcijy i§ kuriy sudarome 3 investicinius portfelius A,
B ir C. Sig portfeliy aibe pazymékime C = {4, B, C} .

Apibrézimas 4. Jei o4 <o <o, ir ER, > ERg = ER, tai investicinis portfelis A
vadinamas efektyviu portfeliy aibés C atzvilgiu.

Moderniosios portfelio teorijos tikslas yra rasti efektyviausig investicinj portfelj, suformuotg i$
pasirinkty investiciniy priemoniy. Efektyvus portfelis yra toks, kuris atnesa didziausig grazg su
pasirinktu rizikos koeficientu arba pasirinkus norimg gauti graza, jis yra maziausiai rizikingas.
Visy jmanomy portfeliy, i$ pasirinkty aktyvy, aibé, gali biiti pavaizduota grafiskai, 0 joje jmanoma
nustatyti efektyvumo fronta.

Apibrézimas 5. Efektyvumo frontas — tai portfeliy aibés poaibis, sudarytas is efektyviy

elementy.
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Remiantis Modernigja portfelio teorija investuotojai neturéty turéti portfeliy, kurie néra
iSsidéste ant efektyvumo fronto linijos. Taip atrodo rizikos — grazos koordinaciy plokstuma

atvaizduojanti portfeliy aibe:

Efektyviis portfeliai

Negalimi portfeliai —

Neefektyvis portfeliai

v

op

pav. 3. Rizikos — grazos koordinaéiy plokstuma.

Investicinis portfelis gali bati sudarytas i rizikingy ir nerizikingy aktyvy. 4-ame paveiksle
matomas rizikingy portfeliy aibés efektyvumo frontas. Po efektyvumo frontu ,,guli* visi galimi
portfeliai. Optimalis portfeliai visuomet yra iSsidéste ant fronto linijos. Kalbant apie investicinio
portfelio sudét] ir iSsidéstyma, verta atkreipti démesj, kad portfeliai, kuriy didZiaja dalj sudaro
pakankamai saugios investicijos, kaip pvz.: skolos vertybiniai popieriai — obligacijos, bus i$sidéste
grafiko apacioje. Tokiy investicijy ir graza ir rizika yra mazesné. Tuo tarpu, portfeliai, kurie
didzigja dalimi sudaryti i8 rizikingy investicijy, kaip akcijos, bus i$sidéste auksciau.

Rizikingy investicijy graza néra Zinoma i§ anksto, o rizika niekada néra lygi 0. Tuo tarpu,
nerizikingy — graza zinoma i$ anksto, dispersija lygi 0. 5 paveiksle F zymi nerizikinga investicija,
kurios dispersija yra 0, o tikétina graza - ur. Jei 1 portfelj, Salia rizikingy investicijy yra jtraukiamos
nerizikingos, tai portfelio efektyvumo frontas kei¢iasi. Siuo atveju, nustadius rizikingy aktyvy
portfeliy efektyvumo frontg, bréziama liestiné kertanti nerizikingg aktyva F ir taip randamas,
portfeliy, turinCiy nerizikinga aktyva efektyvumo frontas. Jis 5 paveiksle pazymétas tamsesne
spalva. Portfelis, kurj lie¢ia nubrézta liestiné yra maksimalaus Sharpe koeficiento portfelis, o

liestiné vadinama kapitalo paskirstymo linija.

14



l'lP A

/ Efektyvumo frontas

v

Op

pav. 4. Portfeliy, sudaryty iS rizikingy aktyvy, efektyvumo frontas.

up 4

/ E fektyvumo frontas

\ 4

op
pav. 5. Efektyvumo frontas jtraukiant nerizikinga aktyva — F.

Portfelio efektyvumo frontas priklauso ir nuo koreliacijos koeficiento. Nagrinékime, kaip jis
keiciasi, kai turime tobulg teigiama priklausomybe, tobulg neigiamg priklausomybe ir kai jos néra.
Nagrin¢jamas objektas — portfeliy aibe A, kurig sudaro 2 rizikingi aktyvai A, ir A;,t.y. g4, >0
ir taip pat o4, > 0. Tokia aib¢ apibréZiama:

A=wA; +(1=w)4,,0<w< 1.
Tada, portfeliy tikétina graza ir dispersija yra lygi:
ta = wig, + (1 —w)py,,

0f =w?af + (1 —w)2aZ + 2wl —w)Cov(ry,,1a,) -
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[ atvejis: p(rAl,rAZ) =1.
Kai koreliacijos koeficientas lygus 1, portfelio dispersija yra
o; = w?ai + (1 —=w)?af, + 2w(l —w)ay, 0,

a5 = (o4, W + 04,(1 — w))?,

o0 vidurkis lygus

ta = wia, + (1 —w)uy,

Ha, — Ua,
= + (0) o
Ha = Ua, T4, — Op, ( A A1)

Tokiu atveju, jvairiis portfeliai, prieinami investuotojui, yra iSsidéste ant tiesés tarp portfeliy, kur
100% investuojama j A; arba 100% investuojama j A, (Pav.6).
11 atvejis: p(ry,,74,) = O.
Jei koreliacijos tarp portfelio grazy néra, tai
o; = w?a; + (1 —w)?ay,.

Galime rasti minimalios dispersijos portfelj spresdami % = 0 (zr. 1.2.5) Gauname, kad

__ %

= m.
Tuomet portfelio graza lygi

2 2
Op,Ma, T 04 Ha,

2 2
o4, + 04,

Ua =

Galimi portfeliai yra i$sidéste ant kreivés (Pav. 6) uzrasomos israiska:

%, = ok, = (0, + 9 )(0%, = o)

2 2
o4, t 04,

w =

Ha = Wiy, + (1- W)IJAZ-
111 atvejis: p(ry,,71a,) = —1.
Jei koreliacija neigiama, tai
o; =wia; — (1 —w)?a}.
IS ¢ia gauname o iSraiska:
Op = 04, W + 04,(1 —w).
Galime pasirinkti w taip, kad op = 0:
04,

w=—" -
Oy, +O'A1
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Portfelio graza tokiu atveju:

_ Op,Ha, t 0y la,

Ha =
O-Al + O-AZ

Paveikslas 6 vaizduoja galimos portfeliy aibés efektyvumo frontus atsizvelgiant j koreliacijos
koeficientg tarp portfelio aktyvy grazy. Dél koreliacijos koeficiento tarp aktyvy, galima sudaryti
portfelius, kurie bus maziau rizikingi, nei individualiis aktyvai, bet su didesne tikétina graza, nei
turime maziausig tikéting kazkurio aktyvo graza. Pasirinke norimg graza, galime rasti portfelj su
maziausia rizika tai grazai pasiekti ir atvirksciai.

Remiantis $ia teorija sudaromi ir maksimalios grgzos duotai rizikai portfeliai. Rizika, tokiu

atveju, yra fiksuotas i§ anksto zinomas skaicius.

T4, 04,

pav. 6 Efektyvumo fronto kitimas priklausomai nuo koreliacijos koeficiento.

1.2.4. Sharpe rodiklis

Lyginant jvairius portfelius, reikalingas jrankis kiekvieno i§ jy efektyvumui jvertinti. Viena i§
ilgalaikiy investicijy efektyvumo matavimo priemoniy yra Sharpe rodiklis (dar vadinamas pelno
— rizikos koeficientu). Zinome, kad investuotojui turi biiti kompensuota uz investavima j
rizikingus vertybinius popierius ir nerizikingy aktyvy nejtraukimg j savo portfelj. Sharpe rodiklis
parodo kiek papildomos grazos yra gaunama uz rizikingo aktyvo turéjima savo portfelyje. Jis yra

apskaiciuojamas naudojantis Sia formule:

Cia 1y — nerizikinga paliikany norma, up— laukiama portfelio graza, op - standartinis nuokrypis.
Didesnis Sharpe rodiklis rodo geresn;j rezultatg.

Apibrézimas 6. Sharpe rodiklis yra kapitalo paskirstymo linijos krypties koeficientas.
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Tiesés y = kx + b krypties koeficientas dar vadinamas tiesés posvyriu. Jei tiesés grafikas eina

per taSkus (x4, y;) ir (x5, y,), tai krypties koeficientas apskai¢iuojamas, naudojantis Sia formule:

Y20
xz—x1'

k

Siuo atveju, kapitalo paskirstymo linija eina per taska F, kurio koordinatés (0 ; rf) ir, tarkime, per
kazkokj taskg A, kuris Zymi portfelj, sudarytg i§ rizikingy aktyvy, su koordinatémis (o4; ). IS

¢ia gauname,

Be to, remiantis efektyvaus portfelio apibrézimu (zr.1.2.3) aisku, kad

Ha —T¢ Z.UB—Tf,
04 OB
kai gy < ogir uy = ug.

Nerizikinga paltikany norma, tai teoriné, investicijos su nuline rizika, grazos norma.
Nerizikingai paliikany normai 7y nustatyti paprastai naudojamos saugiomis laikomy Saliy, tokiy
kaip Jungtinés Amerikos valstijos, ilgalaikiy skolos vertybiniy popieriy —vyriausybés obligacijy
mokamos paliikanos. Jei portfeliy palyginimui naudojame tg patj skai¢iavimo metoda, tai

nerizikinga palikany norma gali buti ir nejtraukiama -y = 0.

1.2.5. Minimalios rizikos portfelis
Minimalios rizikos portfelis - tai portfeliy aibés elementas, turintis maZiausig dispersija
(rizikg). GeometriSkai, minimalios rizikos portfelis yra kairiausias efektyvumo fronto taskas.
Kaip ir anksciau, nagrinékime portfelj, sudarytg i§ dviejy rizikingy aktyvy:
A=wA; +(1-w)4,,0<w<1,

of =w2aZ + (1 —w)?aZ, + 2w(1 —w)Cov(ry,,7a,).

Perrasykime formule:

0f =w?aZ +1—2waZ, +w?a}, + 2wCov(ra,,1a,) — 2w2Cov(7a,, 7a,)
Norédami rasti aktyvy svorj w, kuris minimizuoty dispersija, ieSkome o i§vestinés pagal w. Taigi,

(6Z2(W)) = 2wa}, — 20% + 2waj, + 2Cov(ry,,1a,) — 4wCov(ra,, 7a, ).
Ieskome funkcijos minimumo prilygindami gautg iSvesting 0 ir spresdami lygtj w atzvilgiu.
Gauname, kad portfelio A dispersija yra minimali, kai svoris w lygus:
0, — Cov(ra,,1a,)

= 2 2 '
oy, tox, — ZCov(rAl,rAz)

18



Apibrézimas 7. Funkcijos f(x) reiksmeé f(x,) - vadinama funkcijos minimumu, kai
egzistuoja tokia tasko x, aplinka (x, — 8, x, + &), kurioje su visiems x teisinga nelygybé f(x) =
f(x3). Funkcijos minimumo tasko reiksmeé (kaip ir maksimumo), taip pat dar vadinama jos
ekstremumu.

Biitina ekstremumo sglyga: jei diferencijuojama funkcija f(x) kazkokiame taske x = x turi
ekstremuma, tai jos pirmosios eilés i§vestiné lygi 0, t. y.: f'(x,) = 0. Tadiau, tai néra pakankama
salyga, tod¢l funkcijos iSvestiné taske x, gali biiti lygi 0, taiau tame taSke ekstremumo neturéti.

Pakankama ekstremumo salyga: taSke x, funkcija f(x) turi ekstremuma, jei funkcijos
1Svestiné pereidama per taska x, keicia zenkla:

1. jei f'(x) keiCia Zenklg i§ pliuso j minusg — maksimuma;

2. jei f'(xy) keiCia zenklg i§ minuso j pliusg — minimuma.

Teorema 1. Jei taske x, funkcijos f(x) pirmoji iSvestiné lygi 0, o antroji iSvestiné f''(x;)
tasko x, aplinkoje yra tolydi ir f” (x,) # 0, tai taske x, funkcija jgyja:

1. maksimuma - kai f''(x,) < 0;

2. minimuma, kai f"'(xy) > 0.

Grizkime prie portfelio A ir raskime antrajg iSvesting:

(i) = 20% + 207, —4Cov(ra,,1a,) > 0.

IS ¢ia aisku, kad gautas taSkas 1S tiesy yra funkcijos minimumo taSkas.

1.2.6. Maksimalaus Sharpe koeficiento portfelis

Sharpe koeficientas apskai¢iuojamas naudojantis formule:
Up — T,
s, =t
Op

Norédami rasti maksimalaus Sharpe koeficiento portfel] sprendziame lygt;:
i

max Sp = .
w Op

Rasime maksimaly Sharpe koeficientg portfeliui A = wA; + (1 —w)A4,,0 <w < 1.

Pazymeékime:
r =1 =Ry, = Ry;
rz—rszAz =R,;
013 = Cov(rAl,rAZ);
01 = 04,5 Oy = Oy,;
Wy =Wy Wy =Wy, =1—w, .
Tada

SP = (W1R1 + Wsz) * (W120-12 + W220-22 + 2W1W2012)_1/2.
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IeSkome Sharpe koeficiento iSvestinés pagal w;:
1
(Sp)" = (wyRy + wyR;) * (‘E (wiof +wioj + 2W1W2012)_3/2> *

% 2wy 02 + 2wy0y5 + (WEa? + w2aZ + 2wywyoy,)” /2 % Ry,
Padauginkime gautg lygybe 18
(W202 + w2a2 + 2w, wy05) /2.
Gauname
(5p)" = (WiRy + WaRy) * (=(Wiaf + w3a5 + 2wywp015) ™ * wiaf +w,01, + Ry =
—(W1Ry + wyR) (W1 0f + wy01,)

2,2 2,2 1
wioy +wyoy + 2wiw,0y,

—(W1 Ry + WoR)) (W1 0f + wyp015) + Ri(Wiaf + wios + 2w w,0:,)
wio? + w2o2 + 2wiw,04, '

Prilyging gauta iSraiska 0 turime:

Ri(wiaf + wios + 2wyw,01,) — (WiR;y + WyR,) * (wyof +wy0y,) = 0

wZR 02 + WiR 02 + 2w,wyR 01, — W2R,0% — wyw,R 01, — Wiw,R,02 — W2R,00, = 0

W3R107 — W3 R,015 = wiw,R,07 — wiwyR 01,

wyR,05 —wyR,0f = wiRy0f — w R0, .
Atlike pakeitimg w, = 1 — wy; ir suprasting dalj lygties gauname tokig iSraiska:

2 _ 2 2
Ri03 — Ry015, = W1(R201 —Ry045 + Ryoy — R,013),

2
Ri03 — Ry01,

W1 =
2 2
Ry0f — R101; + R105 — Ry04,

_ R10} — Ry01,
R,05 + Ry0f — (Ry + Ry)oy,

Wy

Jeigu griztume prie portfelio A zyméjimy, tai gautg iSraiSka galima perraSyti:

w _ RAlo_jz _RAZCOU(RAlfRAZ)
A - .
! RAlo_jz + RAZO;‘%l - (RAl + RAZ)COU(RAI,RAZ)

Gauta maksimalaus Sharpe koeficiento iSraiska dviejy rizikingy aktyvy portfelio sudaryme.
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2. PRAKTINE DALIS

Sioje darbo dalyje H. Markowitz Modernioji portfelio teorija pritaikoma praktigkai, atrinktoms
Lietuvos akcijoms, kurios kotiruojamos Nasdaq Vilnius vertybiniy popieriy birzoje.

Remiantis H. Markowitz teorija yra sudaromi:
e minimalios rizikos portfelis;
e maksimalios grazos, duotai rizikai, portfelis;
o maksimalaus Sharpe koeficiento portfelis.

Duomenys: 10-ies didZiausiy Lietuvos jmoniy, pagal rinkos kapitalizacija, akcijos, laikotarpiu
nuo 2015/01/01 iki 2020/01/01. Reikalaujama, kad akcijos bity jtrauktos j birzos prekybos sarasa
bent 5 metus, tam, kad turétume pakankamg akcijy kainy istorijg. Skai¢iavimuose naudojamos
savaitinés akcijy kainos, kurios apskai¢iuojamos, imant 5 dieny akcijy kainy vidurkj, kadangi tiek
laiko per savaitg¢ birza yra atidaryta. Tyrime naudojami statistiniai duomenys paimti i§ Nasdaq
Baltic oficialios svetainés. [11]

Akcijy saragas: Telia Lietuva (TEL1L); Ignitis gamyba (LNR1L); Siauliy bankas (SABIL);
Klaipédos nafta (KNFI1L); Rokiskio siris (RSUIL); Linas Agro Group (LNALL); Apranga
(APG1L); Auga Group (AUG1L); Grigeo (GRGIL); Pieno zvaigzdés (PZVIL).

Imoné ir jos trumpinys Kapitalizacija
2020 (EUR)
1. Telia Lietuva (TEL1L) 786,53min.
2. Ignitis gamyba (LNR1L) 411,48min.
3. Siauliy bankas (SABI1L) 230,68min.
4. Klaipédos nafta (KNF1L) 138,29min.
5. Rokiskio siiris (RSUIL) 92,54mlIn.
6. Linas Agro Group (LNA1L) 91,39min.
7. Apranga (APG1L) 89,85min.
8. Auga Group (AUG1L) 85,96mlIn.
9. Grigeo (GRG1L) 74,24min.
10. Pieno zvaigzdés (PZV1L) 40,85min.

lentelé 1. Lietuvos jmonés ir jy kapitalizacija rinkoje. Nasdaq Baltic duomenys.
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Prielaidos, taikomos tyrimo duomenims ir investuotojo elgsenai, renkantis optimaly portfel;:

1.

Investuotojas siekia maksimizuoti gragza ir minimizuoti rizikg. Esant vienodai grazai,

renkasi mazesnés rizikos portfelj;

I portfelj jtraukiami tik rizikingi aktyvai - akcijos, t. y. tokiy aktyvy graZza — nezinoma

(laikoma, kad ji numatoma — skaic¢iuojamos tikétinos reik§més), 0 ap # 0;

Investicinio portfelio aktyvy grazos turi normalyjj skirstinj;

Tikétinos aktyvy grazos, dispersijos ir kovariacijos yra apskaiiuojamos ir zinomos

visiems investuotojams;

Kiekvienos akcijos svoris — neneigiamas skaicius.

Skolinty akcijy pardavimo atvejis bei jmoniy mokami dividendai j skaifiavimus

nejtraukiami.

2.1. Individuali rizika ir graza

Pirmiausia, pasinaudoje¢ formulémis (1) ir (2), apskai¢iuokime viduting savaiting kiekvienos

akcijos graza. I8 2 lentelés duomeny matyti, kad didZiausia graza per pastaruosius 5 metus

pasizyméjo Siauliy banko (SAB1L) ir Auga Group (AUG1L) akcijos. Jos vidutinidkai augo

0,27% per savaite. Taip pat mazai nuo §iy jmoniy atsiliko Rokiskio stirio (RSU1L) akcijos,

kuriy verté padidédavo vidutiniskai 0,25% per savaite. Zidrint j $iy jmoniy bendrus 5 mety

rezultatus matyti, kad akcijy verté atitinkamai iSaugo 251,69%, 82,91% ir 82,61%. [11] Visgi,

dalies akcijy vidutiné graza - neigiama. Imoné Pieno Zvaigzdés (PZV1L) vidutiniskai prarasdavo

po 0,17% akcijos vertés kiekvieng savaite. Siek tiek maZiau nuvertéjo Ignitis (LNR1L),
Aprangos (APG1L) ir Linas Agro Group (LNA1L) akcijos.

Akcija Graza (%)
1 SABILL 0.27
2  AUGIL 0.27
3  RSULL 0.25
4 | GRGI1L 0.15
5 TELIL 0.10
6  KNF1L 0.08
7  LNAIL -0.06
8 | APGIL -0.07
9 | LNR1L -0.08
10 PzZV1L -0.17

lentelé 2. Vidutiné savaitiné akcijy graza.

22



Nesunkiai galime apskaiciuoti ir kiekvienos akcijos standartinj nuokrypj (3), t. y. rizika,

susijusig su konkrecios akcijos pirkimu.

Akcija Standartinis nuokrypis
1 RSULL 0.55
2  APGI1L 0.38
3 PzZVIL 0.21
4 | GRG1L 0.15
5 SABILL 0.11
6 TEL1L 0.1
7  AUGIL 0.1
8 | LNR1L 0.09
9 | KNF1L 0.08
10 | LNAI1L 0.03

lentelé 3. Akcijy rizika iSreiksta standartiniu nuokrypiu.

Tam, kad portfelis biity tinkamai diversifikuotas, turime atsizvelgti ir j portfelio grazy

koreliacijos koeficientus. Investuotojui svarbu, kad vieny akcijy vertei krentant, ta pacia

tendencija nepasekty ir Kitos. PasiZitiréjus j akcijy grazy koreliacijy lentele, stiprus statistinis
ry8ys fiksuojamas 5-iose porose: SABI1L ir RSULL; SABLL ir AUGLL; LNRI1L ir PZV1L;
RSULL ir GRGILL; APGLL ir PZV1L. Visgi, didzioji dalis akcijy pory pasizyméjo neigiama arba
nedidele teigiama koreliacija.

LNR1L
SAB1L
KNF 1L
LNA1L
AUGIL

-
(U]
14
(C]
' 0.75
ool

r0.25

[-0.25
i) @@
AUG1IL . Q 05
“ @ @
-0.75

pav. 7 Koreliacija tarp akcijy grazy.
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2.2. Minimalios rizikos portfelis

Sudarant minimalios rizikos portfelj buvo siekta minimizuoti portfelio standartinj nuokrypij. 5
lenteléje pateikti gauti rezultatai. Apskaiciavus kiekvienos akcijos svorj portfelyje, matyti, kad
Grigeo (GRGLL) ir Pieno zvaigzdziy (PZV1L) akcijos j portfelj nebuvo jtrauktos. Didzigja dalj
portfelio sudaro Telia (TELLL) ir Ignitis gamyba (LNR1L) akcijos atitinkamai po 30.47% ir
29.92%. Paziuréjus, kaip atrodo tokio portfelio efektyvumo frontas (Pav. 8), matyti, kad portfelis

pasizymi mazesne rizika nei bet kuri akcija individualiai.

Akcija Svoris(%)
1| TELI1L 30.47%
2 | LNR1L 29.92%
3  SABIL 10.18%
4 KNF1L 8.40%
5| RSULL 8.37%
6 | LNALL 5.22%
7 | APG1L 4.02%
8 | AUGILL 3.41%
9 | GRG1L 0.00%
10 PzZV1L 0.00%

lentelé 4. Akcijy svoriai minimalios rizikos portfelyje.

Laukiama
graza o SABIL o AUC

o RSUIL

0.002

o GRG1L

o TELIL

0.001

o KNF1L

Optimalus portfelis
L ]

0.000

o LNATL
o APGI1L
o LNR1L

-0.001

o PZViL

0.010 0.015 0.020 0.025

Standartinis nuokrypis

pav. 8. Minimalios rizikos portfelio efektyvumo frontas.
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Portfelio rizika (standartinis nuokrypis) ' 0,706 %

Portfelio viduting savaitiné graza

Sharpe koef. (ry = 0)

0,036 %

0,035

lentelé 5. Minimalios rizikos portfelio pagrindiniai rodikliai.

2.3. Maksimalios grazos, duotai rizikai, portfelis

Maksimalios grazos duotai rizikai portfelis buvo sudaromas atsizvelgiant | maziausia savaiting

rizika pasizymincéia akcija. Gautame portfelyje vél didziagja dalj jo sudaro Telia (TEL1L) akcijos -

37.17%. Taip pat nemaza dalis turéty buti investuota ir | Ignitis gamybos (LNR1L) akcijas.

Rezultatai panaSus | minimalios rizikos portfelio rezultatus. Grigeo (GRG1L) ir Pieno Zvaigzdziy

(PZV1L) akcijy j tokj portfelj taip pat nejtrauktume. Jei pazitrétume kaip atrodo portfelio

efektyvumo frontas (Pav. 9), matytume, kad jis yra Siek tiek auk$¢iau nei minimalios rizikos

portfelis. Tokio portfelio graza yra didesné, nors islaikoma palyginti maza rizika.

Akcija Svoris(%o)
1 TELIL 37.17%
2 LNRI1L 22.60%
3 | SABILL 12.22%
4 | KNF1L 10.91%
5 RSUIL 6.68%
6 LNAIL 4.85%
7  APGI1L 3.26%
8 AUGIL 2.31%
9 GRGIL 0.00%
10 | PZV1L 0.00%

lentelé 6. Akcijy svoriai maksimalios grazos duotai rizikai portfelyje.
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Laukiama
gra¥a o SABIL © AUG

© RSU1L

0.002

o GRG1L

0.001

Optimalus portfelis o TEL1L
.
o KNF1L

0.000

o LNAI1L
o APG1IL
o LNR1L

-0.001

o PZVIL

0.010 0.015 0.020 0.025

Standartinis nuokrypis

pav. 9 Maksimalios grazos duotai rizikai efektyvumo frontas.

Portfelio rizika (standartinis nuokrypis) = 0,750 %

Portfelio vidutine savaitiné graza 0,099 %

Sharpe koef. (ry = 0) 0,119

lentelé 7. Maksimalios grazos duotai rizikai portfelio pagrindiniai rodikliai.

2.4. Maksimalaus Sharpe koeficiento portfelis
AnalogiSkai ankstesniems portfeliams sudarome maksimalaus Sharpe koeficiento portfel;.
Akcijy svoriai pateikti 8 lentel¢je. Taip sudaryto portfelio vidutiné savaitiné graza siekty 0,06%,
rizika —0,12%, o Sharpe rodiklis, imant nerizikinga paliikany normg 1y = 0 biity lygus 2. V¢l
pastebékime, kad didZzigja dalimi portfelis buty sudarytas i§ Telia (TEL1L) akcijy. Jy dalis
tokiame portfelyje - 39.55%.
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Akcija Svoris (%)

1| TELI1L 39.55%
2 | LNA1L 18.13%
3 | GRGIL 13.75%
4 | RSU1L 13.71%
5| AUGIL 8 %
6 | SAB1L 5.29%
7 | LNR1L 1.57%
8 | KNF1L 0
9 | APGIL 0
10 | PZV1L 0

lentelé 8. Akcijy svoriai maksimalaus Sharpe koeficiento portfelyje.

Portfelio rizika (standartinis nuokrypis) 0,06 %

Portfelio vidutine savaitiné graza 0,12 %

Sharpe koef. (ry = 0) 2

lentelé 9. Maksimalaus Sharpe koeficiento portfelio pagrindiniai rodikliai.



ISVADOS

Siame darbe pritaikius H. Markowitz teorija buvo suformuoti 3 optimaliis portfeliai i§
Lietuvos akcijy jtraukty i Vilnius Nasdaq birzos prekybos sarasa. Gauti rezultatai parodé 3
skirtingai suformuoty portfeliy pranasuma prie§ investavimg j individualias akcijas. Vis dél to,
H. Markowitz teorija remiasi vien grazos ir rizikos santykiu, kuris jvertinamas apskai¢iavus
akcijy grazy vidurkj ir standartinj nuokrypj. Sunku pasakyti, ar taip sudaryti portfeliai
pasizyméty efektyvumu, nes istoriniai akcijy rodikliai negarantuoja tokiy paciy grazy ateityje.
Sudarant portfelius reikéty jvertinti daugiau iSoriniy parametry (jmonés finansiné situacija,
pelningumo rodikliai, ateities perspektyvos, Salies BVP augimas ir pan.) ir nesiremti vien tik
vidurkio — dispersijos analize, nes akcijy kainai jtakg gali daryti begalé veiksniy, kuriuos sunku

nuspéti.
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PRIEDAI

Naudojamo statistinio paketo R versija - 3.6.3.

Programos R kodas:

# Naudojamos bibliotekos
library(tseries)
library(quantmod)
library(Quandl)
library(PortfolioAnalytics)
library(DEoptim)
library(corrplot)
library(dplyr)
library(lubridate)
library(tidyr)

library(ggplot2)
library(RColorBrewer)
library(scales)

library(xts)

library(readxl)
library(quadprog)
library(ROI)
library(ROI.plugin.glpk)
library(ROI.plugin.quadprog)
library(ROI.plugin.symphony)

# 1. Teoriné dalis

# Kompanijos Apple dienos uzdarymo kainy (USD) grafikas laikotarpiu
#2015/01/01 — 2020/01/01. (Pav.1)

start <- as.Date("2015-01-01")

end <- as.Date(""2020-01-01")

getSymbols("AAPL", src = "yahoo", from = start, to = end)
plot(AAPL[,"AAPL.Close"], main = "Apple™)

#Apple grazy grafikai - aritmetinés ir geometrinés grazos
AAPL. returns <- allReturns(AAPL)

AAPL.A returns <- periodReturn(AAPL][,
"AAPL.Adjusted"],period="daily',subset=NULL ,type="arithmetic',leading=TRUE)
AAPL.G.returns <- periodReturn(AAPL[,
"AAPL.Adjusted"],period="daily',subset=NULL ,type="log',|leading=TRUE)

par(mfrow=c(1,2))
aapl.histl = hist(AAPL.A returns,plot=F,breaks=30)
hist(AAPL.A.returns,main="Arithmetic", col="cornflowerblue",
xlab="returns",
breaks=aapl.hist1$breaks)
xfit<-seq(min(AAPL.A returns),max(AAPL.A.returns),length=40)
yfit<-dnorm(xfit,mean=mean(AAPL.A returns),sd=sd(AAPL.A. returns))
yfit <- yfit*diff(aapl.histl$mids[1:2])*length(AAPL.A.returns)
lines(xfit, yfit, col="red", lwd=2)

aapl.hist2 = hist(AAPL.G.returns,plot=F,breaks=30)
hist(AAPL.G.returns,main="Geometric", col="cornflowerblue",
xlab="returns",
breaks=aapl.hist2$breaks)
xfit<-seq(min(AAPL.G.returns),max(AAPL.G.returns),length=40)
yfit<-dnorm(xfit,mean=mean(AAPL.G.returns),sd=sd(AAPL.G.returns))
yfit<-dnorm(xfit,mean=0,sd=0.01)
yfit <- yfit*diff(aapl.hist2$mids[1:2])*length(AAPL.G.returns)
lines(xfit, yfit, col="red", lwd=2)
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# 2. Praktiné dalis

# Duomeny nuskaitymas i$ failo. Kei¢iam dienos duomenis i savaitinius #imdami savaités vidurkj.
# 1z. Randama paskutiné savaités diena
dd <- readxl::read_xIsx('data/data.xlIsx") %>%
mutate(wk = lubridate::week(ymd(Data)),
yr = lubridate::year(ymd(Data)),
Data_wk = pasteO(yr, ' wk ', wk)) %>%
select(-wk, -yr) %>%
arrange(Data) %>%
group_by(Data_wk) %>%
mutate(last_day_wk = tail(Data, 1))

# 27. SkaiCiuojamas savaités akcijy kainy vidurkis
ddavg <- dd %>%
summarise_at(vars(TEL1L:PZV1L), funs(round(mean(., na.rm = T), 3))) %>%
inner_join(dd %>%
select(Data_wk, last_day_wk) %>%
distinct(Data_wk, .keep_all = T), 'Data_wk’) %>%
arrange(last_day_wk) %>%
select(-Data_wk) %>%
mutate(last_day wk = as.Date(last_day_wk))

# Duomenis pasiver¢iam j laiko eilute
ts <- as.xts(ddavg %>% select(-last_day_wk), order.by = ddavg %>% pull(last_day_wk))

# Vidutinés akcijy savaitinés grazos
gg <- lapply(ts, function(x) dailyReturn(x, type="arithmetic")) %>%
bind_rows() %>%
as.data.frame

# Vidutinés savaitinés akcijy grazos %
rets <- gg %>%
summarise_at(vars(TEL1L:PZV1L),
funs(round(100*mean(., na.rm = T), 2))) %>%
gather(Akcija, Graza) %>%
arrange(-Graza)

# Akcijy dispersijos
vars <- ddavg %>%
summarise_at(vars(TEL1L:PZV1L), funs(round(sd(., na.rm =T), 2)"2)) %>%
gather(Akcija, Dispersija) %>%
arrange(-Dispersija)

sds <- ddavg %>%

summarise_at(vars(TEL1L:PZV1L), funs(round(sd(., na.rm = T), 2))) %>%
gather(Akcija, Standartinis_nuokrypis) %>%

arrange(- Standartinis_nuokrypis)

# Koreliacija tarp akcijy grazy
corrplot(cor(ddavg %>% select(-last_day_wk)), type = "upper", col = brewer.pal(n = 8, name =
"RdYIBu"))

# 2.2. Minimalios rizikos portfelis
pf <- portfolio.spec(assets=colnames(gg))

# 2.2. Portfelio apribojimai
pf <- add.constraint(pf, type="full investment") # Portfelio akcijy svoriy suma lygi 1
pf <- add.constraint(pf, type="long_only") # Akcijy svoris neneigiamas #skai¢ius

# 2.2. Portfelio tikslas - rizikos jvertinimas
pf <- add.objective(pf, type="risk", name="StdDev")
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# 2.2. Minimalios rizikos portfelio optimizavimas
rownames(gg) <- ddavg$last_day wk
portf_risk <- optimize.portfolio(R = gg,
portfolio=pf,
optimize_method="ROI",search_size=20000,trace=T)

# 2.2. Vidutinis standartinis nuokrypis - rizika
portf_risk$opt_values$StdDev*100

# 2.2. Portfelio vidutiné graza
Return.portfolio(gg,
weights=portf_risk$weights, verbose=TRUE)$returns %>%
mean*100

# 2.2. Sharpe rodiklis
SharpeRatio(
g9,
Rf =0,
p =0.95,
FUN = "StdDev",
weights = portf_risk$weights
)

# 2.2. Issaugome svorius | failg 'data/weights_var.csv'
write.csv(data.frame(Akcija = names(portf_risk$weights), “Svoris® = rev(sort(100*portf_risk$weights)),
stringsAsFactors = F), 'data/weights_var.csv', row.names = F)

# 2.2. Minimalios rizikos portfelio efektyvumo frontas
chart.RiskReward(portf_risk, risk.col = "StdDev",
chartassets =T, rp=T)

# 2.3. Maksimalios grazos, duotai rizikai, portfelis
pf <- portfolio.spec(assets=colnames(gg))

# 2.3. Portfelio apribojimai
pf <- add.constraint(pf, type="full_investment")
pf <- add.constraint(pf, type="long_only")

# 2.3. Portfelio tikslas - grazos jvertinimas, kai rizika apribota #minimalia reikSme
pf <- add.objective(pf, type="risk", name="StdDev", target = min(vars$Dispersija))
pf <- add.objective(pf, type = "return”, name = "mean")

# 2.3. Maksimalios grazos, duotai rizikai, portfelio optimizavimas
rownames(gg) <- ddavg$last_day wk
portf_risk <- optimize.portfolio(R = gg,
portfolio=pf,
optimize_method="ROI",search_size=20000,trace=T)

# 2.3. Vidutinis standartinis nuokrypis - rizika
portf risk$opt_values$StdDev*100

# 2.3. Portfelio vidutiné graza
Return.portfolio(gg,
weights=portf_risk$weights, verbose=TRUE)$returns %>%
mean*100

# 2.3. Sharpe rodiklis
SharpeRatio(
g9,
Rf=0,
p =0.95,
FUN = "StdDev",
weights = portf_risk$weights
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)

# 2.3. Issaugome svorius j failg 'data/weights_return.csv'
write.csv(data.frame(Akcija = names(portf_risk$weights), “Svoris™ = rev(sort(100*portf_risk$weights)),
stringsAsFactors = F), 'data/weights_return.csv', row.names = F)

# 2.3. Maksimalios grazos duotai rizikai portfelio efektyvumo frontas
chart.RiskReward(portf _risk, risk.col = "StdDev",
chartassets=T, rp=T)

# 2.4. Maksimalaus Sharpe koeficiento portfelis
sharp_max <- function(disp) {
sharp <- NULL
rf_asset <- rets %>% filter(Graza > 0) %>% arrange(Graza) %>% slice(1) %>% pull(Akcija)

pf <- portfolio.spec(assets=colnames(gg))

# 2.4. Portfelio apribojimai
pf <- add.constraint(pf, type="full_investment")
pf <- add.constraint(pf, type="long_only")

pf <- add.objective(pf, type="risk", name="StdDev", target = disp)
pf <- add.objective(pf, type = "return”, name = "mean")

# 2.4. Maksimalaus Sharpe koeficiento portfelio optimizavimas
rownames(gg) <- ddavg$last_day wk
portf_risk <- optimize.portfolio(R = gg,

portfolio=pf,
optimize_method="ROI")
ss <- unname(SharpeRatio(
gg,
Rf = gg %>% select(rf_asset),
p = 0.95,
FUN = "StdDev",
weights = portf_risk$weights
)

SS

}

sharp <- lapply(seq(0, 0.003, 0.0001), function(x) data.frame(StdDev = x, Sharp = sharp_max(x))) %>%
bind_rows %>%
filter('is.na(Sharp))

# Sharpe koeficientas priklausomai nuo rizikos kitimo
ggplot(sharp, aes(x=StdDev, y=Sharp)) +
geom_line()+
scale_x_continuous(breaks = seq(0, 0.003, 0.0005)) +
labs(x="Laikotarpis", y = "Sharpo koef.")+
theme_minimal()

# Maksimalaus Sharpe koeficiento portfelio svoriai ir rodikliai apskai¢iuoti naudojantis Excel programa.
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