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Rymano ¢-funkcijos logaritmineés iSvestinés realios dalies jverciai

kritineje juostoje

Santrauka

Siame darbe nagrinéjama Rymano Xi funkcijos logaritminés isvestinés realioji dalis srityje % <o <

1

1, kai ¢ = oo. Nustatomi apatinis ir virSutinis jverc¢iai funkcijai Re p

kur sumuojami ((s)
nuliai, esantys tieséje s = 1/2 4 it. Taip pat, nagrinéjami atvejai, kai Re %(8) > 0 ir Rymano

hipotezé nepasitvirtina trimis skirtingais scenarijais.

Raktiniai zodziai : Rymano Xi funkcija, Rymano Dzeta funkcija, logaritminé iSvestiné, realios

dalies jverciai.

Bounds for the real part of the logarithmic derivative of the

Riemann {—function in the critical strip

Abstract

In this work, we examine real part of logarithmic derivative of Riemann Xi function for % <o<1

when t — co. We set upper and lower bounds for Re > ﬁ where the sum runs over the zeros of

P
((s) on the line s = 1/2+1it. We also investigate scenarios of Re %’(s) > 0 when Riemann hypothesis

fails by three different cases.

Key words : Riemann Xi function, Riemann Zeta function, logarithmic derivative, bounds of the

real part.
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1 Jvadas

Pirminiy skai¢iy pasiskirstymas yra vienas i§ sunkiausiy matematiniy uzdaviniy, kuris
sprendziamas iki Siol. Euleris [3] sugebéjo padaryti proverzj pirminiy tyrime, atrasdamas

ry$j tarp Rymano ((s) funkcijos, kuri uzrasoma harmoninés eilutés pavidalu

o

1
C(S):ZE’ ias=o+1it,o0>1

n=0

ir pirminiy skaiciy

1
) =Il7—= (1)
-Pp
P
¢ia p Zymi pirminius skaicius. Pagal lygybe (1) galime pamatyti, kad ¢-funkcija negali buti
lygi nuliui, kai Re(s) > 1 (kadangi kiekvienas sandaugos narys artés j 1 is virSaus, kai p~*

didés). Taip pat, zinoma

¢(s) = 2°7° Lsin (g)M —§)C(1—s), 2)

['(s) :/ ¥ e *dx, Re(s) > 0.
0

I8 funkcinés lygties (2) galima pastebéti, kad ((s) funkcija jgis nulius, kai sin (%) =0, o tai
bus, su kiekvienu neigiamu lyginiu sveikuoju skai¢iumi s. Teigiamiems lyginiams sveikiesiems
skaiciams, ((s) reiksmé nebus lygi nuliui, kadangi I'(1 — s) bus paprastas polius. Visi Sie
funkcijos nuliai, esantys Re(s) < 0, vadinami trivialiais. Nuliy iSsidéstymas srityje 0 < o < 1,
kuri vadinama kritine juosta, néra zinomas, tac¢iau Rymano hipotezé teigia, kad {(s) funkcijos

nuliai, esantys kritinéje juostoje yra ant linijos s = 1/2 + it, vadinama kritine tiese. Darbo

metu tirlama Rymano &-funkcija, apibrézta kompleksiniams skai¢iams s = o + it,

() = 5(s = D *T(s/2)¢(s),

kur ((s) zymi Rymano (-funkcija. Sios funkcijos nagrinéjimo svarba kyla is to, kad tiek
Rymano ((s), tiek £(s) funkcijos turi tuos pacius nulius kritinés juostos srityje. Rymano Xi

funkcija taip pat tenkina sarysj

§(s) = &(1—s),



kuris lemia funkcijos simetrija tiesés Re(s) = 1/2 atzvilgiu. ¢-funkcija taip pat tenkina
lygybe £(s) = £(3), todél jei taskas s; = B + iy yra &(s) nulis kritinéje juostoje, tai tuomet
taskai s = 0 —iv, s3=1— (B +i7y) ir s4 = 1 — (8 — i) taip pat bus {-funkcijos nuliai. Be
to, 8ig funkcija galima perrasyti kaip begaline sandauga, pavidalu
s 1 5
f6 =0T (1-2) =3I (1-3).

p p P p

¢ia p zymi visy netrivialiy ((s) funkcijos nuliy junginiy poras didéjant pagal menamaja dalj.
Tuomet & funkcijos logaritminé iSvestiné bus lygi
¢ 1
£ = >

Y
S —
p P

¢ia taip pat sumuojamos junginiy poros pagal didé¢jancia menamaja dalj. Taip pat, yra
zinoma, kad (ziureti Hinkkanen [6])
5/
Re E(s) > 0, kaiRe(s) > 1 (3)
ir Rymano hipotezés teisingumas yra ekvivalentus salygai

!/

Re E(s) > 0, kai Re(s) >

DN | —

Tyrinéjant Re %(5), Lagarias [7] jrodé, kad nagrinéjamos funkcijos infimumas jgyjamas
realios dalies tieséje, kuomet o > 10. Sis rezultatas véliau buvo patobulintas su ¢ > 1
(ziuréti Garunkstis [4]).

Siame darbe nagrinéjama Rymano £ funkcijos logaritminé iSvestiné, norint praplésti ne-
lygybe (3) pazyméta teigiamos srities ploty ir priartéti prie salygos Re(s) > 1 kaip jmanoma
arti. Siuo metu Zinomas rezultatas apie Re(%’(s)) teigiamumo sritj yra pateiktas Teorema

1.1 ir Lema 1.2. Darbo tikslas yra praplésti teigiamumo sritj, kuri nurodyta Teorema 1.1.

Teorema 1.1 (Matiyasevich, Saidak ir Zvengrowski). &-funkcijos modulis yra didéjantis
pagal kiekvieng horizontalig tiese, einancig per atvirg desinés pusés pusplokstume, kurioje
néra &-funkcijos nuliy. Panasiai, modulis yra maZéjantis pagal kiekvieng horizontalig tiese,
einanciq per atvirg kairés pusés pusploktstume.

Jrodymas. Zitréti Matiyasevich, Saidak ir Zvengrowski [10] O
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Lema 1.2. Tarkime, f yra holomorfiné funkcija atviroje apibréZimo srityje ir neidentiska
nuliui. Tarkime, kad Re(f'(s)/f(s)) < 0 kiekvienam s € D tokiam, kad f(s) # 0. Tuomet
|f(s)| yra grieztai mazZéjanti priklausomai nuo o € D, t.y., kiekvienam tokiam sy € D
egzistuoja toks & > 0 toks, kad |f(s)| yra grieztai mazéjanti priklausomai nuo o intervale
tarp so — 9 ir so+ 9.

Atvirksciai, jei |f(s)| yra mazéjanti priklausomai nuo o € D, tuomet Re(f'(s)/f(s) <0
kiekvienam s € D tokiems, kad f(s) # 0.

Irodymas. Ziuréti Matiyasevich, Saidak ir Zvengrowski [10] O

Taikant integravima dalimis, darbe nustatytas apatinis ir virSutinis réziai srityje 1/2 <
o < 1, kai t — oo {-funkcijos realios dalies logaritminei iSvestinei, sumuojant ((s) nulius,
esancius tieséje = 1/2 + it. Gautas apatinis jvertis tvirtina, kad Re(f'(s)/f(s) islieka
teigiama, asimptotiskai arti kritinés tiesés, nepaisant galimo netrivialiy nuliy egzistavimo
aplink kritine tiese. Skyriuje 2.3 nagriné¢jami atvejai, kai Rymano hipotezé nepasitvirtina,

t.y. egzistuoja netrivialieji nuliai ne ant kritinés tiesés ir tiriamas teigiamos srities plotas.

Sekancioje teoremoje pateikta pagrindiné gauto jvercio formuluoté.

Teorema 1.3. Tarkime, kad 1/2 < 0 < 1, 0 a = 0 — 1/2. Taip pat, tarkime, kad c Zymi
dali ((s) funkcijos nuliy, esanciy ant tiesés s = 1/2 +it, o

(a2 + 0.25)

A(t) = —4.408 + mlog (0.358t) -
® s (0.3580) - 0

—0.341og (1),

— t+1 4.008 4+ 0.34 log (t
B(t):ﬂ- a+log< + >+ + . Og()_
a 2w a
Tuomet
20¢_4(0) <R 3 < 2ac- B(t)
_ e E— ac -
a? +0.25 s—0p ’
p=1/2+iy
kai t — oo.

Pastaba: F-jos A(t) ir B(t) yra negrieztai augancios logt greiciu, kai t — 0o.

Teoremos jrodymas pateiktas praktinées dalies skyriuje.



2 Rymano Xi funkcijos vertinimas

2.1 Pagalbiniai teiginiai

Lema 2.1 (Sumavimas dalimis). Tarkime {a,}3>, yra kompleksiniy skaiciy seka ir f(u) yra

tolydziai diferencijuojama funkcija intervale [1,z]. Jei A(u) =3 _, an, tuomet

S anf(n) = A@)f(z) - / " A(u)f (u)du.

Jrodymas. Ziuréti Murty [§] O

Lema 2.2. Tarkime N(t) yra funkcijos ((s) nuliy skaicius staciakampyje 0 < o < 1, 0 <

t<T. Jeo'T > e, tuomet

T T 7 25
N(T)— —log— — =| <0.17logT + 1.998 .
(1) = grloe g — 5| < OATlos T 1998+ 7o
Jrodymas. Ziuréti Trugdian [9] O

Lema 2.3. Tarkime t > 1, tuomet

< arctant < ©
arctan —_ - —
2 2

o
SO

Irodymas. Vertinant is apacios, turime

T /°° dz /t dz +/°° dx - ; t+/°°dx ; t—i—l
- = = arctan — = arctan -
2 o 1422 o 1+22  J, 1422 . 2 t’

tuomet, vertinant is virSaus

/°° dx /t dx +/°° dx - ; t+/°° dx " t—{—l
= = arctan ———— = arctan —,
o 1+ a2 o 1+22  J, 1422 ¢ 2+ 2t

ol 3

Irodymas. Vertinant is virSaus, turime

(b2 B ZL‘Q)Z _ (b - QZ)Q (b+ l,)2
a? + b2 + 22 a? + b2 + 22

<(b—x)2(1+2é)<2.<b_x)2.

2bx

W% + 2bx + 2
L o)
b + 22

_ 2
EECE U

< (b—1x)



Tuomet, vertinant i$ apacios
(b2 — 22)?
a? + b2 + a2

(b+x)?

WU + 20z + 2
a? + b2 + a2

= (b—1x)?
( ZL’) (12+b2+l‘2

=(b—1x) >1-(b—x)2.
]

Lema 2.5. Tarkime, kad a =0 —1/2, kai 1/2 <o <1,b>0, k > 0 bei a®> < 2bk. Tuomet

2a a a 2a
Za2+0.25+2(b—k)2 <Z(a2+(b—k)2+a2+(b+k)2) <Za2+(b—k)2 (4)

k>0 k>0 k>0

Irodymas. Pirmiausia, perraSius nelygybeés (4) vidurinj nelygybés narj pavidalu gauname

a a @ Falb+k)?+ad®+alb—k)?
Z(a2 + (b—k)? TaT (b+ k)Q) B ; (a® 4+ (b—k)?)(a®+ (b+ k)?)

Z 2a° + ab® + 2ac® 4 2abc — 2abc Z 2a(a* + b* + k?)
= D

k>0

a + b2 + k;Q) + 0,2(62 + k2) + <b2 _ k2)2 o

at + 2a2b? + b + k4 — 2b2%¢2
k>0

2a 2a
§ a?(a2+b2+k2) i a?(b2+k2) (b2—k2)2 § 9 4 a?(b2+k2) i (b2—k2)2
k>0 a?2+b24k? a?+b2+k? a?+b2+k? k>0 4 a?+b2+k? a?+b2+k?

tuomet vardiklyje gautg koeficientg Ziﬁj fzg galime palyginti i8 abiejy pusiy. Kadangi a =

oc—1/2,kur 1/2 < o <1, tai a® € (0, 1) bei

2 b2 /{32
0< 2 (" + &) < —, atitinkamai, kai b* + k* — 0 ir b* + k* — oo,

@+ +k2) 4

tuomet turésime

D= D Mo ey Rt IR D =
b2—k2)2 2 Ay 2 2 b2—k2)2
k>0 a2+0-25+m =0 ¢ +HO—k? a4+ (0+k) k>0 a2+m

pasinaudojus Lema 2.4 ir jvertinus % i§ abiejy pusiy, gauname nelygybes

> rom B S aom
ko 07 0.25 4 % >0 @* T 025 +2(b— k)

ir

2a 2a
D D

2
>0 Ot o k0



Lema 2.6. Tarkime, kad a,t yra fiksuoti ir a,t > 0. Tuomet

/oo 2% 1 (mtv/b) /\/a + log (%)
. a’+ '

 dr =
t—az2 7 2(a + bt?)

o 1 1 © 1
/t a+b(t —a)? 'de:/t (a+b(t—x)2)(t—t+:v)d"”

e 1
= _/t @b —ai -ttt

_ [T bt + b(t — x) 1
a _/t (b(t —z)?(a + bt?) + a(a + bt?) * tla+bt2) — (t— z)(a + bt2)> d(t — z).

Toliau integralg iSskaidysime j tris mazesnius ir nagrinékime kiekviena is juy

> bt % —bt
V- a0 = o (e

—bt & 1
= d(t —
) = e

W a [* 1 b\ \/_tarctan \[Etfgﬁ) >
B
h bu _ —log(a+b(t —)?)|"
A e e AU e = e
V- ) e e ), e
logx |
T a+ bl
todel,
oo 1 1d B log (ﬁ) (2\/_tarctan >/\/_
/t a+b(t—m)2.5x_ 2(a + bt?) t
(vt/B)/v/a +log (£)
- 2atbir)

Lema 2.7. Tarkime, kad t fiksuotas irt > 0, tuomet

lim log (z) + (t — z) log (x — t)

= 0.
T—00 (t — LC)

8



Irodymas. Patikrinkime ribg is virSaus

zlog (x) + (t — x)log (x — t) _log (- 2™y - log ()
(R N e )

lim

T—00

Kadangi turime ribas formatu 2, galime taikyti I'Hospitalio taisykle

log (z') i ¢ 1

1 — lim ~ 0.

Patikrinkime riba is apacios

zlog (x) + (t — x)log (x —t) - lim log ((z — )@ . (z — t)=2))

lim

T—00 t—

= lim
Z—00 (t —x

~—

Lema 2.8. Tarkime a,~y; fiksuoti ir a,~v; > 0, tuomet

o x 2a 1

Jrodymas.
> 2a 1 x 2a
—————dx = log|—)——F——=d
/ 2+ (t—a)2 L Og<27r>a2+(t—x)2 o
2a
1 ————dx:=A+B
. g<27r>a T (g AT

1 x 2a t+1 s 2a
A= 1 5 1 - - dz=
Ll 0g<27r> 21 (t— )2 x<0g(2w)/m 2t (t—a2

t+1 1 t—
= log (L) {2 arctan (—) + 2 arctan ( %)} <21 — 2a.
2m a a




Skaiciuojant antrajj narj B, taikoma Lema 2.7
o x 2a o0 x 2a
B = log ( — ) 5—F—d log (—)———dz =
/t+1 08 (27r>a2+ (t—x)? v /t+1 8 (27r> (t —x)? v
(t — 2)log (z — t) + t(—log (27)) + zlog (z) |
tt - =) t+1
(—1)log (1) + t(—log (2m)) + (t + 1) log (t + 1)}
t(—1)

~ 2. Kl+%> log (¢ + 1) —1og<2n>] |

2a -

= 2a- {O—

Lema 2.9. Tarkime a,v; > 0 bet t > 1. Tuomet

/ool (m) 2a dr > 1 (71t> am
(o) —_ xXr (0] .
B\ @025 2t — a) 5\ 2n)y 2(a® 1 0.25)
gi! a
] <_) .
8 27 t— 1

Irodymas. 18 apacios vertinam pritaikius Lema 2.3

/Ool <x> 2a d /tl (a:) 2a ot
(0) -— r = (o) -— i
B2 1025+ 2(t — 2)? *\or) @@ 1025 + 2t — 2)?

71

e T 2a
1 <_> d — Alow Blow.
/t B\ 1025+ 20t —a)2 " *

Vertiname A'“ narj pritaikius Lema 2.3

t 2a " t 2a
Alow / log <£> dx > log <—> / dx
" 2m/ a?+0.25 + 2(t — x)? 2w/ ), a*+0.25 4+ 2(t — x)?
t
— 2(t — 2(a? 2
~ log <£>-2a arctan (2(t — z)/+/2(a® + 0.25))

2(a? +0.25)

l) . 2a T 2(a? +0.25)
27 2(a®+0.25) \ 2 2(t —m)
"

)'m_bg(;—;)'ﬁ‘

10



Vertinant antrajj B'°* narj

2a t > 2a
Blow . 1 ( x > dx > 1 / d
/t C\oar) 21025 retrdr T~ B \or . a2+ 0.25 + ¢+ da? v
1 < t ) ) —arctan (2(t — x)/+/2(a? + 0.25)) |
=log|(— | 2a
t\2n 2(a® + 0.25) :

>lo<t)2a m/2 —lo(t> an
t\2n 2(a? 4 0.25) ®\2r 2(a2? 4 0.25)

]

Lema 2.10. Tarkime a > 0, o vy = 14.134725..., kai ((1/2 4+ i71) = 0.. Be to, u Zymi

netrivialiy nuliy p = 8 + iy menamgsias dalis funkcijos ((s), tuomet

Zﬁ<2ﬂ'+2a {(1%—1)10g(t+1)—10g(27r)—1} +

v>0

2a 0.17 t/a — log (t*/a?
= (4008+03410g() - )+0.17a(”/6‘ o8 ( /“)>

a? + 2

[rodymas. Pritaikius tiriamai sumai Lema 2.1, turime

2a o ,
D e R (CIL L

>0

¢ia f(u) = aQHZt—“ﬂm bei N (u) zymi laiptine funkcija i§ Lemos 2.2 su atitinkamomis reik§mémis

virSutiniam ir apatiniam jverciui:

U U 25
N, = —log— +0.171 2.873 ,
o) o og 5o + ogu + + 180
25
Niow (1) = —1 ——0171 1123 — .
tow(1) = 5 - log 5 cgu 187w

Atsizvelgiant i f(u) iSvestines, kur f'(u) > 0, jei u < tir f'(u) <0, jei u >t bei Njgy(u) ir

Nyp(u) esant tolydzioms funkcijoms, turime

2a
Z—cﬂ—i—(t—u)?S_/Nl(m du—/ u)du

< u u 25
— — log — f'(u)d 0.171 1.123 + —— | f(u)d
/71 - og27ref(u)u+/%( ogu + 1123 + )f(u)u

— /t <0.1710gu +2.873 + m) f(u)du = ATP + ASP + A5

11



Vertinam narj A" i§ virSaus

e 7 ) o= s () 0+
! [n 2m ©8 2me flu)du = 2 ©8 2me fon) + 2w flu)du,
kur paskutinis integralas vertinamas pagal Lema 2.8, todél
71 M1 > log 21
My (_> 2527 £0d
2m ©8 2me fn) +/71 2 f(u)du
M M 2a 1
10g (5 ) o +2a | (1 + ~)log (t + 1) — log(2r) — 1] .
<5 log (5 a2+(t—71)2+ T+ a[( —f—t)og(—l— ) — log(27) }

Vertinam narj A3” i§ virSaus

u ' 5
A = /71 (0.1710gu—|— 1.123 + 487Tu) f'(u)du

< (f(t) = f(m)) (0.1710g (t) +1.123 + 48277571)

2a 2a
= (= - ——" ) (0.17log (t) + 1.123
(& i) (e 1z

487T’71> '

Vertinam narj A5” i§ virSaus, taikant Lema 2.6

o 2
AP = —/ (0 17log u 4 2.873 + 48—5) f'(u)du
t

(2 873 + %) £(t) = 0.17 /oo log (£) £/ () du

(2 873+%) f(t)+o.17[ ) log (1 / S }

25 \ 2a Tt — alog (t?/a?)
2. — | = 1 log(t .
( 873+48m) +0. 7{ B(t) +

O

Lema 2.11. Tarkime a > 0, o v, = 14.134725..., kur ((1/2 + i) = 0. Be to, v Zymi

netrivialiy nuliy p = B + iy menamasias dalis funkcijos ((s), tuomet

12



3 2 > —0.43 - =

— +0.25 4 2(t — )2 a? 4 0.25 4 2(t — 71)?
aT Y1 a
+ log (0.358¢) - — 1o ( ) v
B ) 2(a% 4+ 0.25) \or) T
2a

0.17
-—F | 4 341 —
a2—|—0.25( 008 + 0.34 log (t) + " )

ot (mﬂ/(\/a? +0.25) — log (£2/(a® + o.25))>

2t2 + a? 4+ 0.25

Irodymas. Pritaikius tiriamai sumai Lema 2.1, turime

2
> : / N(u
= a2+025+2t—

kai f(u) = a2+(2t—a—u)2 bei N (u) Zymi laiptine funkcija i8 Lemos 2.2 su atitinkamomis reik§mémis

virSutiniam ir apatiniam jverciui:

u u
Ny (1) = — log —— 4 0.171 2.873 ,
plu) =5 log o+ 0.17logu + * 18ru
95
Nipw(u) = —= log —— — 0.17logu — 1.123 — .
tow(t) = 5 -log 5 og U A87u

Atsizvelgiant j f(u) iSvestines, kai f'(u) > 0, jei u < ¢ ir f'(u) < 0, jei u > t bei Ny, (u) ir
N,

up(u) esant tolydzioms funkcijoms, turime

2a
W — | Nigw () £/ (u)du
Za2+025+2t—u / Y / !

2% .,
) f (u)du

:—/ —10 —f( )du—l—/ (0.17logu + 1.123 +
71 2 3

t 25
— / (0.17log u + 2.873 + I ) (w)du = Alew 4 Alew 4 Alow

7 ™

Vertinam narj A" i§ apacios

o] Oologl
Ao — [ e Y du = T o /_ d
1 /7 og — f'(u)du o) g5 — —f(mn) + o on f(u)du

13



¢ia paskutinis integralas vertinamas pagal Lema 2.9, todél

© oo L
(;;) log =2 f(71) +/ %f(wdu

2me "

. log N 2a +10g( 7t ) ' an
(2m) 7 2me a4+ 0.2542(t — )2 (2m)2 2(a? 4+ 0.25)
T P
27 t— Y1

Vertinam narj AYY i§ apacios, taikant Lema 2.6

> 25 925
Alow: 1 1 1.12 W 2 d —(1.12 ”
2 /t (0.17logu + 3+487m)f(u) u > —( 3+_487rt)f()
= 25
0.17 [ log (t)f'(u)du = —(1.123 + ——) f(t
017 [ log (07 (u)du = ~(1123-+ 22 ()
—0.17 f(t)log(t)+/ @du]
L t
25 2a
—(1.12 .
~ ( 3+487rt) a? +0.25
2 tv/2 21 095) — loo (£2/(a2 + 0.2
047 log(r) - =20, TV2/(Va2 +0.25) ~ log (i?/(a” + 0.25))
a®+0.25 26 + a% + 0.25

Vertinam narj ALY i§ apacios

t 25
Alew — _ 171 2. )
3 /71(0 Tlogu + 2.873 + 487ru)f (u)du

> —(0.17logt + 2.873 + () — f(m)) =

481y,

25 2a 2a
— —(0.17logt +2.873 - .
( ot Tt asfe 487m) (a2 1025 a2+ 025+ 2(t— 71)2)

Toliau bus pateiktas Teoremos 1.3 jrodymas.
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2.2 Pagrindinio teiginio apie jvertj jrodymas

Teoremos 1.3 jrodymas. Tarkime, kad 1/2 < ¢ < 1. Tuomet, kadangi ((p) = ((p), turime
lygybe

1 o—1/2
e 2 0T X iy

p=12riv 0 P p=1jariy
B o—1/2) (0 —1/2)
Z:(0—1/2 (t—7)+(0—1/2)2+(t+7)>'

Tuomet, pagal virSutine lygybe bei Lema 2.5, turime

2o —1/2) cRe Y 1 200 —1/2)

(0 —1/2)2 1025+ 2(t — )2 s—p (0—12F+ (i —m)?

p=1/2+ir
Tarkime, kad ¢ zymeés dalj Rymano ((s) funkcijos nulius, esancius ant asies s = 1/2 + it.
Tuomet, bendras kiekis netrivialiy nuliy N(¢), esanciy stac¢iakampyje sudarytame i§ aSiy
0 <o <1 0<t < T gali buti isreikstas kaip N(t) = ¢N(T) + (1 — ¢)N(T). Tuomet,

pazyméje a = o — 1/2 ir taikant Lema 2.10 jverc¢iui i$ virSaus rasti su ¢N(7'), turime

2o —1/2 1
(o /(tz — < 0{27 + 2a {(1 + )log (t+1) —log(2m) — 1] ™

(0 =12 + e
2 0.17 mt/a — log (#/a%)
= <4 008 4 0.34 log (t) + ; ) +0_17a< a? 4 t2

. t4+1\  4.008 +0.34logt
< 2ca + log + 2 b= 00

27r a

Analogiskai, taikant Lema 2.11 jverciui i§ apacios rasti su ¢N(7T')

2(c —1/2)
(0 —1/2)240.25 4 2(t — v1)?
2a arm
c|—0.43 - + log (0.358¢) -
{ a?+0.25 +2(t —v)? &l ) 2(a2 + 0.25)
" a 2a 0.17
1 ( ) _ 4. 34log (t) + ——L
%8 \on t—m a2+025< 008 +-0.341og () + t

—“MCM“M“W)MWM”MWN

2t2 + a2 4+ 0.25

2ac

- (a% +0.25)
a? +0.25

—4.408 + 7 log (0.358t) -
{ g ( ) 5730

—0.341og (t)} , t— 0.
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2.3 Ivercio taikymas netrivialiy nuliy pasiskirtymui
Tarkime, kad Rymano hipotezé nepasitvirtina trimis skirtingais scenarijais:
[. Egzistuoja tik vienas nulis srityje 1/2 < o < 1,t > 0,
II. Egzistuoja baigtinis nuliy skai¢ius n, kai n > 2 srityje 1/2 < 0 < 1,
III. Egzistuoja be galo daug nuliy, srityje 1/2 < o < 1.

Toliau nagrinékime kiekviena iS scenarijy atskirai. Tiriamose atvejuose tarsime, kad

a=0—1/2.

I. Tarkime yra tik vienas toks taskas s = B+ 1y, kad C(B +1)=01ir 1/2 < Bk < 1.
Tuomet, pagal Teorema 1.3 su ¢ = 1, nes yra begalinis skai¢ius nuliy, esanciy ant kritines

tiesés (Hardy [5]), turime

€0 (.1 !
ReE(S)—( 2) > (0 —1/2) + (t —7)?

p=1/2+iry
+ AU - B i AJ — B
(0=B2+(t=%)? (0—B)+(t+7)
N J—A(1—6A> c—(1-p)
(0= (1=8)2+(t=4)?* (0—(1=p)2+(t+5)?
> ﬁ [—4.408 + 7 log (0.358¢) - % — 0.341og (t)}
o—p
(0—=B)+(t-42
jel
2
— B;T)jrft T 125_25 [—4.408 + 7 log (0.358¢) - % — 0.341og (t)} (5)

ir t pakankamai didelis. Sritis (o, ), apibrézta pagal nelygybe (5) yra vaizduojama Priede A

zemiau figuroje 1.1 pilku fonu pasirinktam taskui s, = ﬁAk: + 1Y

II. Tarkime, kad yra baigtinis skaic¢ius n, kai n < k nuliy s = Bk +1vk, k=1, ...,n, tokie,

kad C(fr + iVk) = 0 kiekvienam 1/2 < B, < 1,t > 0. Tuomet, pagal Teorema 1.3 su ¢ = 1,
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turime

& 2a (a? 4 0.25)
Re = — |44 1 358t) - ~—F+——= —0.341og (t
e§<8)>a2—|—0.25 08 4 7 log (0.358t) 7730 0.34log ()
. U_Bk

R > 0,
i (0= Br)? + (6 — k)

jel

(a,t)eO{ o~ by

2 U0 = B2+ (t— i)?
—2a

- (a® +0.25)
(a® 4 0.25)n

2\/5&

ir ¢ pakankamai didelis. Sritis (o,t), apibrézta pagal nelygybe (6) vaizduojama Priede A

[_4.408 + 7 log (0.358t) - —0.341og (t)] } (6)

zemiau figuroje 1.2 pilku fonu pasirinktiems 3 taskams.

ITI. Tarkime, kad egzistuoja begalinis tokiy netrivialiy tasky s, = Bk; + 17, skaicius, kad
((sk) =0, 0 Re(s) # 1/2. Tuomet pazyméje (pagal Edwards [2| pavyzdj)

1 1
Yoo - E+§1og7r+1—1og27r = 0.023... == p1,

) P 2

kai suma skai¢iuojama jtraukiant visy netrivialiy (s) funkcijos nuliy junginiy poras didéjancia
tvarka pagal menamaja dalj bei vy = 0.577... Zzymi Eulerio konstanta. Taip pat, tarkime,

kad nuliy kiekis esantys kritinéje tieséje sudaro 0.4 visy netrivialiy nuliy, t.y. ¢ = 0.4, pagal

Conrey [1].
Kadangi
1 1
p=1/2+41iy v ﬁ:gk+7ﬂfk /6k + Yk
tuomet




Tare, kad 1/2 < B, < 1, turime

¢ 1 1
I%Z‘)‘C(“‘§> 2 (0 —1/2)+ (t—7)?

p=1/2+1iv

+§: AO—_Bk - + > AO'—B]{ i
i1 (0= Be)? + (t —9k)? 1= (0= Br)?+ (t+ k)2

+§: o— 1—ﬁk) +Oo UA—(l—ﬁAk)A
(0= B2+ (E—T0)?2 = (0= B2+ (t+ )2

2ac (a% +0.25)
> 0% 14408 + wlog (0.358¢) - YL T2 3410g (¢
a2+0.25[ + mlog (0.3581) - =72 8 (1)
7= P — >0,
i (0= B)? 4 (t = )?
jei
e U{ T —
i1 L0 = B)? + (8 —k)?
- 24025 1 :
S— [—4.408 T rlog (0358t) - YE 0B a41 (t)} LB }
a? +0.25 2v/2a 1B+ AR

ir t yra pakankamai didelis.
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3 ISvados ir rekomendacijos

Darbo metu surastas Rymano Xi funkcijos logaritminés iSvestinés realios dalies jvertis is
apacios ir virSaus pirmame kritinés juostos ketvirtyje, kuomet tasko menamoji dalis tasko
s yra pakankamai didelé, o nuliai pasiskirste kritinéje tieséje. Ivertis i§ apacios tvirtina
nagrinéjamos realios dalies teigiamuma ir leidzia nagrinéti galimy funkcijos nuliy elgesj visoje
kritin¢je juostoje. Déka to, praplésta sritis Re %(5) > 0, kai Re(s) > B, kur /3 yra labiausiai
nuo kritinés tiesés atitoles netrivialus (-funkcijos nulis, papildoma ploto dalimi tarp o = 1/2
ir ¢ = /3 asiy. Taip pat, praplésta teigiamos sritis yra atvaizduota grafikuose.

Norint pagerint rezultata pateikiami du pasiulymai. Pirmu atveju, galim tikslinti pra-
dinius sumos jvercius tam, kad gauti tikslesnius rezultatus. Visgi, srities vaizdas pakankamai
dideliam ¢ turéty islikti analogiskas. Antru atveju, galima bandyti ieskoti tikslesnés funkcijos

N(t), aprasancios nuliy skai¢iy teigiamoje kritinés juostos plokstumoje.

4 Conclusions and recommendations

In this thesis, we established upper and lower bounds for the real part of logarithmic
derivative of Riemann Xi function in a first quadrant of the critical strip with sufficiently
large imaginary part of a point s and non-trivial zeros being distributed along critical line.
Lower bound suggests positivity of the real part and allows to examine distribution of all
possible zeros inside critical strip. Because of that, the area Re %(S) > 0 when Re(s) > 3
where 3 is the furthest non-trivial zero from critical line with additional area between o = 1/2
and o = B axis. Expanded positive area is also displayed in figures.

In order to improve results, we suggest two approaches. First method, is to improve
initial bounds of the sum to get better approximation. However, as t approaches infinity,
displayed graphs should look similar to the ones in this thesis. Secondly, we could try to
improve function N (¢) which desribes the total quantity of non-trivial zeros on positive plane

of critical strip.
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A Priedai

Il t+2
Im(s} T Im(s} tL
-2 -2
03 073 1 0.3 073 1
Re(s) Reis)
(1) 1l-asis scenarijus, kai n = 1. (2) 2-asis scenarijus, kai n = 3.

Uzbruksniuotas plotas Zymi sritj, kur Uzbruksniuotas plotas Zymi sritj, kur
Ref’(s)/&(s) > 0 pagal Teoremos 1.1 ir Re¢’(s)/¢(s) > 0 pagal Teoremos 1.1 ir

Lemos 1.2 isvadas. Lemos 1.2 isvadas.

Pav. 1: (o,t) plotas jrodytas Skyriuje 2.3
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