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1 skyrius

Santrauka

Siame baigiamajame bakalauro darbe apibréziamas investicinis portfelis bei pagrindiniai
portfelio parametrai, tokie kaip standartinis nuokrypis (rizikos lygis) bei investiciné graza.
Remiantis H. Markowitz modernaus portfelio teorija Sie parametrai jvertinami ir sudaromas
portfelio efektyvumo frontas. Portfelis optimizuojamas dviem budais - fiksuojant konkrety
investicinés grazos dydj ir mazinant rizika iki minimumo arba fiksuojant tam tikrg rizikos lygj
ir maksimizuojant graza laikantis nustatyty rizikos apribojimy. Optimizavimas pritaikytas
minimaliam portfeliui, sudarytam is dviejy investiciniy instrumenty bei portfeliui, sudarytam
is n investiciniy instrumenty. Gauti teoriniai rezultatai patikrinami su portfelio duomenimis,
parinktais iS Nasdaq duomeny bazés.

Raktiniai Zodziai: Investicinis portfelis, Markowitz modernaus portfelio teorija, Pelno

— rizikos koeficientas, Efektyvumo frontas, Lagrange dauginamasis.



2 skyrius

Abstract

In this bachelor’s work there is determined the investment portfolio and the main port-
folio parameters, such as the standard deviation (risk level) and investment return. Based
on H. Markowitz’s modern portfolio theories, these parameters are evaluated and calculated
for the formation of portfolio efficient frontier. The portfolio is optimized in two ways - by
setting specific investment returns and minimizing risk, or by fixing a certain level of risk
and maximizing the return of the established risk limits. The optimization is adapted to
a minimum portfolio which is consisted of two investment instruments and also a portfolio
consisting of infinity investment instruments. The results obtained will be validated with
portfolio data selected from the Nasdaq corporate databases.

Keywords: Investment Portfolio, Markowitz Modern Portfolio Theory, Risk - Return

Coeflicient, Efficient frontier, Lagrange multiplier.



3 skyrius

Ivadas

Lietuvos Banko puslapyje [6] apibréziama, kad investavimas - ,turimy lésy ,jdarbini-
mas“ siekiant jas iSsaugoti ir padidinti jy verte” . Investuodamas savo lésas ar kapitalg j tam
tikra objekta, asmuo tampa investuotoju.

Finansiniai instrumentai bei jy investavimo rizikos aprasyti remiantis E.Picardo straips-
niu Investing [8].

Kiekvieno investuotojo pagrindinis tikslas yra kuo labiau pasipelnyti iS investuojamo
turto, kuris yra sudarytas is jvairiy investiciniy instrumenty - akcijy, nekilnojamojo turto,
vertybiniy popieriy (obligaciju), Zaliavy, investiciniy fondy, iSvestiniy finansiniy priemoniy
(ateities sandoriy, opciony, palukany sandoriy). Planuojant investicija yra siekiama kuo di-
desnés investicinés grazos - pelno, atgauti daugiau pinigy nei buvo investuota. Taciau tokio
tikslo nevertéty siekti investuojant i tuo metu didziausia graza teikiantj investicinj viene-
ta, nes tinkamas investavimas tuo neapsiriboja. Jungtiniy Amerikos Valstijy ekonomistas
H.Markowitz straipsnyje Portfolio Selection, isleistame leidinyje Journal of Finance [7], tei-
ge, jog viso kapitalo investavimas ] viena investicinj instrumenta gali buti labai rizikingas -
tai reiskia, kad investuodamas j konkrety turta, investuotojas gali ne tik nepasipelnyti, bet ir
prarasti dalj arba visas savo investicijas. Tai gali buti nulemta keliy faktoriy - rinkos, Salies
ekonominés bei politinés situacijos, infliacijos, likvidumo, valiutos kurso bei kity faktoriy.

Norint kuo labiau apsaugoti savo investicijas reikia paskirstyti lésas per kelis objektus

ir susikurti investicinj rinkinj, sudaryta is jvairiy investiciniy instrumenty [7]. Visada svar-



bu atsizvelgti i investicinio rinkinio parametrus (ne tik didelé investiciné graza konkreciu
laikotarpiu) bei jvertinti investavimo rizika, suprasti turimo rinkinio vienety koreliacijas [7].

Tinkamai jvertinti visus investicinio rinkinio parametrus bei rizikas per laikotarpj yra
naudojami investiciniai portfeliai - ¢ia investiciniai instrumentai néra vertinami kaip atskiri
objektai, jvertinamas bendras investuojamas vienetas, sio turto kintamuyjy tarpusavio sasajos
bei apskaic¢iuojama tikétina rizika investuojant vienu ar kitu budu.

Investicinio portfelio tikslas - jvertinti ir kontroliuoti rizika ir kuo efektyviau siekti inves-
ticinés grazos. Investicinio portfelio teorija apibrézia, kad investuojamas portfelis turi buti
optimizuojamas siekiant jvertinti rizikos bei pelno santykj. Siame darbe aprasoma, kaip turi
buti jvertinamas investicinis portfelis, kokie parametrai turi buti apskaiciuojami bei kaip turi
buti optimizuojamas portfelis siekiant norimos grazos.

Temos aktualumas: Investavimas yra vienas is pagrindiniy pajamy saltiniy. Taciau
tam, kad investicija grazinty tam tikrg pelna, investicinis rinkinys turi buti kuo efektyves-
nis. Tai reiskia, jog portfelio rizika turi atitikti tam tikra lygj ir jo nevirsyti bei investicinis
portfelis turi teikti kuo didesnj pelna. Baigiamojo darbo uzdavinyje yra jvertinami portfe-
liai, sudaryti i$ aktyvy su fiksuotomis grazomis ir rizikos lygiais, taip pat apskaic¢iuojama
efektyviy portfeliy aibeé.

Baigiamajame bakalauro darbe apibréziama, kaip siekiant kuo didesnés investicinés gra-
zos, taciau jvertinus investavimo rizika bei kaip optimizuoti turima investicinj portfel;.

Tyrimo objektas: Investicijy portfelio optimizavimas.

Tyrimo tikslas: Sudaryti portfelio optimizavimo uzdavinj, kuriame buty pasiekiama
norima investiciné graza su optimalia rizika. Pritaikyti gautus rezultatus kompanijy duome-
nims.

Tyrimo metodas: Rizikos ir standartinio nuokrypio apskaiciavimas, efektyvumo fronto

sudarymas, optimizavimo uzdavinys remiantis Lagrange dauginamyjy metodu.



4 skyrius

Investicinio portfelio pagrindiniai

parametrai

Siame skyriuje yra remiamasi G. Cornuejols ir R. Tutuncu leidiniu Optimization Methods
in Finance, psl. 141 - 150, [3] bei A.Grigudio konspekto Rizikingy aktyvy portfelis medziaga
[5]. Poskyryje apie portfelio dispersija ir standartinj nuokrypj remiamasi D.P.Bertseko ir
J.T.Tsisiklio knygos Introduction to Probability medziaga p.178 - 182 (skyrius Covariance
and Correlation) [1].

ApibréZimas 1. Investavimas - turimy lésy paskirstymas, siekiant jas iSsaugoti ir pa-
didinti jy verte.

Apibrézimas 2. Investicinis instrumentas - tam tikras vertybiniy popieriy, akcijy, gry-
nyjy pinigy bet kito investicinio turto vienetas, § kury gali buti investuojamos investuotojo
léSos.

Apibrézimas 3. Investicijy portfelis — investuotojo turimy aktyvy visuma, kuri mode-
livojama taip, kad buty pasiekta maksimali greZa laikantis atitinkamy rizikos lygiy ribojimo
- minimizuojant portfelio pasiskirstymaq (dispersijq).

ApibrézZimas 4. Tarkime, kad turimas investicinio turto rinkinys yra isreiskiamas aibe
S1, S, ...5, su grgZomis, kurios yra atsitiktiniai dydziai. Dydj S; vadinsime aktyvu. Aktyvas
gali buti bet kuris investicinis instrumentas - objektas, j kurj investuojamos asmens l€sos.

Tarkime, kad visos investuotojo lésos yra prilyginamos vienetui ir investuojama dalis i



konkrety aktyva yra jvertinama kaip Sio aktyvo svoris.

Apibrézimas 5. Investicinio turto Sy, Ss, ...S, portfelis gali buti isreiskiamas kaip vek-
torius X = (ry,x9,23,...,2,), n = 2 kur kiekviena vektoriaus koordinaté atitinka konkretaus
aktyvo svory bei Vi € N bei Y > x; = 1.

Galima apibrézti, kad kiekviena is koordinac¢iy nurodo, kiek i bendry 1ésy yra skiriama

konkreciam aktyvui. Jeigu investicinis rinkinys buty sudarytas i$ dviejy aktyvy S ir Ss,

ir portfelis buty aprasytas X = (%, %), vadinasi, | pirmajj aktyva buvo investuota trecdalis
investuotojo 1ésy, o i antrajj - du trecdaliai.

Tarkime, kad investicinj portfelj sudaro du aktyvai S; ir S;. Maksimali investavimo
dalis | aktyva yra lygi vienetui (atmetama skolinimosi galimybé). Jeigu i aktyva S; yra
investuojama z dalis visy lésy, vadinasi i Sy aktyva gali buti investuojama (1 — x) dalis.

Galime pasakyti, kad portfelis X yra tiesiné kombinacija

X =25+ (1 —1x)5, (4.1)

4.1 Investicinio portfelio graza

Skaic¢iuojant portfelio tikéting graza iS pradziy reikia apskaic¢iuoti kiekvieno is Sio port-
felio aktyvo istorines grazas.

Parinkime vieng portfelio aktyva S;. Visa laikotarpj T per kurj bus tiriamos istorinés
grazos suskaidome i N vienody intervaly (71,75, ...Ty). Pazymékime t; := T; laikotarpj
nuo pradinio momento iki laikotarpio T}, to := Ty — T} - tarpas tarp 1-ojo ir 2-ojo intervalo
momenty, t3 :=T5 — 1o, ...ty =Ty — Tn_1.

Investicinio aktyvo S; istorinés grazos yra apskaiciuojamos pagal pagal pasiekto pelno
santykj su pradine verte. Pradiné verte lygi V), pasiekta verté per laikotarpj ¢; lygi Vi,
investuotojo uzdirbtas pelnas yra lygus Siy verciy skirtumui V; — Vj ir gaunama graza yra
lyginama, kiek pakilo investuotojo investicijos lyginant su pradine verte

Vi—Vo
r = Vb .

Rezultatas r; yra vadinamas istorine aktyvo S; graza per laikotarpj ¢;. Galime Sig formule
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perrasyti
‘/1 = (1 + 7”1)‘/0.

Atitinkamai ry = Wv;lvl,rg =

%, vy TN = % randamos istorinés grazos visiems
laikotarpiams t¢;,Vi € [1, N] Per laikotarpj yra surenkama N istoriniy grazy. Aktyvo S;

vidutiné graza per laikotarpj pq yra lygi visy dydziy r; empiriniam vidurkiui

1 N
= N 12::1 T, (4.2)
¢ia r; yra i-tojo laiko momento aktyvo S graza.
Ivertinkime visy investicinio portfelio aktyvy Sy, Ss,...S, grazas. Pazymékime p =
(41, oy -, )T viso rinkinio grazy transponuota matrica. Investicinis portfelis yra apibréz-
tas kaip X = (21, %9, 73, ..., ,). Galima apibrézti tikétina investicinio portfelio graza, kuri

yra lygi viso portfelio tikétinai grazai - jvertiname kiekvieno portfelio kintamojo x; svorj ir

padauginame i$ atitinkamo aktyvo S; grazos p;

px = Ty + Topte + oo + Tyl :uTX:inui. (4.3)
=1

4.2 Investicinio portfelio dispersija ir standartinis nuo-
krypis

Portfelio rizika yra tikimybé, kad investicinis rinkinys neatitiks finansiniy tiksly. Rizika
investuojant atsiranda todél, kad investuotojas niekada negali buti 100 procenty uztikrintas
investavimo sékme, nes néra pajégus numatyti to, kas gali jvykti ateityje. Kiekvieno portfelio
investicija turi tam tikrg rizikos lygj.

Investiciniuose portfeliuose rizikos lygiai yra matuojami apskaic¢iuojant standartinj nuo-
krypj ir dispersija. Investicinio portfelio rizika yra apibréziama kaip Sio portfelio standartinis
nuokrypis ox. Kuo didesnis yra standartinis nuokrypis, tuo didesné portfelio rizika, kadangi
investicinis objektas, kuris yra nepastovus ir turi didelj nuokrypj, turi polinkj labai priklau-

syti nuo jvairiy faktoriy, kurie didina Sio objekto rizika. Kitais zodziais, aktyvas, kuris
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turi didelj nukrypima nuo savo vidurkio turi didesne rizika, kadangi Sis aktyvas yra maziau
prognozuojamas.

Tam, kad galétume apskai¢iuoti portfelio aktyvy dispersijas (02, 032, ,,02) ir standartinius
nuokrypius (oy,09,,,0,) visy pirma reikia apskaiciuoti kiekvieno aktyvo S; dispersija ir
standartinj nuokrypij.

Parinkime aktyvag S; ir jvertinkime Sio aktyvo istorines grazas intervale 7. Istorinés
aktyvo S grazos rg, := (11,79, ...,7n). Pagal formule apskaic¢iuojama vidutiné aktyvo
graza ;. Aktyvo dispersija yra apskai¢iuojama pagal tokia formule

1 N

of = N > (i — ). (4.4)

i=1
Pagal formule (4.4) surandame visy portfelio aktyvy S; dispersijas ir standartinius nuo-

krypius.

Tarkime, kad p; yra tam tikro aktyvo S; tikétina graza ir o; yra Sio aktyvo standartinis
nuokrypis. Jeigu 7 # j tada p;; yra koreliacijos koeficientas tarp aktyvy S; ir S;. Koreliacijos
koeficientas nurodo, kokia priklausomybé yra tarp diskretaus laiko atsitiktiniy dydziy S; ir
S;.

Koreliacijos koeficientas gali buti apskaic¢iuojamas taip

cov(Si,55)  _ cov(Si, 5;) _ E[(Si — i) (S; — )]
\/Var ) Var(S;) 7i0j 7i0j (4.5)
E[S;S; — 1S5 — p;Si + papy] _ E[S:S;] — pipy
0,05 0035 .

Ivertinkime §j koreliacijos koeficienta.
Apibrézimas 6. Atsitiktiniai dydziai S, .55, ...S, yra vadinami tiesiskai nepriklau-
somt, jeigu lygybé
a1S1 + aeSy + aszSs + ... +a,S, =0

yra tenkinama tik tokiu atveju, kai a; = ay = ... = a,, = 0. Jeigu 3 a; #0
lcov(X,Y)| < 0,0;.

1 lema. Lygybé |cov(X,Y)| = o,0; galioja tik tokiu atveju, jei atsitiktiniai dydZiai X ir'Y

yra tiesiskai priklausoms.
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Irodymas. Tarkime a,b € R ir b # 0. Tada

E(aX +bY)? >0 = a’EX? + 2abEXY + b’EY? > 0

— 4P*(EXY)? —40’EX’EY? < 0 = |EXY| < VEX2EY?2.

I paskutinés nelygybés abi pues jrasSydami centruotus atsitiktinius dydzius X := X —EX
ir Y :=Y — EY gauname lemos tvirtinima. []

Pagal lema [I] turime, kad p; = 1 ir p;; € [—1,1].
r

Pazymekime p = [p1, pla, ..., fn)" viso rinkinio grazy matrica, o Q@ = (oy;) yra n X n

kovariacijy matrica, ¢ia 0;; = p;jo;0; kai ¢ # j. Investicinio porfelio dispersija yra lygi

Var[X] =Y pijoiojziv; = XX, (4.6)
i,J
Dispersija visada yra neneigiamas dydis, todél XQX? > 0, V X. Todél kovariacijos matrica
Q) = (04;) yra teigiamai apibréztos kvadratinés formos matrica ir §i matrica yra simetriné,
ty. Q =Q7T.

Standartinis nuokrypis oy yra kvadratiné Saknis i$ dispersijos,

ox = /Var[X] = \/XQXT. (4.7)

13



5 skyrius

Modernaus portfelio teorija

Modernaus portfelio teorijos autorius yra Harry Markowitz, kuris 1952 mety kova pas-
kelbé savo straipsnj pavadinimu Portfolio Selection 7urnale Journal of Finances [7]. Naujos
H.Markowitz jzvalgos sukuré pamatus siuolaikinei investavimo teorijai. Savo veikale auto-
rius teige, kad optimalus portfelis turi buti sudaromas siejant pelninguma su rizika. Rizika
H.Markowitz straipsnyje jvardijama kaip pelningumo nukrypimai - istoriniy grazy iSsibars-

tymas. Pagrindinés autoriaus mintys:
« Skai¢iuojant investicinio portfelio pelninguma yra butina atsizvelgti | portfelio rizika.

o Reikia diversifikuoti lésas per kelis objektus, nes investuojant j viena iskyla investavimo

rizika.

o Aktyvas arba portfelis yra laikomas efektyviu, jeigu joks kitas aktyvas nesuteikia di-
desnés investicinés grazos esant tam paciam rizikos lgiui arba joks portfelis nesuteikia

mazesnés rizikos esant tai paciai investicinei grazai.

Modernaus portfelio teorijos pagrindiné mintis buvo tai, kad jei investicijos j vieng inves-
ticinj instrumenta yra pajamingesnés ir zada didesne investicine graza, taciau rizikos poziuriu
investavimas ] vieng objekta gali buti labai rizikingas. Norint kuo labiau reguliuoti rizikos

lygi, reikia diversifikuoti savo lésas ir isskirstyti investicijas j kuo daugiau objekty.

14



Markowitz pelno - rizikos optimizavimo (Mean - Variance Optimization) teorija apibrézia
vertybiniy popieriy ar kito investicinio turto portfeliy atrinkimo metoda sukuriant tikétinos
portfelio grazos bei potencialios portfeliy rizikos modelius. Siame skyriuje bus nagrinéjama,

kaip Markowitz teorija yra pritaikoma jvertinti investiciniams portfeliams.

5.1 Portfelis su rizikingais aktyvais

Pazymékime X visy rinkinio Si, Sy, ..., S, portfeliy aibe ir X = (21,9, ..,2,). Toliau

nagrinésime investicinius portfelius, sudarytus is dviejy aktyvy Sy ir So.

5.1.1 Efektyvumo frontas

Tarkime turime du aktyvus S; ir S;. Aktyvo S; esminiai parametrai yra (og,,7s,),
o aktyvo Sy - (0g,,7s,). Sudarome du skirtingus portfelius X; ir Xy i§ aktyvuy Sy ir S
atitinkamai, X, X, € X. Apibrézkime, kad portfelis X; yra pranasSesnis uz portfelj] X, jei

galioja Sios nelygybeés:
e 0g, < 0g, - turime, kad S yra maziau rizikingas nei Ss.
o g, = ls, - turime, kad S turi didesne investicine graza nei Ss.

Apibrézimas 7. Portfelis X € X yra vadinamas efektyviu jeigu aibéje X neegzistuoja
kitas uz ji pranasSesnis portfelis Xy. Tai reiskia, kad aibéje X negalima rasti kito portfelio,
kuris duoty didesne investicine grgzq su tuo paciu rizikos lygiu arba duoty tg pacig greZe su
mazesniu rizikos lygiu. Rinkinys visy tokiy portfeliy yra vadinama efektyvumo frontu.

Visi portfeliai, esantys ant efektyvumo fronto kreives yra optimalus, o pagal kokj portfelj
investuoti priklauso nuo investuotojo. Dazniausiai didziausia investiciné graza yra gaunama
esant aukstesniam rizikos lygiui ir investuotojas turi jvertinti savo rizikavimo ribas - ar
investuoti j mazg pelninguma turinti portfelj su minimalia rizika, ar j pelninga portfelj su
didesniu rizikingumu.

Parinkime portfelio X € X aktyvus S} — (o1, 1) ir So — (09, f12), 01,09 = 0 - abu aktyvai

turi tam tikra rizikos lygi. Portfelis prilyginiamas vektoriui X := (x,1 — x) - vektoriaus
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GraZa

Standartinis nuokrypis

5.1 pav.: Efektyvumo frontas

koordinatés nurodo svorius, kokia dalj 1ésy investuojame i pirmajj ir antrajj aktyva, « € [0, 1].

Remdamiesi formule (4.1)) galime parasyti portfelio lygtj
X = ISl + (1 — CL’)SQ

Sio portfelio graza ir dispersija yra apskai¢iuojami pagal formules (4.3) ir (4.6)
2

E(X] =Y i = xpn + (1 — z)po,

i=1
2
0% = Y. pijoiojziwy = x’o; + (1 — )%05 + 22(1 — x)o102p12,
ij=1
¢ia pyo yra koreliacijos koeficientas tarp aktyvy Sy ir Ss.
Siose lygtyse yra nezinomasis p;» nurodantis, kokia yra aktyvy S ir S, tarpusavio kore-
liacija. Toliau nagrinekime, kokj portfelio vektoriu X := (z,1 — x) reikéty parinkti bei kokj

efektyvumo frontg gausime priklausomai nuo to, kaip Sy ir S, koreliuoja tarpusavyje.

2 teiginys. Jei aktyvai Sy ir Se yra susieti atvirstine tiesine priklausomybe (jei yra tiesiskai

priklausomi, taciau skirtingomis kryptimis) ir ju koreliacijos koeficientas p1o = —1, tada
portfelio X dispersija ir standartinis nuokrypis yra lygus nulivi, kai X = (Ul‘fgg, 1— 011202).
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Irodymas. Paimkime standartinio nuokrypio skaic¢iavimo lygti ir jsistatykime reikSme

p12 = —1. Tada
ox = 1207 + (1 — 2)%03 + 22(1 — 2)o109p12 = 2207 + (1 — x)%05 — 22(1 — 2)0100.

Prilyginkime % nuliui ir gauta nuokrypio ifraiska perrasykime pilnojo kvadrato formule

ox = (vo; — (1 — x)0y)? = 0.

Gauname, kad ox = 0, kai zoy — (1 — x)oy = 0.

02
o1+o2”

[ssprende tiesine lygtj gauname, kad x =
O

3 teiginys. Jei aktyvai Sy ir Se yra susieti tiesine priklausomybe ir jy koreliacijos koeficien-
tas p1o =1, pul < pg ir ol < o9 tada portfeliy aibés X efektyvumo frontas yra atkarpa

Ox — 02  Mx — M2
- I
01— 02 H1 — M2

¢ia ox ir px yra investicinio portfelio X graza ir nuokrypis, ox € [o1,09].
Taip pat, jei aktyvai Sy ir So yra susieti atvirstine tiesine priklausomybe ir jy koreliacijos

koeficientas p1o = —1 tada portfeliy aibés X efektyvumo frontas yra atkarpa

—0x + 09 _ X T M2

| (5.1)
01+ 02 M1 — p2

¢ia ox € [0, 09).

Irodymas. IS pradziy parinkime koreliacijos koeficienta p;o = 1. [statome §ig reiksme i

standartinio nuokrypio apskaiciavimo lygtj

0% = 2?0 + (1 — )03 + 22(1 — 2)0109p12 = 2°07 + (1 — 2)%0% + 22(1 — )0100.

Suvedame $ig lygtj | pilnaji kvadrata

03( = (w01+(1—az)02)2 — ox =201+ (1 —x)oy = ox = x01 + 09 — 203
= ox =x(01 — 02) + 09 = p= X"
01 — 02

17



Portfelio X = xS; + (1 — )5 graza ux apskaic¢iuojama

Ux — [
E[X] = pux =2 + (1 — 2)po = xpin + po — wpg = x(pn — plo) + plg = = = ﬁ
1= M2

Sulyginus gautas x parametro reikSmes, gauname lygybés tvirtinima.
Parinkime koreliacijos koeficienta pjo = —1.
Portfelio investicine graza pux = xpi + (1 — x)pe, todél ir ¢ia galioja tapatybé
_ Hx — M2
M1 — M2

T

Apskaiciavus portfelio standartinj nuokrypj gauname, kad ox = |z(0y + 02) — 05|. Kadangi

o2
? o1+02

modulio reikSmeé yra mazesné uz nulj, kai z € [0 |, todél gauname tokias tapatybes:

ox = —LE(O’l + 0'2) + 09,
T e [0’ 011202]
ox = x(01 + 09) — 09,
v e 531
O

5.2 Portfelis su nerizikingais aktyvais

Parinkime portfelj X ir du Sio portfelio aktyvus F'ir S;. Aktyvo F' pagrindiniai paramet-
rai yra nusakomi taip: (o, ) = (0,7;). Kadangi pirmasis parametras o; nurodo aktyvo
standartinj nuokrypj, kuris yra lygus 0, todél sis aktyvas yra laikomas nerizikingu.

Portfelio X aktyvas S apibréziamas tokiais parametrais: (o1, 1) = (0s,,7s,), Cia og, >
0. Sio portfelio standartinis nuokrypis yra daugiau arba lygus nuliui, todél Sis aktyvas yra
rizikingas.

Portfelis su siais aktyvais gali buti aprasomas tokia tiesine kombinacija

X=zS+(1—-2)F,z€]0,1]. (5.2)
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5.2.1 Kapitalo pasiskirstymo linija

Turime portfelj su vienu rizikingu aktyvu S;—(os,, rs, ) ir nerizikingu F'— (o, pts). Ploks-
tumoje, kurioje abscisé yra portfelio standartinis nuokrypis, o oordinateé - graza, pazymékime
portfelius S; ir F'. Tiesé, nubrézta per abiejy portfeliy taskus yra vadinama kapitalo pasi-
skirstymo linija. Si linija apibudina santykj tarp rizikingo aktyvo S; ir nerizikingo aktyvo

F. Si tagky aibé nurodo visus galimus portfelius sudarytus i§ aktyvy S; ir F.

Graza

CAL linija

! &
r's, Standartinis nuokrypis

5.2 pav.: Kapitalo pasiskirstymo linija
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6 skyrius

Kapitalo vertés nustatymo modelis -

CAPM

Kapitalo vertés nustatymo modelio pradininkas yra W. Sharpe, iSplétodamas Markowitz
modernaus portfelio teorija jis sukuré modelj, kuris papildomas tuo, kad atsizvelgiama j esa-
mus, o ne tik istorinius rinkos ir grazy pasikeitimus. Siame skyriuje remiamasi D.Cibulskienés
ir Z.Grigalitmieneés straipsnio Modernios portfelio teorijos genezé ir vystymas, isleisto 2007
metais leidinyje Ekonomika ir vadyba: aktualijos ir perspektyvos medziaga [2].

Pagrindinés Sharpe modelio prielaidos:
» Visi investuotojai vengia rizikos ir siekia ja kuo labiau sumazinti.

o Portfelyje egzistuoja nerizikingas aktyvas F', kuris leidZia neribota skolinimasi, tai reis-

kia, jog portfelio koordinatés x; gali buti mazesnés uz nulj.

o Galima investuoti turimg turtg be papildomy sandoriy sudarymo islaidy, néra nepa-

dengtojo pardavimo.
« Visiems investuotojams prieinama vienoda informacija apie investicinius vienetus.
o Investuotojai turi vienodg laika investiciniams sprendimams priimti.

« Visi investuotojai turi ta pacia informacija apie investiciniy vienety rizika ir graza.
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Portfelis M - optimalus portfelis. Turime, kad portfelio M rizika yra lygi o)/, o graza -
par- Portfelis sudarytas is aktyvu S; = (o4, ;) Vi € [1,n).
Aktyvo S; tikétina graza pazymékime Er; ir Sis dydis yra lygus

Er; = r¢+ Bi(Ery —1¢), (6.1)

c¢ia Ery = par yra portfelio tikétina graza ir ry - nerizikingo aktyvo graza. Pazymékime
(Ery — ry) - portfelio rinkos premija.

Lygybés konstanta 3; parodo investicinés aktyvo S; grazos svyravimus. Sis dydis
yra lygus

2
O\

Dydis ; parodo, ar tam tikro aktyvo investiciné graza yra labiau linkusi svyruoti uz portfelio
tikéting graza. Dydis S nurodo sisteminés, arba kitaip, nediversifekuojamos rizikos dydj.
Apibudinti nesistemine rizikg padés atsitiktinis dydis e;, priklausantis nuo aktyvo S; =

(04, ;) kuris turi tenkinti Sias salygas:
e Ee; = 1 su visais ¢
o cov(e;,ry) =0
o ;=1 —Er; — Bi(ry — Eryy).

Tada aktyvo S; nesisteminé rizika yra lygi /e;.

Bendra aktyvo S; rizika, jvertinus sisteming ir nesistemine rizikas yra lygi

g; = 51‘01\/[ —+ E@i.

6.1 Rizikos - pelno priklausomybés koeficientas

Siame skyriuje yra remiamasi G. Cornuejols ir R. Tutuncu leidiniu Optimization Methods

in Finance, psl. 158 - 160, [3]. Koeficientas

—r
kX:'uX f
ox
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yra vadinamas pelno - rizikos koeficientu arba Sharpe rodikliu portfeliui X. Tai yra
rezultatas, gaunamas is optimalaus portfelio grazos atimant nerizikingo aktyvo graza ir da-

linant i$ portfelio standartinio nuokrypio, kitaip sakant, rizikos jvercio.
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7 skyrius

Optimizavimo uzdavinys

Pagal Markowitz teorijos tvirtinimg, portfelis yra efektyvus tada, kai jis priklauso efek-
tyvumo frontui. Tai reiskia, jog jei portfelis X — (ox, ux) yra optimalus, neegzistuoja toks
portfelis X; - (ox,, 1ix1), kad px < px, kai ox = oy, arba ox > ox, kai ux = pux,. Vadi-
nasi optimaliam portfeliui negali egzistuoti kitas portfelis, kuris grazina didesne investicine
grazg esant tam paciam rizikos lygiui arba toks, kuris turi mazesne rizika tai paciai inves-
ticinei grazai pasiekti. Siame skyriuje nagrinéjama, kaip galima optimizuoti portfelj dviem
budais - minimizuojant rizikg turimai grazai arba maksimizuojant graza turimai rizikai. Op-
timizavimo uzdaviniy teiginiy jrodymai rasto darbe aprasyti remiantis A.Griguc¢io medziaga

Rizikingy aktyvy portfelis [5).

7.1 Rizikos minimizavimas

Portfelj X galima optimizuoti nustatant tam tikra siekiamg investicine graza ux ir kuo
labiau mazinant rizikos lygj ox. Turime portfel] X = 151 +x25 +...+x,5,, ¢ia S;— (0, i),
graza fix = .o, ;i yra pastovus dydis. Uzdavinyje minimizuojama dispersija ox =

o1 2?21 pijoiojx;x; ir ieSkomas portfelis, kai turint tam tikra graza bus mazinama rizika.
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7.1.1 Portfelis is dviejy aktyvy

I$ pradziy nagrinéjamas portfelis X, kurj sudaro du aktyvai Sy — (o1, p1) ir S — (o1, 11)-
Portfelio vektorius X := (z,1 — x). Portfelis gali buti iSreikstas lygtimi pagal formule:
X =251+ (1-12)5,

Sio portfelio graza uy ir rizika oy yra tokie:
fx = ixu =z + (1 — 2)po,
2 i—

Ug{ = Z PijOi0;T;x; = 96’20% + (1 - 33)203 +22(1 — x)o102p12
ij=1

be to, tikétina graza yra fiksuotas dydis.

Reikia atrasti tokia vektoriaus X = (z, 1 —x) reikdme, su kuria 0% reikdmeé biity minimali.

4 teiginys. Portfelio X = zS) + (1 — x)Sy dispersija 0% ir standartinis nuokrypis ox yra

minimalus, kai
02 — 0102012 02 — 0102012
2 2 - 2 :
of + 05 — 20109p12 0%, s,

T =

Irodymas. Tam, kad rastume, su kuria x reikSme portfelio dispersija yra minimali,
reikia rasti 2207 + (1 — x)%0% + 22(1 — x)0109p12 minimumo taska. Tokj taska galime atrasti
diferencijuodami lygtj pagal x

(0%) = (2?03 + (1 — x)202 + 22(1 — x)0109p12), = 2207 — 2(1 — )03 + 2(1 — T)o102p12 —
200109p10 = 0 = 103 — 05 — 10} + 0109p12 — 220109p12 = 0 = x(0% — 05 — 20109p12) —

02—0102p12 92-0102p12

9 . _
0] — 0102012 == T of—0i—20102p12 T -5,

Lieka jrodyti, kad gautas ekstremumo taskas yra minimumo taskas. Tam reikia jsitikinti,
kad funkcija 0% = 220} + (1 —2)%05 +2x(1 — 2)0109p12 yra iskila Zemyn, turi biti tenkinama
salyga (0%)" > 0

(0%)” = (2w0? — 2(1 — )03 + 2(1 — 2x)0102p12)' = 207 + 205 — 4o109p12 = 208 _g, > 0.

O

7.1.2 Portfelis iS n aktyvy

Nagrinékime portfeli X = (z1, 2o, ..., ,), kuris yra sudarytas i n aktyvu (Si, Ss, ..., Sn),
S; = (o4, 1). X = 2181 + 2955 + ... + x,S,. Sio portfelio dispersija yra apskai¢iuojama
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0% = Z?,j:l Pij0i0; ;X = XQXT, ¢ia Q = (0i;) yra n x n simetriné kovariacijos matrica, ¢ia

_ . . .. o 2
Oij = Pij0i0j kai ¢ 7é J 1o =o;.
Q™! yra kovariacijos matricos atvirkstiné, tai reiskia jog matricai Q! tenkinama lygybé

Q x Q7! = E, ¢ia E yra vienetiné matrica.

X: <$1 X9 xn),

01 012 O1n
021 O'2 ()
2 n
Q= _ : (7.1)
2
On1 On2 *+° O,
X1
X2
Xt =
Tn

Pazymékime V matricg (1 x n), sudaryta tik i$ vienety

V—(l 1 ... 1) .
(1xmn)

Portfelio graza apskaic¢iuojama

E[X] = px = 21 + Tofty + oo+ Tppty = (17X = 3 231

=1

¢ia p yra visy aktyvy grazy matrica

(1xn)

Optimizavimo uzdavinyje su n aktyvy naudosime Lagrange dauginamuyjy metoda. Lagran-
ge funkcijos yra naudojamos salyginiam optimizavimo uzdaviniui spresti, ¢ia nagrinéjamos
funkcijos apribojimai yra uzrasomos kaip papildomos lygtys. Funkcijos Lagrange funkcija

sudaroma pagal tokiag formule:
i=1
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¢ia ¢;(X) yra apribojimy funkcija ir ¢;(X) = 0. Dviejuy kintamyjy Lagrange funkcija atrodo
taip
L(z,A) = f(z).

Taip pat teisinga tapatybeé su vienu Lagrange daugikliu A ir rinkiniu X
L(X, ) = f(X) = Ag(x).

Rizikos minimizavimo ir grazos maksimizavimo optimizavimo uzdaviniai yra sprendziami
naudojantis Lagrange salyginio optimizavimo metodais, kadangi turésime n neapibréztyjuy

kintamyjy su tam tikrais apribojimais.

5 teiginys. Portfelio X = 1151 + 2952 + ... + 1,8, dispersija 0% = XQXT ir standartinis

nuokrypis ox yra minimalus, kai
Q_IVT

X= -2 -
VQLVT

Irodymas. Portfelio standartinis nuokrypis yra apskai¢iuojamas pagal formule

n n n n—1 n
ox = XQX" = ZZPU%%%% = inai + Z Z Pij0i0Lily.
=1

i=1j=1 i=1 j=i+1

Minimizavimo uzdavinys iSreiskiamas taip
1 T
min —XQX".

z 2

Sudarykime portfelio lygties Lagrange funkcija, kai g(x) = (VX — 1),

L(x1, 29, ..., 7, A) = L(X, ) = XQXT — A(VXT —1). (7.2)

Raskime Sios funkcijos minimuma rasdami dalines iSvestines pagal du kintamuosiuis A ir

X ir prilyginkime jas nuliui

L(X, Ny = 20X" — AV =0, (7.3)
LX, A, =Vx' —1=0. (7.4)
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Lygtis yra triviali, kadangi gauname tokia tapatybe >~ z; = 1. Portfelio visa
bendra investuojama suma lygi vienetui, o x; koordinaté parodo, kurig visy lésy investuojame
i aktyva S;.

Paimkime lygtj ir iSreiskime kintamajj X per kitus parametrus

AV
XT - % — §Q IVT. (75)
Gautaja X7 israiska jstatome j lygti (7.3)
VX'=1 = V5VTQ421 — A:L
2 VQ- VT

Turima A iSraiska galima jstatyti j (7.5 ir gausime X7 igraiska be nezinomy kintamujy
VRS R WE TPS R '

2 2VQ-1VT V-1V
Reikia patikrinti, ar gautoji reikSmeé yra funkcijos minimumas. Tam reikia jsitikinti, kad

funkcija 0% = XQXT yra iskila Zemyn, turi biti tenkinama salyga (0%)” > 0.

Apskaic¢iuokime Lagrange funkcijos antragje iSvestine. Lygtis
LX,\N){=V=1 (7.6)
yra triviali, todél naudojame pirmaja lygti
L(X, Ny = 20Q, (7.7)

ir kadangi matrica () yra kovariacijos matrica, ji yra teigiamai apibrézta. [

7.2 Grazos maksimizavimas

Portfelj X galima optimizuoti ir fiksuojant tam tikra rizikos lygj ox ir maksimizuojant
investicine graza px. Portfelio X = 2151 + 225 + ... + x,S,, kur S; — (04, p;) dispersija
ox =iy Z?Zl pijoi0;2;x; yra pastovi, ir bus maksimizuojamas pelno - rizikos koeficientas
k _ MXx—

X = Jer , kai pux = D701, @ ir vy - nerizikingo aktyvo I duodama graza. Kuo didesnis

pelno - rizikos koeficientas, tuo didesné investiciné graza yra gaunama su ta pacia rizika.
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7.2.1 Portfelis iS dviejy aktyvy

I$ pradziy nagrinéjamas portfelis X, kurj sudaro du aktyvai Si(oy, 1) ir Sa(o9, p2).
Portfelio vektorius X := (z,1 — z). Portfelio graza ux = 2, ziu; = xpy + (1 — 2) o,
Isiveskime kintamuosius:

myp =1 — Ty,
Mgy = 2 — Ty,

¢ia dydis m; yra vadinamas rizikos premija - tai yra tam tikro aktyvo S5; gaunamos

grazos dydis, nejvertinus dispersijos.

6 teiginys. Portfelio X = (x,1—x), sudaryto is dviejy aktyvy Sy — (o1, 1) ir So — (02, f2),

X = x5+ (1 — )53 pelno - rizikos koeficientas kx = % = 7;—;‘ yra maksimalus tada, kai

2
mi105 — Mo0102012

ml(cr% — 0109p12) + m2(0% — 0102P12).

r =

(7.8)

Irodymas. Pelno - rizikos koeficientas kx yra maksimizuojamas ieskant Sio kintamojo
ekstremumo tasky. Kadangi teigiamos funkcijos f(z) ekstremumo taskai sutampa su jos
logaritmo In(f(z)) ekstremumo taskais, galime rasti ln(”’;i:f) ekstremuma.

(In(PX "1y (nx —rp) (0%)" _ 2(px —rp)ox — (0%) (nx — 1) _ 0.
Ox px —ry o 20% 2(px —rp)ok

Si lygybé bus teisinga tada, kai 2(ux — r¢)o% — (ux — r4)(0%) = 0. Istatykime lygybés
tapatybes
px = xpy + (1 — x)ps,
2 2 2

0% = 2207 4+ (1 — 2)%03 + 22(1 — x)o109p12.

[sistate portfelio grazos ir dispersijos reikSmes gauname tokia lygti
20z + (1= 2)pe — 1) (207 + (1 — 2)%05 + 22(1 — 2)0102p12)
—(2%0} + (1 — 2)%05 + 22(1 — 2)o109p12) (21 + (1 — 2) g — 75) = 0.
Apskai¢iuojame iSvestines pagal kintamajj x
2(p1 — o) (207 + (1 — 2)%05 + 22(1 — x)0102p12)
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—2(z0} — (1 — 2)03 + (1 — 2z)0109p12) (201 + (1 — 2) g — 74) = 0.
Pertvarkydami uzdavinj gauname, kad
2pux —rp)ox — (px —rp)(0%) = —a((pn —r7) (05 — 7109p12)
+(p2 — r)(07 — 0109p12)) + (11 — 7)o — (2 — 74)0102p12)).-
[sistatome reiksSmes my = py — vy ir mo = po — 1y
2Apux —rp) ok — (ux —rp)(0%) = —w(mi(0F — g109p12)
+m2(af — 0109p12)) + (mm% — Myo103p12) =0

2 2 2
- x(m1(02 — 0'10'2,012) + m2<0'1 - O'10'2,012)> = M109 — My0102012
2
M0y — Me0102012

my (o3 — 0102p12) + Ma(0] — 0102p12)

—— I =

Reikia patikrinti, ar gautoji reikSme yra funkcijos maksimumas. Tam reikia jsitikinti, kad

funkcija kx = % = 7X yra iskila aukstyn, turi buti tenkinama salyga kv <0

Paimkime sutvarkyta iSvestinés lygtj ir dar kartg diferencijuokime

(—2((u1 — ) (05 — 0109p12) + (2 — 74) (07 — 0102p12)) + (11 — 75)05 — (12 — 74)0102p12)))'x

= —((u1—rs)(05—0102p12)+(p2—77) (07 —0102p12)) = — (M1 (05 —0102p12) +Ma (07 —0102p12)).

Kadangi reiksmé skliaustuose yra teigiamas skaic¢ius, gauname, kad antroji iSvestiné yra

neigiama ir gautoji reiksmé yra funkcijos maksimumas. U

7.2.2 Portfelis iS n aktyvy

Turime tuos pacius portfelio X = 151 + 2252 + ... + 2,5, parametrus, kaip ir [7.1.2]
skyrelyje - X, Q,V,ox, ux, rizikos premijas m; ir portfelio pelno - rizikos koeficienta kx.
Portfelio dispersija 0% = Z?,j:l pijoicixriv; = XQXT. Atskirkime Zymeéjimus: u yra portfelio
aktyvu grazu vektorius, g = (p1, f2, ..., ftn), 0 px yra skaliarinis dydis, portfelio grazos

skaitiné verté py = 307, uw; = pt X, Portfelio su n aktyvy pelno - rizikos koeficientas yra

lygus
B XMT—rf B XuT—rf

ox /XQXT ’
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Pazymékime A y,) matricg, kur kiekviena koordinaté yra gaunama is tam tikro aktyvo .S;

grazos p; atémus nerizikingo aktyvo F' — (0,7y) graza ry

M1 —Tf
- T

AT = |12 (7.9)
Hn —Tf

7 teiginys. Portfelio X = x151 + 1255 + ... + x,5, pelno - rizikos koeficientas kx yra

maksimalus, kai
—1AT
X = &
VQ-1AT

Irodymas. Optimizavimo uzdavinyje bus ieSkomas maksimalus pelno - rizikos rizikos

koeficientas fiksuotam rizikos lygiui. Tam, kad rastume

:X,uT—Tf:X,uT—Tf

ox /XQXT

funkcijos maksimuma pasinaudosime Lagrange dauginamyjy metodu ir rasime salyginj ekst-

kx

remumy - prie kintamojo A pridésime salygine funkcija, kad visy portfelio svoriy z; suma
turi buti lygi vienetui

L y=1r2""1

Apskai¢iuojame dalines funkcijos L(X, \) iSvestines pagal X ir A ir prilyginkime jas nuliui

T T _ T QxT
oo VXQXT — (Xp —ry) o .,
LX), = SoR AV =0 (7.10)

LX, A, =Vx' —1=0. (7.11)

Padauginkime pirmaja lygti (7.10)) ir padauginkime abi lygties puses is reikdmes is (XQXT)

L(X, Ny = p"XQXT — (Xp! — rf)Q%XT + AV (XQXT) = 0.

\/ XQXT
Papildomai dar panaikinkime Saknj antro nario vardiklyje padaugindami lygtj is 1/ XQXT

3
2

pr(XQXT) — (Xp® — rp)QXT + AVH(XQXT)2 = 0. (7.12)
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Matome, kad beveik visi lygties nariai turi narj XQX7 igskyrus antrajj, kuris turi daugi-

namajj @QX?. Tam, kad suprastintume reiskinj, padauginkime visus lygties narius i§ X

Xp T (XQXT) — (XpT — r)(XQXT) + XAVT (XQXT)(XQXT)2 = 0 (7.13)

— (XQXT)(XpT — (Xp™ —ry) + XAV (XQXT)2) = 0
— (XpT — (Xp” —7p) + XAV (XQXT)2) = 0
= ¢+ XAVI(XQXT)z) = 0.

Pagal uzdavinio salyga turime, kad XV? = 1. Todél turime, kad

ry+ AXQXT)? = 0. (7.14)

IS lygties ((7.14]) galime iSreiksti kintamajj A

A= —rp(XQX")". (7.15)

Grizkime prie lygties ([7.12)) ir jstatykime gautaja A reikSme

T (XQXT) — (X" = r)QXT — ry(XQXT) 2 V(XQX")2 = 0 (7.16)

= pI(XQXT) — (XpT —rp)QXT — rVH(XQXT) = 0.

Lygties narius su vienodais dauginamaisiais sukeliame j kairigja lygties puse, o su skir-
tingais - | desinigja

(XQXT) (" — 1V = (Xp" —rp)QX".
I$ deSinés lygties puses iSreiskiame X7
_XQXT(uT — rVT)Q!
(Xp —ry) ‘

XT

= 1, todél padaugindami abi lygties puses

Taip pat turime uzdavino salyga, kad VXT

gaunalrne
KX (T — VT
(XpT —7ry)

Taip pat pastebékime, kad
pt = = AT,
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Irase Sig iSraiska gauname

oxoxT o XA oxro A g @A

B VXQxTATQfl
o Q—IATV Q—IATV Q—IATV'

1
XAT

Gauname reikSme, kuri yra funkcijos ekstremumas. Belieka patikrinti, ar Si reikSmé yra

funkcijos maksimumas. Tam reikia parodyti, kad funkcija

"o ILLTX_rf _ IUTX_Tf
(kx)" = =
ox /XQXT

yra iskila aukstyn ir tam turi buti tenkinama salyga k% < 0.

Diferencijuokime isvestine pagal X

(kx)" = (W7 (XQXT) — (XuT — r)QXT — 1, VT(XQXT))y = 207XQ — 247XQ + 1/ Q —
2r, VIXQ = rpQ(1 — 2VTX) = —r;Q.

ISvestines reiksme yra neigiama, nes () yra teigiamai apibrézta matrica, todél gauname,

jog funkcija yra iskila austyn ir gautoji reiksmé yra funkcijos maksimumas. [J
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8 skyrius

Optimalaus portfelio sudarymas su

Microsoft Excel programa

Optimalaus portfelio uzdavinj spresime pasitelke Microsoft Excel programa, kadangi si
programa apdoroja didelés apimties informacija, tokiag kaip istorines jmoniy grazas bei yra
tinkama apskaiciuoti Siy imoniy investicinius parametrus, tokius kaip tikétina graza, stan-
dartinis nuokrypis, jmoniy tarpusavio koreliacija. Taip pat Excel turi papildomg SOLVER
funkcija, su kuria yra patogu ieskoti optimalaus sprendimo pagal nustatytus apribojimus.

Apskaiciuoti jmoniy istorines grazas ir kitus parametrus yra reikalinga jmoniy akcijy
istorinés kainos vienodais laikotarpiais. Jmoniy uzdarymo kainos yra parenkamos is Nasdaq

duomeny bazés (duomeny Saltiniai [9], [10], [11], [12]).

8.1 Statistiniai jmoniy parametrai

Rasto darbe nagrinéjamos keturios pasaulinio zinomumo jmonés - Apple Inc. [9], Tesla
Motors [10], Amazon [11] ir Netfliz [12]. 18 duomeny bazés surinktos $iy jmoniy uzdarymo
kainos nuo 2018.01.01 iki 2020.01.01. Pagal Sia istorine informacija apskaic¢iuojamos visy

imoniy istorinés grazos bei tikétina kiekvieno aktyvo graza.
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[storinés grazos kiekviena laiko momentui apskaic¢iuojamos pagal formule

Vi—Vy
r = Vo ’

cia Vj yra aktyvo uzdarymo kaina laikotarpio pradzioje, o Vi - uzdarymo kaina laikotarpio
pabaigoje. Surenkame visas istorines grazas per dvejus metus r; ir pagal Excel funkcijas
AVERAGE, VAR ir STDEV.S randame $iy aktyvy tikétinas grazas (i, pe, ps, tta), dispersi-

jas bei standartinius nuokrypius (o1, 09, 03,04) .

Vidutiné graza | Nuokrypis | Dspersija

Apple Inc. 0.001214 0.017355 | 0.000301
Tesla Motors 0.001105 0.034076 | 0.001161
Amazon 0.00106 0.019027 | 0.000362
Netflix 0.001276 0.025710 | 0.000661

8.1 lentelé: Aktyvy grazos, dispersijos ir standartiniai nuokrypiai

Pagal Excel funkcija COVAR randame siy aktyvy tarpusavio kovariacijos matrica Q, kuri

bus reikalinga portfelio rizikai skai¢iuoti. Sig matrica pavaizduokime kaip lentele

Apple inc. | Tesla Motors Amazon Netflix
Apple Inc. 0.00030061 | 0.00019053 | 0.000205345 | 0.000212405
Tesla Motors | 0.000190533 | 0.001158886 | 0.000210313 | 0.000274161
Amazon 0.000205345 | 0.000210313 | 0.000361287 | 0.000324766
Netflix 0.000212405 | 0.000274161 | 0.000324766 | 0.000659701

8.2 lentelé: Aktyvy kovariacijos matrica

Pazymeékime
X:<I‘1 To X3 374)7

¢ia X yra portfeliy svoriy matrica ir visy svoriy bendra suma yra lygi vienetui. Excel porg-
ramoje X zymimas kaip X. Svoris z; parodo, kokia visy investicijy dalj investuosime j Apple
Inc., x5 - Tesla Motors investuojamos sumos svoris, x3 - Amazon svoris ir x4 - Netfliz svoris.

Turime portfelio aktyvy grazy matricg
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0.001214
0.001105
0.001060
0.001278
Excel programoje grazy matricg pazyméta R. Investicinio portfelio tikétina graza randama
pagal tokig formule
fix = Tipin + Topy + Taps + Tapa = p X,

o Excel programoje tai atitinka tokig funkcija
= mmult(transpose(X); R).
Portfelio dispersija yra apskaiciuojama pagal formule

O'g( = Zpijaio.jxim'j = XQXT

i?j

Excel programoje si tapatybé atitinka fukcija
= mmult(mmult(transpose(X); Q); X).

Standartiniui nuokrypiui rasti panaudosime SQRT funkcijg apskaiciuotai dispersijos reiks-
mei. Toliau sprendziamas uzdavinys su SOLVER funkcija, kur parinkus jvairius apribojimus

yra ieSkoma optimalaus portfelio matrica X.

8.2 Lygiy svoriy portfelis

I$ pradziy parinkime tokj portfelj, kuriame visos investuotojo 1éSos aktyvams yra paskirs-

tomos po lygiai - po 25 proc. kiekvienam aktyvui. Sio portfelio matrica X yra lygi

XZ(O.QB 0.25 0.25 ().25>-

Sis portfelis palyginimui su kitais portfeliais, kurie yra optimalis pagal Markowitz teorija.
Investuodami j visus portfelius po lygia dalj investicijy gauname, kad tikétina portfelio

graza yra lygi 0.0011643, o standartinis nuoktrypis yra lygus 0.018227.
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Tikétina graza 0.001643

Standartinis nuokrypis | 0.018227

8.3 lentelé: Lygiy svoriy portfelis
8.3 Maksimalios grazos portfelis

Uzdavinio diversifikavimo salygos:
1) Visy aktyvuy svoriai turi buti didesni uz nulj - neleidziama skolinimosi galimybe.

2) Visy aktyvy suma turi buti lygi vienetui.

Grazos maksimizavimo uzdavinyje néra taikomi jokie rizikos apribojimai, todél tikétina, jog
didelés investiciné grazos portfelis gali turéti gan aukstg rizikos lygj.

Pagal SOLVER funkcija gauname, jog portfelio matrica yra lygi
X= (O 00 1> .

Galime pasakyti, jog maksimali investiciné graza yra pasiekiama, jeigu visag turta in-
vestuojame |} viena aktyva - Netflix. Tai galime pastebéti pagal statistinius parametrus,
kadangi Sis aktyvas turi didziausia investicine graza - 0.001278. Taciau Sis portfelis turi ir

didelj rizikos lygi, lyginant su kitais portfeliais - 0,025685.

Tikétina graza 0.001278

Standartinis nuokrypis | 0.025685

8.4 lentelé: Maksimalios grazos portfelis

8.4 Maksimalios grazos optimalus portfelis

Siam uzdaviniui spresti reikalinga SOLVER funkcija, kurioje yra suformuojamos diver-
sifikavimo salygos:
1) Visy aktyvu svoriai turi buti didesni uz nulj - neleidziama skolinimosi galimybé.

2) Visy aktyvy suma turi buti lygi vienetui.
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3) Nustatomas rizikos lygis - rizika negali virsyti 0.02

Siame uzdavinyje nustatomas tam tikras rizikos apribojimas, optimalus rezultatas ieSkomas
nustacius tam tikras rizikos ribas.

Pagal SOLVER funkcija gauname, jog portfelio matrica yra lygi

X=<0.37 0 0 0.63)-

Gauname, jog maksimali investiciné graza su nustatytu rizikos lygiu, kuris yra lygus 2
proc., yra pasiekiama, jeigu 37 proc. turto investuojama j Apple Inc. ir 63 proc. investuoja-
ma | Netflix - Sie abu aktyvai yra teikiantys didziausias grazas, bet Apple Inc. turi mazesne
investavimo rizika nei Netflix.

Uzdavinio rezultatai:

Tikétina graza 0.001254

Standartinis nuokrypis 0.02

8.5 lentelé: Maksimalios grazos optimalus portfelis

8.5 Minimalios rizikos portfelis

Minimalios rizikos portfelio SOLVER diversifikavimo salygos:
1) Visy aktyvy svoriai turi buti didesni uz nulj - neleidziama skolinimosi galimybe.

2) Visy aktyvy suma turi buti lygi vienetui.

Rizikos minimizavimo uzdavinyje néra nustatoma siekiama investiciné graza. Tikétina, jog
mazinant rizikg graza taip pat bus nedidelé.

Pagal SOLVER funkcija gauname, jog portfelio matrica yra lygi

X:(O_58 0.06 0.34 0.01)-

Gauname, kad siekiant kuo labiau msumazinti rizika, didziausia turto dalj reikéty inves-

tuoti i Apple Inc. - 58 proc. bendry 1é8y. Sioje situacijoje i Netfliz invetuojama maZiausia
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lésy dalis - tik 1 proc., kadangi Siame uzdavinyje neatsizvelgiama j graza, o siekiama kuo
labiau sumazinti rizika.

Uzdavinio rezultatai:

Tikétina graza 0.001156

Standartinis nuokrypis | 0.016128

8.6 lentelé: Minimalios rizikos portfelis

8.6 Minimalios rizikos optimalus portfelis

Minimalios rizikos portfelio SOLVER diversifikavimo salygos:
1) Visy aktyvy svoriai turi buti didesni uz nulj - neleidziama skolinimosi galimybe.
2) Visy aktyvy suma turi buti lygi vienetui.
3) Nustatomas siekiamos grazos dydis - graza turi buti lygi 0.00118 per diena.

Uzdavinyje nustatomas konkretus siekiamos grazos dydis ir yra iéSkoma minimalios rizikos
portfelis siekiant Sios grazos.

Pagal SOLVER funkcija gauname, jog portfelio matrica yra lygi

XZ(O.GS 0.05 0.21 0.08)-

Siame uzdavinyje padidinama investuojany j Netfliz aktyva lésy dalis - 8 proc., kadangi yra
nustatomas tam tikras grazos dydis, kuris turi buti pasiektas investuojant, tac¢iau pagrindinis
kriterijus islieka kuo labiau sumazinta rizika. dar labiau padidinama investicijy dalis i Apple
Inc. - 65 proc.

Uzdavinio rezultatai:

Tikétina graza 0.00118

Standartinis nuokrypis | 0.01622

8.7 lentelé: Minimalios rizikos optimalus portfelis
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8.7 Rezultaty apibendrinimas

Galima sulyginti visas lenteles, kuriose atvaizuduojami gauti rezultatai investuojant vie-
nu ar kitu budu.

Didziausig investicine graza turi aktyvas Netfliz, todél j §j aktyva investuojama didziausia
1esy dalis siekiant padidinti pelng. taciau §is aktyvas turi ir didelj standartinj nuokrypj. Sis
aktyvas yra rizikingas, taciau ir pelningiausias.

Aktyvas Amazon turi nedidele investicine graza ir vieng maziausiy standartiniy nuokry-
piy. Deél nedidelés grazos i §j aktyva nebuvo investuota maksimizuojant pelna. Kadangi
aktyvo standartinis nuokrypis yra nedidelis, Sis aktyvas turi didesnj svorj rizikos minimiza-
vimo portfeliuose. Sis aktyvas yra nerizikingas, bet ir neteikiantis didelio pelno.

Aktyvas Tesla Motors turi salyginai nedidele investicine graza ir yra rizikingiausias, todél
sprendziant uzdavinj j sj aktyva nebuvo investuojama isvis arba buvo investuojama nedidelé
dalis lésy. Sio aktyvo svoris buvo nelygus nuliui tik rizikos minimizavimo uzdaviniuose,
kadangi vienas iS esminiy rizikos mazinimo budy - lésy paskirstymas skirtingiems aktyvams
(diversifikavimas). Sis aktyvas yra neefektyviausias.

Aktyvas Apple Inc. turi vieng didziausiy investiciniy grazy taip pat ir maziausia stan-
dartinj nuokrypj, todél optimizuojant uzdavinj dviem budais (maksimizuojant graza fiksavus
rizika ir minimizuojant rizika fiksavus graza) i si aktyva yra investuojama didelé dalis le-
sy. Abiem optimizavimo atvejais, kai yra jvedami papildomi apribojimai, Sio aktyvo svoris

padidéja, todél galima daryti iSvada, jog Sis aktyvas yra efektyviausias.
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9 skyrius

ISvados

Modernus investicinio portfelio optimizavimo procesas yra paremtas Markowitz optima-
laus portfelio teorija. Teorijos pagrindinés idéjos - investuojant j tam tikrus aktyvus reikia
atsizvelgti ne tik i investicine graza, tac¢iau ir j aktyvo rizika. Ivertinti portfelio investicinés
grazos ir standartinio nuokrypio santykj yra formuojamas efektyvumo frontas - aibé portfe-
liy, kurie turi didziausig investicine graza fiksuotam rizikos lygiui arba turi maziausia rizika
tam tikrai siekiamai grazai. Visi portfeliai priklausantys efektyvumo frontui yra optimalus
ir sprendimas, j kurj portfelj investuoti, priklauso nuo investuotojo polinkio rizikuoti.

Investicinis portfelis, kuris yra optimizuojamas pagal Markowitz teorija, yra sudarytas
tik i$ rizikingy aktyvuy. Rizikingy aktyvy derinimas su nerizikingais iSplété Markowitz teo-
rijg. Rizikingy atvyvy derinimas su nerizikingais yra nagrinéjamas CAPM modelyje. Siame
modelyje yra jvertinama ne tik aktyvo istorinés dispersijos, bet ir rinkos rizika.

Efektyvaus fronto ir CAPM modeliai didesnj démesj skiria jvertinti portfelio rizika nei
investicine graza. Baigiamojo darbo uzdavinyje atvaizduojama, kad jei formuojant maksi-
malios grazos portfelj yra nesilaikoma rizikos ribojimo, porfelis tampa labai rizikingu, nors
ir zadantis didele graza. Analogiskai, jeigu formuojamas minimalios rizikos portfelis nenu-
statant siekiamos grazos, rizika yra sumazinama iki minimumo, tac¢iau tokiu atveju portfelis

yra neteikiantis pelno.
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A Priedas

Aktyvy akcijy kainos

Pridedama informacija - aktyvy akciju kainos. Optimizavimo uzdavinys buvo sprendzia-
mas su kasdieninémis, o ne kasménesinémis grazomis, taciau sie duomenys buvo sutraukti ir

i priedy skyriy jtraukiamas tik duomeny fragmentas.
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DATA UZDARYMO KAINA
Apple Tesla Motors |Amazon |Netflix
12/31/2019 293.65 418.33| 1847.84 323.57
11/29/2019 267.25 329.94 1800.8 314.66
10/31/2019 248.76 314.92| 1776.66 287.41
9/30/2019 223.97 240.87| 1735.91 267.62
8/30/2019 208.74 225.61| 1776.29 203.75
7/31/2019 213.04 241.61| 1866.78 322.99
6/28/2019 197.92 223.46| 1893.63 367.32
5/31/2019 175.07 185.16| 1775.07 343.28
4/30/2019 200.67 238.69| 1926.52 370.54
3/29/2019 189.95 279.86| 1780.75 356.56
2/28/2019 173.15 319.88| 1639.83 358.10
1/31/2019 166.44 307.02| 1718.73 339.50
12/31/2018 157.74 332.80| 1501.97 267.66
11/30/2018 178.58 350.48| 1690.17 286.13
10/31/2018 218.80 337.32| 1598.01 301.78
9/28/2018 225.74 204.77 2003 374.13
8/31/2018 227.63 301.66| 2012.71 367.68
7/31/2018 190.29 298.14| 1777.44 337.45
6/29/2018 135.11 342.95 1699.8 391.43
5/31/2018 186.87 284.73| 1629.62 351.60
4/30/2018 165.26 293.90| 1566.13 312.46
3/29/2018 167.78 2606.13| 1447.34 205.35
2/28/2018 178.12 343.06| 1512.45 201.38
1/31/2018 167.43 354.31| 1450.89 270.30

A.1 pav.: Aktyvy akcijy kainos kas ménes;j
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