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Ivadas

Varingo (Edward Waring) uzdavinys yra viena klasikiniy skaiciy teorijos temuy. Jis
klausia, ar kiekvienam naturaliajam skaiciui k£ > 2 egzistuoja toks naturalusis skai-
¢ius s, kad kiekvienas teigiamas skaicius n yra s neneigiamy sveikyjy démeny, pa-
kelty laipsniu k&, suma:

n:a’f—l—alg—l—---—i—af

Maziausias toks s, tenkinantis Sia salyga, daznai apibréziamas funkcija g(k),
pabréziant, kad si funkcija priklauso tik nuo laipsnio rodiklio. 1770 metais Lagranzas
(Joseph-Louis Lagrange) issprendé uzdavinj atveju k = 2, pateikdamas isvada, jog
kiekvieng naturalyjj skaiciy galima isreiksti keturiy tiksliyjy kvadraty suma, tai yra
g(2) = 4.

Siais laikais Varingo uzdavinys yra iSsprestas bendruoju atveju. Jrodyta, kad
toks s egzistuoja kiekvienam laipsniui k. Pavyzdziui, ¢(3) =9, o g(4) = 19. Tacdiau
ilga laika jis buvo vienas zinomiausiy neiSsprendziamy klausimy skaiciy teorijoje.
Panasy statusa vis dar turi Goldbacho (Christian Goldbach) hipotezé, teigianti, jog
kiekvieng lyginj skaiciy, didesnj nei 2, galima isreiksti dviejy pirminiy skai¢iy suma.
Si prielaida Siais laikais yra patikrinta ir patvirtinta teisinga skaiciams iki 4 - 10'8,
taciau vis dar néra jrodyta.

Varingo-Goldbacho uzdavinys, siejantis Varingo uzdavinj ir Goldbacho hipoteze,
klausia, ar kiekvienam k egzistuoja toks skaic¢ius s, kad kiekvienas pakankamai

didelis n gali buti isreikStas daugiausia s pirminiy skaiciy, pakelty laipsniu £, suma:
n=pf+ph+-4p

Siame darbe nagrinéjamas Varingo uzdavinio atvejis, kai k = 2. Apibrézkime
tokig aibe S, kuriai priklauso visi naturalieji skaiciai, kuriuos jmanoma uzraSyti

kaip dviejy kvadraty sumg. Pavyzdziui, 250 = 92 + 132 arba 3362 = 312 + 492
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Skaicius 30 tokios iSraiskos neturi, tac¢iau ji jimanoma uzrasyti triju kvadraty suma:
30 = 12+ 22452, Skai¢iaus 60 nejmanoma isreiksti nei dviem, nei trimis kvadratais,
taciau tai galime padaryti keturiais kvadratais: 60 = 22 + 22 + 42 + 62

Sis Varingo uzdavinio atvejis nagrinéjamas jau nuo senoveés graiky laiky. Dar II
amziuje Diofantas (Diophantus) veikale , Aritmetika“ padaro iSvada, kad ne visus
skaic¢ius galima uzrasyti triju kvadraty suma. 1798 metais Lezandras (Adrien-Marie
Legendre) pateikia jrodyma, jog tik skaiiai formos 4™(8k + 7) negali buti iSreiskiami
trijuy sveikyjy skai¢iy kvadraty suma (Cia n ir k — sveikieji neneigiami skaiciai).

Ir sioje reiskimo kvadraty suma temoje taip pat yra neisspresty teoremy. Viena
is ju - ar egzistuoja be galo daug tokiy pirminiy skaiciy, kurie gali buti iSreiksti trijy
i$ eilés einanciy naturaliyjy skaiciy kvadraty suma, pavyzdZiui 149 = 6% + 7% + 82.

Taigi Sio darbo tikslas yra iSnagrinéti skaic¢iy teorijos metodus, naudojamus mi-
nétiems teiginiams jrodyti. Pirmasis skyrius skirtas dviejy kvadraty sumos israiskai.
Pirmiausia nagrinéjama, kodél tam tikri pirminiai skaiciai turi ar neturi tokios is-
raiskos. Tada pereinama prie bendresnio atvejo visiems naturaliesiems skaiciams.
Taip pat nagrinéjamos skirtingos skaic¢iaus dviejy tiksliyjy kvadraty israiskos. Ant-
rasis skyrius skirtas trijy ir keturiy kvadraty sumy atvejui. Jame jrodoma Lagranzo
teorema ¢(2) = 4.

Jei kitaip nenurodyta, bus laikoma, kad raidémis pazymeéti skaiciai priklauso

sveikyjy skaiciy aibei.



1 skyrius

Skaiciai, iSreiskiami dviejy

kvadraty suma

Ivade jau apibrézéme aibe S, kurig sudaro visi naturalieji skaiciai, iSreiskiami dviejy
tiksliyjy kvadraty suma. Akivaizdu, jog si aibé yra begaliné. Pagrindinis Sio skyriaus

uzdavinys — issiaiskinti, kokie skaiciai priklauso siai aibei

1.1 Pirminio skaiciaus reiskimas dviejy tiksliyjy
kvadraty suma

1 teiginys. Jei n=4k + 3, tain ¢ S. Cia k — neneigiamas sveikasis skaicius.

Irodymas. Tarkime n € S. Tuomet egzistuoja tokie sveikieji skaiciai x ir y, kad
n = z? + y?. Dalybos i§ 2 atveju z ir y turi lickang 0 arba 1. ISplaukia, jog
2? + y? dalybos i§ 4 atveju turi liekanas 0, 1 arba 2. Tadiau pagal teiginio salyga
22 + 9% = 4k + 3, todél gavome priestarg. O

Pagal §j teiginj jau galime Siek tiek apibudinti aibe S. Taciau pagrindinis uzda-
vinys lieka neiSsprestas. Kad galétume parodyti, kokie naturalieji skaiciai priklauso
siai aibei, pirmiausia reikia rasti visus pirminius p € S. Tai suteiks galimybe iSspresti
uzdavinj visiems naturaliesiems skaiciams.

Siam tikslui apibrésime pirminiy skai¢iy aibes Py ir Py:

1. p € Py, jei ji galima uzrasyti forma p = 4k + 3, k € Z;

2. p € P,, jei ji galima uzrasyti forma p =4k + 1, k € Z.
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Visy pirminiy skaic¢iy aibe lygi P, U P, U {2} ir P, N P, = 0.

Pagal 1 teiginj, kuris jrodo bendresnj atveji, jau jsitikinome, kad visi aibés P
elementai neturi lygties p = 22 + y? sprendiniy. Taip pat turime atskira atveji,
kuomet p = 2. Sis pirminis priklauso aibei S, nes 2 = 12 4+ 12. Vadinasi, be p = 2,

aibei S gali priklausyti tik tokie pirminiai skaiciai, kurie priklauso aibei Ps.
2 iSvada. Jei nelyginis pirminis skaicius p € S, taip € Ps.
Irodymas. Isplaukia i$ 1 teiginio. O]

3 apibrézimas. Pirminio skaic¢iaus p kvadratiniy liekany aibe sudaro skaiciai x
tenkinantys lyginj n? = = (mod p), kai 1 < 2 < p — 1. Cia n — bet koks sveikasis

skaicius.

Rasime skaic¢iaus 7 kvadratiniy liekany aibe.

1 =1 (mod 7)
22 =4 (mod 7)
32 =2 (mod 7)
4* =2 (mod 7)
5 =4 (mod 7)
6 =1 (mod 7)
7 =0 (mod 7)

Tesdami procesa matysime, kad liekanos kartojasi, nes 82 = (7 + 1)* = 12 (mod 7),
92 = (74 2)* = 22 (mod 7) ir taip toliau. Taigi, pagal apibrézima, skaitiaus 7 kvad-
ratiniy liekany aibé yra {1, 2, 4}. Pagal 2 isvada, jei pirminis skai¢ius p priklauso
aibei S, tai p = 4k + 1. IS tiesy tai visi tokie pirminiai skaiciai priklauso aibei
S. Siam teiginiui patvirtinti pirmiausia parodysime, kad —1 yra pirminio skaic¢iaus

p € P, kvadratiné liekana.

4 teorema (Vilsono). Naturalusis skaic¢ius p yra pirminis tada ir tik tada, jei

(p—1)!'=—1 (mod p).



Irodymas. Teorema akivaizdi skai¢iams 2 ir 3, taigi nagrinésime tik pirminius p > 3.

Tegul R - skaidiaus p liekany aibé, R = {r;, € Z, r; =i, 1 <i<p—1}. Jeip
buty sudétinis, tuomet vienas jo dalikliy buty is Sios aibés. Tuomet tas daliklis
dalyty (p—1)!, tadiau jis, o tuo paciu ir p, nedalytuy (p—1)!+ 1. Isplaukia (p—1)! #
—1 (mod p).

IS kitos puseés, jei p pirminis, tuomet kiekvienas skaicius is Sios aibés yra tarpu-
savyje pirminis su p. Tarkime, kad kiekvienam r, € R egzistuoja toks atvirkstinis
skaicius 7, € R, kad r,r, = 1 (mod p). Tai i$ tiesy teisinga, nes jei kazkuris
re, € R neturéty tokio atvirkstinio, tuomet egzistuoty tokie r. € R ir r; € R, kad
rore = rqorg (mod p). Tai yra, p dalytu skaiciy r,(r. — r4), taciau p nedalija nei rq,
nei r, — ry. Gavome priestara.

Kiekvienas r turi vienintelj atvirkstinj, ir kiekvienas r yra savo atvirksStinio at-
virkstinis. Jei kazkuris daliklis yra pats sau atvirkstinis, tuomet 72 = 1 (mod p).
Tada p dalija 7> —1 = (r — 1)(r + 1), o kadangi p pirminis, tai arba r — 1 arba r +1
dalijasi is p. Tai teisinga tik tuomet, kai r =1irr =p — 1.

Taigi galime aibés R elementus suskirstyti j tokias poras {7"@-,7"]-}, kad ryr; =
1 (mod p). IS ¢ia turime, kad 2-3... (p—2) = 1(mod p). Padaugine lyginj is (p—1),

gausime teoremos jrodyma. O
5 teorema. —1 yra pirminio skaiciaus p =1 (mod 4) kvadratiné liekana.

Irodymas. Pagal apibrézima, kad jrodytume, jog —1 yra pirminio skaic¢iaus p kvad-
ratine liekana, mums reikia parodyti, kad kazkokis sveikasis skaicius x tenkina lyginj
r? = —1 (mod p).

Nagrinésime skai¢iy (p — 1)!. Jj iSskaide galime pastebéti, jog visi daugikliai nuo
pt1

B~ iki p — 1 dalybos is p atveju turi atitinkama liekang, kaip ir daugikliai nuo 1 iki

%, tik su priesingu zenklu. Tai yra:

(p—l)!:1-2-3...(p;1>-<p;1>...(p—2)-(p—1)5

1‘2.3...<7’;1).(—79;1)...(—2)-(—1)5

(1) ((p; 1)!)2(mod p)

Siuo atveju nagrinéjame tik pirminius skai¢ius p = 4k + 1, taigi jrade gauname




Vilsono teorema teigia, kad (p — 1)! = —1 (mod p). Taigi savo ruoztu ir ((2k)!)* =

—1 (mod p), o tai reiskia, kad —1 yra skai¢iaus p = 1 (mod 4) kvadratiné liekana [

6 apibrézimas. (%) vadiname Lezandro simboliu, jei p — nelyginis pirminis skaicius,

DBD(a,p) =1 ir

1, kai a yra skaiciaus p kvadratine lieckana;
a
<> =4 —1,kai a néra skaiciaus p kvadratiné liekana;

0,kai a =0 (modp).

Pavyzdziui, (}—?) =1, nes 72 = 49 = 15 (mod 17), o (%) = —1, kadangi, kaip
jau jsitikinome, 3 néra skaic¢iaus 7 kvadratiné liekana. Taigi 5 teorema galétume
suformuluoti ir taip: (%) =1, kai p=1 (mod 4).

Dabar, pasinaudodami Mazaja Ferma (Fermat’s little) teorema, kurios jrodyma

galima rasti [6], iSvesime bendresne formule visiems pirminiams skai¢iams.

7 teorema (Mazoji Ferma). Jei pirminis skaicius p ir naturalusis skaicius n tar-

pusavyje pirminiai, tuomet n?~' =1 (mod p).

8 teiginys. Jei a ir b tarpusavyje pirminiai, tai kiekvienas a® + b* pirminis daliklis

pGPQ.

Irodymas. Tarkime, kad p dalija a® + b* kazkokiems a ir b, kai DBD(a,b) = 1. Jei
p dalija a, tai dalija ir a®>. Tuomet iSplaukty, jog p dalija ir b? ir patj b. Priestara,
nes DBD(a, b) = 1.

Taigi a, b ir p yra poromis tarpusavyje pirminiai. Kadangi p dalija a® + b, tai
—a® = b? (mod p). Pakéle abi lygties puses laipsniu (p—1)/2, gauname (—1)(p_1)/2ap_1 =
=1 (mod p). Pagal MaZaja Ferma teorema a’~' = v~! = 1 (mod p), taigi

(=1)® Y2 =1 (mod p). Isplaukia p = 4k + 1. O

Pagal 8 teiginj, jei kazkoks sveikasis skaicius 22 = —1 (mod p), tai yra 22 +1% =
kp, k € Z, tuomet p € P,. Tai reiskia, kad —1 néra skaiciaus p = 4k + 3 kvadratiné

liekana, ir formule (’71) = (—1)(p ~U/2 galioja visiems nelyginiams pirminiams p.
9 teorema. Jeip e P, taip e S.

Irodymas. Tegul p = 4k + 1. Pagal 5 teorema, jau jrodéme, kad —1 yra Sio pirminio

skai¢iaus kvadratiné liekana, tai yra n> = —1 (mod p) teisinga kaZkokiam sveikajam

2
skaiciui n. Kadangi (—n)” = n? ir kiekvienas (p — 1)%, (p — 2)%,.. ., (%) yra lygus

2
atitinkamai 12, 22, ... | (E) moduliu p, tai uztenka nagrinéti tik 1 <n < p/2.
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Kadangi —1 yra p kvadratiné liekana, tai egzistuoja toks a, kuriam teisinga
lygybé ap =n?+ 1 irap € S.

Kadangi
2 2 2
P p- 3p 2
—Fl<—4 —=
1 + 1 + A

Tai a < p. Tarkime skaic¢ius b yra toks maziausias naturalusis skaicius, kuriam

O<ap=n*+1<

teisinga bp € S ir b < a. Pazymekime bp = 2% + 12
Tarkime, kad b > 1. Tada dalydami skaicius z ir y iS b, gausime liekanas

atitinkamai sy ir so. Pazymékime z = rib + s ir y = rob + so. Laikysime, kad

b< <b b< <b
51_27 B 52_2

Tada turime:
bp =2+ 4> = (rb+s1)° + (rob+ 82)° =
(r%bQ + 2brys1 + s%) + (T%bg + 2bryse + sg)
Atlike ekvivalencius pertvarkymus gauname:
bp = b(rib + 2r181) + 87 + b(r3b + 2ry8y) + S5
bp—b ((rfb + 27“131) + (Tgb + 27“232)) = 57 + 55
b (p — (r%b + 27"151) — (r%b + 27“252)) =57+ 55
Pazymeékime

¢=p—1ib—2ris) — rib — 2rysy (1.1)

b\*  (b\® B
et 2 2< — — = — 2
bC $1+82_ <2> +<2> 2 <b

Isplaukia, kad 0 < ¢ < b. Jei ¢ =0, tai sy = s =0, 0 x = ribir y = rob. IS

Tada:

Cia iSplaukty, kad bp = 2% + y* = b*(r? + r3). Gauname priestarg, nes p pirminis ir
todél p # b(r? 4+ r2). Taigi 1 < ¢ < b.

I§ lygties turime p = b(r? +r3) +2(r1s1 +rese) +c¢. Tada cp = be(r? +r3) +
2¢(ry81 + 1re83) + 2 = (¢ + 1181 + 1989)% + (r152 — s172)%. ISplaukty, kad ¢p € S.
Taciau tai priestarauty prielaidai, jog b yra maziausias nenulinis sveikasis skaicius,

kuriam bp € S. Taigi, b=1irp € S. m

Tokiu budu iSsprendéme uzdavinj p = 22 + y? parodydami, kad visi pirminiai
p = 3 (mod 4) nepriklauso aibei S ir visi p = 1 (mod 4) priklauso. Kitame skyriuje
pereisime prie bendresnio atvejo, nagrinéjancio ne tik pirminius, bet apskritai visus

naturaliuosius skaicius.



1.2 Naturaliojo skaiciaus reiskimas dviejuy tiksliy-
ju kvadraty suma

10 apibrézimas. Gauso sveikyjy skaiciy aibe vadiname aibe Z [i] = {a + bi | a, b € Z}.
Taip pat Gauso skai¢iams apibrézkime funkcija N (a 4 bi) = |a + bi|” = a® + b%.
Si funkcija yra multiplikatyvi:
la + bi| |c + di| = |(a + bi) (c + di)| =
la + bi|*|c + di|* = |(a + bi) (¢ + di)|> =
N (a+bi)N(c+di) =N ((a+ bi) (c+ di))
Pavyzdziui, N (14 2i) N (34 4i) = N (1 + 2i) (3 + 4i)) = N (=5+ 10i) = (—5)*+
10? = 125. Imkime du bet kokius Gauso skaicius a + bi ir ¢ + di. Tada
N(a+bi)N(c+di) =N ((a+bi)(c+di)) = N ((ac — bd) + (ad + bc) i)
[rase funkcijos reiksmes, gauname formule:
(a® + b*)(* + d*) = (ac — bd)* + (ad + bc)? (1.2)

Sia lygybe 1202 metais Fibonacis (Fibonacci) aprasé knygoje ,,Liber abaci® (liet.
»Skaic¢iavimy knyga“ ). 1749 metais, Oileris (Leonhard Euler) panaudojo sig lygybe

sekancio teiginio jrodymui.
11 teiginys. Jeine S irm e S, tainm € S.

Irodymas. Imkime tokius sveikuosius skai¢ius a, b, ¢ ir d, kad n = a® + b? ir m =
A+ d?. 15 (L.2) lygybeés turime nm = (o + b?)(¢* + d?) = (ac — bd)* + (ad + be)’.
Taigi mn € S O

Pasinaudodami jau jrodytais teiginiais, galiausiai galime apibrézti, kuriuos na-
turaliuosius skaicius galime isreiksti dviejuy kvadraty suma.

Pagal pagrindine aritmetikos teorema, kiekvieng naturalyjj skaiciy n vieninteliu
budu galima uzrasyti pavidalu n = pi* - p§? ... pg*, kuris yra vadinamas skai¢iaus n
kanonine iSraiska. Cia p;< p, < --- < pp — skirtingi pirminiai skaiciai, o; > 1, i =

1, 2, ..., k.. Pavyzdziui, 540 = 22 - 33 . 5.

12 teorema. Skaicius n € S tada ir tik tada, jei skaiciaus n kanoninéje israiskoje

kiekvienas pirminis skaicius p € Py pakeltas lyginiu laipsniu.
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Irodymas. Tarkime, kad visi pirminiai formos p = 4k + 3 turi lyginj laipsnj skaic¢iaus
n kanonin¢je iSraiskoje. Pagal 9 teorema, kiekvieng pirminj p = 4k 4 1 galime
igreiksti dviejy kvadraty suma. Taip pat p = 2 = 12 4+ 1%2. Pirminius p? = (4k + 3)?
galime uzrasyti kaip p* = p? + 02. Tuomet skai¢iaus n kanonine iSraika galime

pakeisti tiksliyjy kvadraty sumy sandauga:
n=(mi+mj)-(m3+mj)....,m € Zi=123,...

Pagal 10 teiginj, si sandauga lygi dviejy kvadraty sumai, tai yra n € S.

Lieka jrodyti, kad jokie kiti skaiciai nepriklauso aibei S. Tarkime, kad skaicius
n = a® + b% ir turi pirminj daliklj p.

Tarkime, kad p nedalija bent vieno is skai¢iy a ir b. Jei p dalija a, tai dalija ir
a®. Tuomet isplaukty, jog p dalija ir b? ir patj b. Gauname priestara.

Taigi, p dalija ir a, ir b, arba a, b ir p yra poromis tarpusavyje pirminiai. Antruoju
atveju, pagal 8 teiginio jrodyma, p = 1 (mod 4). Jei p dalija abu skaicius a ir b, tai

yraa=b=0 (mod p), pazymékime a = z1p, b = y;p. Gauname
n = p*(a] +y7)
Jei p dalija 22 + 92, tuomet analogiskai n = p*(23 + y2). Tesdami procesy t

karty galutingje israiskoje turésime n = pt(z? + y?). ISplaukia, jei p = 3 (mod 4),

kanoninéje israiskoje jis turi lyginj laipsnj. O]

1.3 Skirtingos dviejy tiksliyjy kvadraty sumos is-
raiskos

Nagrinédami skaicius is aibes S galime pastebéti, kad kai kurie skai¢iai turi daugiau
nei vieng israiska dviejy kvadraty suma. Pavyzdziui, 65 = 12 + 82 = 42+ 72. O

skaiciy 17 taip isreiksti galime vieninteliu budu — 17 = 12 + 42,

13 teorema. Neatsizvelgiant j démeny tvarkg ir Zenklus, kiekvienas pirminis skai-

cius p € Py vieninteliu budu gali buti isretkstas dviejy tiksliyjy kvadraty suma.

Irodymas. Tarkime p = 4k + 1 turi dvi skirtingas kvadraty sumos israiskas, tai yra

p=a®>+0b®=c®+d* Jau jrodéme, kad —1 yra $io pirminio skaic¢iaus kvadratine

lickana. Taigi lyginys 22 = —1 (mod p) turi sprendinj, kurj pazymime x_;. Pagal
prielaidg a = —b? = 22,b” (mod p) ir 2 = —d? = 22,d” (mod p). I§ ¢a turime du
atvejus:

11



1. a = +x_1b (mod p) ir ¢ = +x_1d (mod p). Taigi ac + bd = x*,bd + bd = 0
ir ad — bc = +x_ (bd — bd) = 0 (mod p). ISplaukia, kad egzistuoja tokie sveikieji
skaiciai m ir n, kad ac 4+ bd = mp ir ad — bc = np. Pagal 11 teiginj turime p? =
(a® + V) (¢ + d®) = (ac+ bd)® + (ad — be)® = (mp)® + (np)®. 1§ pastarosios lygybes
gauname 1 = m? 4 n?, taciau tai teisinga tik tada, kai m = 0 arba n = 0, tai yra
ac+bd = 0 arba ad—bc = 0. Kadangi DBD(a,b) = DBD (¢,d) = 1, tai ac+bd = 0 ir
ad —bc = 0 tada ir tik tada, jei a = £cir b = £d arba a = £d ir b = Fc. Bet kuriuo
atveju, gauname, kad abi iSraiskos yra vienodos neatsizvelgiant i démeny tvarka ir

zenklus.

2. a = +x_1b (mod p) ir ¢ = Fr_1d (mod p). Taigi ac — bd = —x2 bd — bd = 0
ir ad + bc = £x_4 (bd — bd) = 0 (mod p). Imkime tokius m ir n, kad ac — bd = mp
ir ad 4 bc = np. Tada turime p* = (a® + b?)(¢* + d?) = (ac — bd)* + (ad + be)* =
(mp)® + (np)®. Toliau jrodinéjimas analogiskas ir vél gauname, kad abi iSraiskos yra

vienodos neatsizvelgiant | démeny tvarka ir zenklus.
O

Tokiu budu jrodéme, kad pirminius skaicius is aibés P, vieninteliu budu galime
isreiksti dviejy tiksliyjy kvadraty suma.

Tarkime skaicCius d — naturalaus skaiCiaus n daliklis. Apibrézkime funkcija:

1, d=1 (mod 4);
f(d)=1 —1, d=3 (mod 4);
0, d=0 (mod 2).

Tegul h(n) — skai¢iaus n skirtingy dvieju tiksliyjuy kvadraty sumy israisky skai-
Cius, tai yra lygties n = 2% + y? sprendiniy skaicius, kai z > 0, y > 0, o (z,y)
ir (y,z) laikomi skirtingais sprendiniais. Funkcija h(n) galima apibrézti formule,

kurios jrodyma galima rasti [3]:
h(n) =) f(d)
dn

Jei nagrinésime naturalaus skaifiaus n kanonine israiska n = pi* - p3? ... pp*,

tuomet patogiau naudoti ekvivalenc¢ig formule:

hin)= J] (Q+w) 1<i<k (1.3)

pi=1(mod 4)

PavyzdZiui, kai n = 325 = 52 * 13, tai pagal (1.3) f(n) =3-2 = 6.
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2 skyrius

Kiekvieno naturaliojo skaiciaus
trumpiausia israiska tiksliyjuy

kvadraty suma

Pirmajame skyriuje parodéme, kad ne visi skai¢iai priklauso aibei S. Siame skyriuje
irodysime, kad platesnei skaiciy, isreiskiamy keturiy tiksliyjy kvadraty suma, aibei

pirklauso visi naturalieji skaiciai. Taip pat aptarsime tarpinj trijy kvadraty atvejj.

2.1 Trijy tiksliyjy kvadraty suma

14 teorema (Lezandro trijy kvadratu). Sveikasis skaicius a = 4™(8k + 7) neturi

trijy tiksliyjy kvadraty israiskos. Cia m ir k — neneigiami sveikieji skaiciai.

Irodymas. Tarkime a gali buti isreiSkiamas trimis kvadratais. Pazymékime a =
x? + x5 + z3. Dalybos i 4 atveju x? (1 = 1,2,3) turi liekang 0, jei z; — lyginis,
arba 1, jei nelyginis. Taigi, jei m > 1, a = 0 (mod 4) ir visi z; — lyginiai. Tada

= 4" 18k +7) = (%)2 + (%)2 + (%)2 Kartojame procesa, kol gauname

1
b=8k+7=y?+y3+1ys

Zinome, kad b = 7 (mod 8) ir b — nelyginis, todél vienas i$ y; (i = 1,2, 3) nelyginis
arba visi trys nelyginiai. Skai¢iaus 8 kvadratiniy liekany aibe sudaro {0, 1, 4}.
Taigi jei visi y; — nelyginiai, tai y3 +y3 + y3 = 3 (mod 8) — prieStara. Neprarasdami

bendrumo, tarkime y; yra nelyginis, o yo ir y3 — lyginiai. Tada y3 = 0 arba y5 =

4 (mod 8) (analogiskai y3). Todél b = 1 arba b = 5 (mod 8) — vél priestara. ISplaukia,
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kad a neisreiskiamas trimis kvadratais.

[]

1798 metais Lezandras pateikia jrodyma, kad visi skaiciai, neisreiSkiami trijy

tiksliyjy kvadraty suma, yra butent tokios formos.

2.2 Keturiy tiksliyjy kvadraty suma

Jei z1, 29, 23, 24 Gauso skaiciai, tai

z1 —Z2 z3 —Z4 2123 — Taza — (2023 + Z124)

Z2 1 Z4y 23 29%3 + 2124 2123 — 2224

Skaic¢iuodami abiejy lygybés pusiy determinantus gauname

(N (21) + N (22)) (N (23) + N(24)) = N (2123 — Z224) + N (2223 + Z124)

Imkime 2z = ay —ast, 20 = —ag—ayt, z3 = by + byt ir 24 = b3+ byi. Tada gauname

Oilerio keturiy kvadraty sumy sandaugos tapatybe:
(a%—i—a%—ka%—i—ai) (bf—i—b§+b§+bi) =
(a1by + azbs + asbs + 6L4b4)2 + (a1by — agby + asby — a4b3)2+

(a1b3 — a2b4 — agb1 + a4bg)2 + (a1b4 + agbg — agbg — a4b1)2

15 lema. Jei p — pirminis, > + y*> +1 = 0 (mod p) turi sprending, kai x, y —

svetkieji skaiciai.

Irodymas. Kai p = 2 teorema teisinga, taigi nagrinésime tik nelyginius pirminius p.

Tegul aibe A sudaro skai¢iai 0 < a < p— 1, kurie tenkina lyginj % = a (mod p),

o aibe B skai¢iai 0 < b < p — 1, tenkinantys lyginj —1 — y? = b (mod p), kai x ir

y — bet kokie sveikieji skaiciai. Irodysime, kad kiekviena i$ Siy aibiy turi (p 4+ 1)/2

elementy.

Skaiciaus p kvadratinés liekanos yra poromis lygios: (p — 1)2 =12 (p— 2)2

2 2
22 .., (m) = (@) (mod p). Taip pat 2 = (—z)*. Taigi nagrinésime tik 1

T < (p—1)/2

2

Tarkime egzistuoja tokie z; ir x5, kad 22 = a ir 23 = a (mod p). Tada x?

2

z3 (mod p). Tai reiskia p dalija 2? — 23 = (21 + x2)(z1 — z2). Tuomet p dalyty

(r1+x9) arba (x; —x9). Kadangi 2 < (z1+x9) < p—1, tai p néra (x; + x2) daliklis,
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tai yra p dalija (7 —22). Kadangi 0 < |x; — 29| < (p—1)/2, tai Sis teiginys teisingas
tik tada, kai x1 = x».

Irodéme, kad kiekvienam 0 < x < (p—1)/2 galime priskirti unikaly a, tenkinantj
lyginj > = a (mod p). Todél aibé A turi lygiai (p + 1)/2 elementy. Analogiskai,
aibei B priklauso priklauso (p+1)/2 skai¢iy, tenkinanciy lyginj —1—y* = b (mod p).

Kadangi skai¢iaus p liekany aibé {0, 1, 2, ..., p — 1} turi p elementy, o AU B
turi % + % = p+ 1 elementy, tai aibés A ir B kertasi. Tai yra, egzistuoja lyginio

r? = —y? — 1 (mod p) sprendinys. O

16 iSvada. FEgzistuoja toks sveikasis skaicius a, kad ap = 2> +vy* + 1 ira < p. a,

x, y — sveikieji skaiciai, p — pirminis.

Irodymas. Pagal 15 lema, egzistuoja tokie x ir y tenkinantys lyginj 22 + y? +1 =
0 (mod p). Kaip = 2, tai iSvada teisinga. Taigi, neprarasdami bendrumo, laikysime,
kad p nelyginis ir 0 < o < (%), 0<y< (%) Tuomet egzistuoja toks sveikasis
skaicius a, kad ap = 2% + y? + 1* + 0%. Kadangi

—1\?2 —1\2 2 2 2
west s () () < () () =<

tai a < p. O

17 teorema (Lagranzo). Kickvieng neneigiamq sveikqji skaiciy galime isreiksti ke-

turiy sveikyjy skaiciy kvadraty suma.

Irodymas. Pagal 16 isvada, egzistuoja toks naturalusis skaic¢ius a < p, kad ap =
22 + 9% + 12 4+ 02, &a p — pirminis ir x, y — sveikieji skaiciai.

Tarkime skaic¢ius b yra toks maziausias naturalusis skaic¢ius, kad b < a ir bp gali
buti iSreiskiamas keturiy kvadraty suma.

Tarkime b > 1. Pazymékime bp = 2?7 + 23 + 23 + x3. Tegul y; — skaiCiaus
x; dalybos i$ b liekana, ¢« = 1,2,3,4. Pazymékime x; = r;b + y;. Laikysime, kad
—b/2 < y; < b/2. Tada

bp=£%+m§+x§+mi:
(le+yl)2 + (sz+y2)2 + (r3b+y3)2—|— (7’4b+y4)2 =
i + 5 + 15+ y; = 0 (mod b)

2 2

(é)2+(9)2_b2 Taigi ¢ < b. Jeic = 0, tai y; = 0 ir x; = r;b. I$plaukt
2 2 - . g >~ 0. = Y, Yi = ir r; = 7;0. splaukty

2 2
Egzistuoja toks ¢ > 0, kad be = yf + y3 + y3 + yi. Tada be < (é) + (é) +
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p =b(r? +r3+r2+r?) - prieStara, nes p — pirminis. Jei ¢ = b, tada y; = b/2. Pagal
lyginj x; = y; (mod b) gautume:
b v v b

bp:xf—l—:cg—l—xg—irxizZ—i—Z—FZ—I—Z:bQEO(mode)

arba kitaip tariant b dalija p — priestara. Todél 0 < ¢ < b. Sudaugine lygtis
bp = 2% + 23 + 22 + 2% ir be = y? + y3 + y32 + y3 bei pasinaudodami Oilerio keturiy

kvadraty sumy sandaugos tapatybe gauname:
Vep = (2131 + T2z + T3ys + Taya)” + (w192 — Tay1 + T3ys — 2ays)’+

(T1y3 — Toys — T3y1 + 954?J2)2 + (21Ys + T2ys — T3Y2 — 3543/1)2

Kadangi x; = y; (mod b), tai visi keturi deSinés pusés kvadratai dalijasi i$ b°.
Suprasting gauname, kad cp isreiskiamas keturiy kvadraty suma. Taciau tai priesta-
rauty prielaidai, jog b yra maziausias naturalusis skaicius, kuriam bp gali buti iSreis-
kiamas keturiy tiksliyjy kvadraty suma. Taigi, b = 1 ir p = 22 + 23 + 22 + 22. Tokiu
budu kiekvieng pirminj skaic¢iy p galime isreiksti keturiy tiksliyjy kvadraty suma.
Pagal Oilerio tapatybe, tokiy sumy sandauga yra keturiy naujy tiksliyjy kvadraty

suma. Taigi teorema jrodyta ne tik pirminiams, bet ir sudétiniams skai¢iams. [
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Representation of a Positive Integer by a Sum of Perfect Squares

Summary

Waring’s problem is one of the classical problems in number theory. Throughout
history it’s variations interest mathematicians and to this day it continues to be one of

the most famous question in classical mathematics.

The aims of this work are to present the problem of positive integer representations
by a sum of perfect squares and analyse various number theory methods, specifically used
for proofs of Fermat’s two square, Legendre’s three square and Lagrange’s four square

theorems.

17



Literatura

[1] R. DEDEKIND Theory of Algebraic Integers, Cambridge University Press (1996),
21-24

[2] Gauss, C. Friedrich Disquisitiones Arithmeticae, Yale University Press (1965),

section 293

[3] K. IRELAND, M. ROSEN A Classical Introduction to Modern Number Theory,
ond ed., Springer (1990), 278-286

[4] T. MURPHY Introduction to Number Theory, lecture notes, Trinity College
Dublin (2016), chapter 9, 1-12

[5] J. SUOMALAINEN Waring’s Problem, University of Helsinki (2016)

[6] J.J. TATTERSALL, Elementary Number Theory in Nine Chapters, 1st. ed.,
Cambridge University Press (1999), 182-197, 239-253

18



	Ivadas
	Skaiciai, išreiškiami dvieju kvadratu suma
	Pirminio skaiciaus reiškimas dvieju tiksliuju kvadratu suma
	Naturaliojo skaiciaus reiškimas dvieju tiksliuju kvadratu suma
	Skirtingos dvieju tiksliuju kvadratu sumos išraiškos

	Kiekvieno naturaliojo skaiciaus trumpiausia išraiška tiksliuju kvadratu suma
	Triju tiksliuju kvadratu suma
	Keturiu tiksliuju kvadratu suma
	Summary
	Literatura


