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1 Nagrinéjama problema

Tarkime, jog {Xj : k € Z} yra tiesinis procesas su reikSmeémis separabilioje Hilberto erd-
véje H, t.y. {X : k € Z} yra tokia erdvés H atsitiktiniy elementy seka, kurios kiekvienas

narys apibréziamas lygybe
Xk = Zaj(sk_j), (1)
j=0

¢ia {a; : j > 0} C L(H) yra tiesiniai aprézti operatoriai, apibrézti erdvéje H ir jgyjantis
reikSmes taip pat erdvéje H, {e; : k € Z} yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste atsitikti-
niai erdveés H elementai. Svarbus klausimas, ar tiesinio proceso { Xy, : k € Z} ribinis elgesys
skiriasi nuo nepriklausomy ir vienodai pasiskirsc¢iusiy atsitiktiniy erdvés H elementy ribinio

elgesio.

Ribinis elgesys disertacijoje nagrin¢jamas kaip normuoty daliniy sumy ir normuoty atsitik-
tiniy lauz¢iy konvergavimas tam tikra prasme. Dalinés sumos {S,, : n > 1} apibréziamos

lygybe
k=1

visiems n > 1, o atsitiktineés lauztes {¢, : n > 1} = {(.(¢) : t € [0,1]},>1 apibréziamos
lygybe
Cn(t) = SL”tJ + (nt — LntJ )XLntJ+1

visiems n > 1 ir visiems ¢ € [0,1], ¢ia |x] yra sveikoji realiojo skaic¢iaus = € R dalis,

apibréziama lygybe |z] = max{m € Z | m < x} visiems = € R.

Tiesinio proceso { X} : k € Z} ribinis elgesys priklauso nuo to, ar operatoriy normy eiluté

> llasl 2)

konverguoja, ¢ia ||a;|| = sup{||a;(z)|| : + € Hsu |jz|| < 1} visiems j > 0. Jei (2) eilute
konverguoja, tiesiniy procesy ribinis elgesys iS esmés yra toks kaip nepriklausomy ir vieno-
dai pasiskirséiusiy atsitiktiniy elementy (tokj atveji nagrinéjo Merlevede, Peligrad ir Utev
[16] bei Rackauskas ir Suquet [19]). Pavyzdziui, jeigu (2) eiluté konverguoja, Ecg = 0 ir
E|lgo|? < oo (&ia || - || yra erdvés H norma), tada n~'/2S,, konverguoja pagal pasiskirstyma
i erdvés H nulinio vidurkio gausinj atsitiktinj elementa. Taciau kai (2) eiluté diverguoja,

ribinis elgesys gali skirtis nuo nepriklausomy ir vienodai pasiskirsciusiy atsitiktiniy elemen-



tu ribinio elgesio (tokj atveji nagrinéjo Louhichi ir Soulier [14], Rackauskas ir Suquet [20],
Characiejus ir Rackauskas [4, 5]).

2 Problemos aktualumas

Centriné ribiné teorema

Ibragimov ir Linnik [11] jrodé, jog realiesiems tiesiniams procesams centriné ribiné teorema
galioja, kai normuojama Saknimi i$ daliniy sumy dispersijos, jeigu daliniy sumy dispersija
auga.

0 2

a

1 teorema. Tarkime, kad {Xy : k € Z} yra realusis tiesinis procesas su E]’:o 5 < 00,

Eeo =0 ir Eed < oo. Jeigu E|S,|? — oo, kai n — oo, tada
Sn

VE[Sn[?

.o . D, . . o
cia ir toliau — Zymi konvergavimg pagal pasiskirstymgq.

2>./\f(0,1), kai n — oo,

Taciau is 1 teoremos salygy neiSeina gauti ribinio daliniy sumy dispersijos elgesio — tam

reikalingos papildomos salygos realiajai sekai {a; : 7 > 0}.
Daliniy sumy dispersija auga tiesiskai, jeigu (2) eiluté konverguoja ir eilute

A:ia]‘

=0
néra lygi nuliui. Tokiu atveju centriné ribiné teorema realiajam tiesiniam procesui galioja
su tokiu paciu normavimu kaip nepriklausomy ir vienodai pasiskirséiusiy atsitiktiniy dydziy
atveju, t.y. normuojama +/n (ziurékite Phillips ir Solo [18] bei Beran, Ghosh, Feng ir Kulik

[1])-

Kai (2) eiluté diverguoja, daliniy sumy dispersija gali augti grei¢iau negu tiesiskai ir cent-
rinéje ribinéje teoremoje gali buti normuojama nebe /n. Tokio tiesinio proceso paprastas

pavyzdys yra realusis tiesinis procesas su realigja seka{a; : j > 0}, apibrézta lygybe
0= (j+1)7 (3)
visiems j > 0 su 1/2 < ¢ < 1. Tada daliniy sumy dispersijai galioja toks sarysis:
E[S.]> ~c-n*? kai n— oo,
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Cia c yra teigiama konstanta, o simboliu ~ zymima tai, jog kairéje ir deSinéje puséje esanciy
seky santykis artéja j 1, kai n — oo. Centriné ribiné teorema realiajam tiesiniam procesui
su realiaja seka {a; : j > 0}, apibrézta (3) lygybe, galioja su normavimu n*/%=% (ziarékite

Giraitis, Koul ir Surgailis [9] bei Beran, Ghosh, Feng ir Kulik [1]).

Nagrinédami centrine ribine teorema tiesiniams procesams su reikSmémis erdvéje H Mer-
levede, Peligrad ir Utev [16] parodé, jog be papildomy prielaidy operatoriams {a; : j > 0}
ar &g kovariacijos operatoriui sekos {S,/v/n:n > 1} ir {S,,/E|[|S,]|* : n > 1} gali buti ne-
tirstos. Taigi 1 teorema neturi paprasto apibendrinimo tiesiniams procesams su reikSmémis
erdvéje H. Taciau jeigu (2) eiluté konverguoja, centriné ribiné teorema tiesiniams proce-
sams su reiksmeémis erdvéje H galioja su standartiniu normavimu /n (ziurékite Merlevede,
Peligrad ir Utev [16] bei Rackauskas ir Suquet [19]).

2 teorema. Tarkime, kad {Xy : k € Z} yra tiesinis procesas su reiksmémis erdvéje H,

Yozollajll < oo, Egg =0 ir Elgo||* < 0o. Tada

Sh
N By N(0,AC., A®), kai n — oo,

¢ia N yra gausinis atsitiktinis elementas su reiksmémis erdvéje H, C., yra e kovariacijos

operatorius, A = Z;’io a; ir A* yra operatoriaus A jungtinis operatorius.

Funkciné centriné ribiné teorema

Apzvelkime funkcine centring ribine teoremg realiesiems tiesiniams procesams. Funkcinéje
centrinéje ribinéje teoremoje nuo (2) eilutés konvergavimo priklauso ne tik normavimas, bet
ir tai, ar ribinio proceso prieaugiai bus nepriklausomi. Tuo atveju, kai (2) eiluté konverguoja,
atsitiktinés lauzteés, normuotos 1/n, konverguoja pagal pasiskirstyma erdvéje C|[0, 1] { Vynerio
procesa, o Sis procesas turi nepriklausomus prieaugiais (ziurékite Wang, Lin ir Gulati [22] bei
Merlevede, Peligrad ir Utev [17]). Jeigu (2) eiluté diverguoja, daliniy sumy disepersija gali
augti grei¢iau negu tiesiskai. Paprastas pavyzdys yra realusis tiesinis procesas su realigja
seka {a; : j > 0}, apibrézta (3) lygybe. Tada funkcinéje centrinéje ribinéje teoremoje
pasikei¢ia ne tik normavimas, bet ir ribinis procesas: normuojama c - n*?~%¢, &a ¢ yra
teigiama konstanta, o ribinis procesas yra trupmeninis Brauno judesys su savipanasumo
parametru 3/2 — ¢ (pirmasis tokj atveji nagrinéjo Davydov [7], taip pat ziurckite Beran,
Ghosh, Feng ir Kulik [1] bei Konstantopoulos ir Sakhanenko [12]). Trupmeninis Brauno

judesys su savipanasumo parametru 1/2 < 3/2 — ¢ < 1 turi priklausomus prieaugius.



Pereikime prie funkcinés centrinés ribinés teoremos tiesiniams procesams su reikSmeémis
erdvéje H. Jeigu (2) eiluté konverguoja, galioja panasus i 2 teorema teiginys tiesiniams
procesams su reiksmemis erdvéje H (tokj atveji nagrinéjo Rackauskas ir Suquet [19]). Api-
brézkime Vynerio procesg su reikSmémis erdvéje H. Tarkime, kad G yra nulinio vidurkio
gausinis atsitiktinis elementas su reikSmémis erdvéje H ir kovariacijos operatoriumi ). Ta-
da Vynerio procesas Wy = {Wq(t) : t > 0} su reiksSmémis erdvéje H yra gausinis nulinio
vidurkio atsitiktinis procesas su nepriklausomais prieaugiais ir W (s) — Wg(t) skirstinys yra
toks pat kaip ir |s — t|'/2G skirstinys su visais s > 0 ir ¢t > 0.

3 teorema. Tarkime, kad {Xy : k € Z} yra tiesinis procesas su reiksmémis erdvéje H,

Yoo llajll < oo, Egg = 0 ir Elgo||* < 0o0. Tada

Cn

D
—_— WACEOA*

N

erdvéje C([0,1];H), kai n — oo, ¢ia Wac, a- yra Vynerio procesas su reiksmémis erdvéje
H, C., yra ey kovariacijos operatorius, A = Z;io a; ir A* yra operatoriaus A jungtinis

operatorius.

Norint nagrinéti funkcine centrine ribine teorema tiesiniams procesams su reikSmémis erd-
véje H, kai (2) eiluté diverguoja, reikia apibrézti trupmeninj Brauno judesj su reikSmémis
erdvéje H. Pirmieji trupmeninio Brauno judesio apibrézimg apibendrino Duncan, Pasik-
Duncan ir Maslowski [8]. Rackauskas ir Suquet [20] pasiulé tokj trupmeninio Brauno judesio
apibrézimo apibendrinima: pazymékime [ tapatingaji operatoriy ir tarkime, jog H € L(H)
bei @ € L(H) yra neneigiami operatoriai, H yra savijungis operatorius, 1/2 < H < I,
@ yra peédsako klasés operatorius ir operatorius H komutuoja su operatoriumi (), tada
operatorinis trupmeninis -Brauno judesys By g = {Bu(t) : t > 0} su operatoriniu sa-
vipanasumo parametru H yra gausinis nulinio vidurkio atsitiktinis procesas su reikSmémis

erdvéje H ir kovariacine funkcija apibrézta lygybe
Cov[Brq(s), Bug(t)] = 27 (I + [t — |s — t]*")Q

visiems s > 0 ir ¢ > 0. Rackauskas ir Suquet [20] parodeé, jog operatorinis trupmeninis
@-Brauno judesys egzistuoja ir turi versija su beveik tikrai tolydziomis trajektorijomis. Jie
taip pat nagrinéja tiesinj procesa {Xj : k € Z} su reiksmémis erdvéje H ir operatoriais

{a; : j > 0}, apibréztais lygybémis

ag =1, a; = 5T kiekvienam j>1



su tokiu T € L(H), kad 1/2] < T < I, Egy = 0 ir El|go]|* < oco. Tarkime, jog Q yra
go kovariacijos operatorius ir operatorius 7' komutuoja su operatoriumi ). Rackauskas
ir Suquet [20] parodé, jog tada (2) eiluté diverguoja ir normuoty lauzciy seka konverguoja
pagal pasiskirstyma j operatorinj trupmeninj ()-Brauno judesj su operatoriniu savipanasumo

parametru H = 3/21 —T.

Didziyjy skaic¢iy désnis

Zinomy rezultaty apie didziyjy skai¢iy désnj tiesiniams procesams yra maziau nei apie cent-
rine ribine teoremag ar funkcine centrine ribine teorema tiesiniams procesams. Phillips ir
Solo [18] parodé, jog didZiuyjy skaiciy désnis tiesiniams procesams galioja esant stipresniems
apribojimams negu (2) eilutés konvergavimas. Jie jrodé, jog realiesiems tiesiniams proce-
sams galioja klasikinis stiprusis didziyjy skaiciy deésnis, jeigu teisinga viena is Siy dviejy
salygu:

(i) 721 1ja;)* < oo, Egg = 0 ir Eef < o0;

(i) > dlaj| < oo, Egg =0 ir Elgp| < 00

Taigi sustiprinus prielaidg realiajai sekai {a; : j > 0} galima susilpninti momenty prielaida

atsitiktiniams dydziams {e; : k € Z}.

Louhichi ir Soulier [14] nagrinéja Marcinkiewicz-Zygmund stipruji didziujy skaiciy désnj
ilgosios atminties realiesiems tiesiniams procesams. Jie taria, jog {e; : k € Z} yra nepri-
klausomi ir vienodai pasiskirste simetriski a-stabilus atsitiktiniai dydziai su 1 < o < 2
arba nekoreliuoti su baigtine dispesija (pastarasis atvejis paprastumo délei zymimas o = 2).

Tarkime, jog

o0

Z la;|* < oo.

=0
Louhichi and Soulier [14] jrodé 4 teorema.
4 teorema. Tarkime, jog egzistuoja toks s € [1,a), su kuriuo 3 77 |a;]* < oo. Tada su

visais tokiais p, su kuriais 1/p >1—1/s+ 1/a,

Sn a.s. .
—- — 0, kai n— o0,
n /p

Ve . . a.s. v . . . . .
cia ir toliauw —> Zymi konvergavimq beveik tikrai.



3 Tikslai ir uzdaviniai

Disertacijos tikslas yra nagrinéti funkciniy tiesiniy procesy ribinj elgesj, kai operatoriy nor-

my eilute diverguoja, t.y.
> llayll = oo
5=0

Tokie funkciniai tiesiniai procesai yra jdomus tuo, kad jy ribinis elgesys gali skirtis nuo nepri-
klausomy ir vienodai pasiskirsciusiy atsitiktiniy elementy ribinio elgesio. Jeigu operatoriy
normy eiluté diverguoja ir funkcinio tiesinio proceso ribinis elgesys skiriasi nuo nepriklauso-
my ir vienodai pasiskirs¢iusiy atsitiktiniy elementy ribinio elgesio, tada sakome, jog funkcinis

tiesinis procesas turi ilgajg atmint;j.

Tarkime, jog (S, S, i) yra erdvé su o-baigtiniu matu, Lo(p) = Lo(S, S, 1) yra p-beveik visur
lygiy kvadratu integruojamy funkcijy ekvivalentumo klasiy realioji Hilberto erdvé. Diserta-
cijoje nagrinéjamas tiesinis procesas su reikSmemis erdvéje Lo(p) ir operatoriais {a; : j > 0},
apibréztais lygybe

a;=(j+1)7" (4)

visiems 7 > 0 su sandaugos operatoriumi D : Lo(u) — Lo(p), kuris funkcijai f € Lo(p)
priskiria funkcija Df = {d(s)f(s) : s € S}, od : S — R yra mati funkcija. Ope-
ratoriai {(j +1)7" :j > 0} apibréziami lygybémis (j + 1)™? = exp{—Dlog(j + 1)} =
S oreo(—Dlog(j + 1))*/k! visiems j > 0.

Pagrindiniai disertacijos uzdaviniai yra tokie:

1. Rasti pakankamas salygas centrinei ribinei teoremai funkciniam tiesiniam procesui
{Xk : k € Z} su reikSmémis separabilioje Hilberto erdvéje Lo(u), apibréztais (4)

lygybe operatoriais {a; : j > 0} bei diverguojancia operatoriy normy eilute.

2. Rasti pakankamas salygas funkcinei centrinei ribinei teoremai funkciniam tiesiniam
procesui { Xy : k € Z} su reiksmémis separabilioje Hilberto erdvéje Lo(p), apibréztais
(4) lygybe operatoriais {a; : j > 0} bei diverguojancia operatoriy normy eilute. Sis
atvejis skiriasi nuo Rackauskas ir Suquet [20] nagrinéto atvejo tuo, kad operatorius D

ir ¢ kovariacijos operatorius nebutinai komutuoja.

3. Rasti pakankamas salygas Marcinkiewicz-Zygmund tipo silpnajam ir stipriajam di-

dziyjy skaic¢iy deésniams abstraktiems tiesiniams procesams su reikSmemis erdvéje H,



kai operatoriy normy eiluté konverguoja ir kai operatoriy normy eiluté nebutinai kon-

verguoja.

4 Darbo mokslinis naujumas

Disertacijoje gauti rezultatai yra nauji ir iSspausdinti dviejuose straipsniuose recenzuoja-
muose mokslo zurnaluose, pristatyti trijuose moksliniuose renginiuose bei keliuose Vilniaus
universiteto moksliniuose seminaruose (straipsniy ir konferenciju sarasas pateikiamas sant-

raukos gale).

5 Tyrimy metodika

Irodant centrine ribine teoremg ir funkcine centrine ribine teoremg naudojama silpnojo
konvergavimo teorija. [rodant didziyjy skai¢iy désnj naudojami rezultatai, palyginantys tam
tikry procesy ribinj elgesj su nepriklausomy ir vienodai pasiskirsciusiy atsitiktiniy elementy

ribiniu elgesiu, taip pat naudojamas nupjovimas bei jvairios tikimybinés nelygybés.

6 Svarbiausi rezultatai

Pagrindiniai disertacijos rezultatai yra centriné ribiné teorema ir funkciné centriné ribiné
teorema konkreciam tiesiniam procesui ir Marcinkiewicz-Zygmund tipo silpnasis bei stiprusis

didziyjy skai¢iy désniai abstraktiems tiesiniams procesams.

6.1 Centriné ribiné teorema ir funkciné centriné ribiné teorema

Nagrinéjant centring ribine teorema ir funkcine centrine ribine teoremg tiriamas tiesinis
procesas { X : k € Z} su reiksmémis erdvéje Lo(p) ir (4) lygybe apibréztais operatoriais

{a; : j > 0}. Tariama, jog Ecg =0 ir E ||go]|* < 0o arba E ||o||P < oo su p > 2.

Kadangi (4) lygybe apibrézti operatoriai {a; : 7 > 0} yra sandaugos operatoriai, atvaizduo-

jantys erdve Lo(u) i ta pacia erdve Lo(u), ju normai teisinga lygybé
1G+1) P =inf{c>0: pu(s €S:|(j+ 1) >¢) =0} = (j + 1) sinfd

9



(irodyma pateikia Conway [6], ziurékite 1.5 teorema 28 psl.).

6.1.1 Tiesinio proceso konstrukcija

Pirmiausiai randamos salygos, kurioms galiojant tiesinis procesas yra apibréztas korektiskai,
t.y. (1) eiluté konverguoja beveik tikrai.

1 teiginys. Tarkime, kad {a; : j > 0} yra apibrézti (4) lygybe, {cx : k € Z} yra nepriklau-
somi ir vienodai pasiskirste atsitiktiniai elementai su reiksmémis erdvéje Lo(p), Eeg = 0
bei E|leo]|* < co. (1) eiluté konverguoja kvadratinio vidurkio prasme tada ir tik tada, kai

egzistuoja tokia mati aibé Sy C S, kurios u(S\ Sp) = 0 bei d(s) > 1/2 kiekvienam s € Sy, ir
o*(v)
————qu(dv
/§2d<v> —7H )

Kadangi {e; : k € Z} yra nepriklausomi atsitiktiniai elementai, i§ Lévy-It6-Nisio teoremos

integralas
yra baigtinis.

(Ledoux ir Talagrand [13], 6.1 teorema, 151 psl.) ir 1 teiginio gauname, jog (1) eiluté

konverguoja ir beveik tikrai.

I tiesinj procesa {Xy : k € Z} taip pat galima ziuréti kaip j atsitiktiniy procesy seka su
beveik tikrai kvadartu p-integruojamomis trajektorijos. Tarkime, {ex} = {ex(s) : s € S}trez
yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste matus atsitiktiniai procesai apibrézti tikimybinéje
erdvéje (Q, F, P), t.y. {ex : k € Z} yra F ® S-macios funkcijos ¢ : © x S — R. Tarkime,

kad Eeo(s) = 0 ir E€2(s) < oo kiekvienam s € S, pazymékime
o(r,s) = Eleo(r)eo(s)], o*(s) =Eei(s), r s€S.

Tiesinis procesas { Xy} = {Xk(s) : s € S}iez apibréziamas lygybe
= (G +1)ej(s) (5)
7=0

kiekvienam s € S ir kiekvienam £k € Z. IS Kolmogorovo triju eiluciy teoremos gauname, jog

d(s) > 1/2 yra butina ir pakankama salyga (5) eilutei konverguoti beveik tikrai.

2 teiginyje suformuluotos butinos ir pakankamos salygos tam, kad atsitiktiniy procesy

{X(s) : s € S} trajektorijos buty beveik tikrai kvadratu p-integruojamos ir E || X}||? < oo,

¢ia || - || yra erdvés La(p) norma.

10



2 teiginys. Atsitiktiniy procesy {Xi(s) : s € S} trajektorijos yra beveik tikrai kvadratu

p-inegruojamos ir E | Xi||? < oo tada ir tik tada, kai abu integralai

Bllal? = [ o) i [ )

yra baigtiniai.

Su kiekvienu s € S atsitiktiniy dydziuy seka {X(s)} yra i$ esmés panasi j trupmeninj
ARIMA(0,1 — d(t),0) procesa (ziurékite Brockwell ir Davis [3]). Panaudojus Stirlingo for-

mule trupmeninio ARIMA(0, 1 — d(t),0) proceso koeficientams gaunamas sarysis

DG+1-de) O
GG+ 1D —d(t) T(@a—d)’

kai j — oc.

Daliniy sumy {>_;_, Xx(s)} augimo greitis priklauso nuo d(s) reikimés. Ziurédami j aibe
S kaip i erdvés indeksy aibe, o i aibe Z kaip i laiko indeksy aibe, turime funkcinj procesa
{Xk : k € Z} su erdvéje kintancia atmintimi. Taigi i tiesinj procesa {Xj : k € Z} su
(4) lygybe apibréztais operatoriais {a; : j > 0} taip pat galima ziuréti kaip j atsitiktiniy
procesy sekag su erdvéje kintancia atmintimi ir beveik tikrai kvadratu p-integruojamomis
trajektorijomis. Tokios atsitiktiniy procesy sekos galéty buti jdomus modelis funkcinéje
duomeny analizéje (Ramsay ir Silverman [21] bei Horvath ir Kokoszka [10] pateikia jvada j
funkcine duomeny analize, Bosq [2] bei Mas ir Pumo [15] pateikia jvada j funkciniy tiesiniy
procesy teorija).

1 paveiksle pavaizduotos sugeneruotos atsitiktiniu procesu { Xy : k € Z} trajektorijos. Taria-
ma, jog {ex} = {ex(t) : t € [0,1]} yra nepriklausomu, vienodai pasiskirs¢iusiy ir indeksuoty
uzdaru intervalu [0, 1] standartiniy Vynerio procesu seka, o funkcija d : [0,1] — (1/2, 4+00)
yra laiptiné funkcija su d(t) = diX[o,1/2)(t) + daxp2,1)(t) kiekvienam ¢ € [0, 1], ¢ia x4 yra
aibés A indikatoriné funkcija. Sugeneruotos ir nubréztos trajektorijos 5 paeiliui einantiems
sekos { Xy : k € Z} nariams. Trajektorijos sugeneruotos dviems parametry d; ir dy rinki-

niams (d; = 0.6,dy = 2 ir d; = 0.6,dy = 0.7).

6.1.2 Ribinis kovariacijos elgesys

Pazymékime



d,=0.6, dy=2 d,=0.6, d,=0.7

o -
o
. .
Z %O
& @
@ I
<
! T T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

1 pav.: Sugeneruotos atsitiktiniy procesy { X : k € Z} trajektorijos

bei
Ca(8:t) = Sty (8) + (nt — [nt]) X nt)41(5)

kiekvienam n > 1, s € Sir t € [0, 1]. Taip pat pazymékime
c(r,s) = / 274 (¢ 4 1)7)dy, c(s) = c(s, s) (7)
0
ir
d(r,s) = d(r) + d(s) (8)

kiekvienam 7, s € S. Konstanta ¢(r, s) yra baigtine, jeigu 1/2 < d(r) < 1 ir d(s) > 1/2.
3 teiginys. Jei 1/2 < d(s) <1 ir1/2 <d(t) <1, tada

BIS,(1)S,(5)] ~ (5 g I 00, i o, (9

c(r,s) yra apibrézta (7) lygybe ir d(r,s) yra apibrézta (8) lygybe.

Jei d(r) =d(s) =1, tai

E[S,(r)Su(s)] ~ o(r,s)-nlog’n, kai n — oco. (10)

IS 3 teiginio gaunamas daliniy sumy dispersijos ribinis elgesys: jei 1/2 < d(s) < 1, tada

2 0(3)02(3) 3—2d(s).
ESO) ~ mamp—za] "
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jei d(s) =1, tada
E S2(s) ~ 0%(s) - nin*n.

Pazymeékime T = S x [0, 00) ir apibrézkime funkcija V : T2 — R

o(r,s)

V((r,t),(s,u)) = [2 —d(r,s)][3 —d(r,s)]

[c(s, )= o e(r, 5)ud )
—C(r,s;t —u)|t — u|3_d(r’5)}, (11)
¢ia d(r, s) yra apibréztas (8) lygybe, c(r, s) apibréztas (7) lygybe, o
c(rys) ift < O0;
C(r,s;t) =
c(s,r) ift>0.
4 teiginys. Tarkime, kad arba 1/2 < d(r) < 1 ir1/2 < d(s) < 1, arba d(r) = d(s) = 1.
Abiem atvejais galioja ribinis sqrysis
BlGa(r, )8, w)] ~ B[S (7) S ()]
5 teiginys. Jei 1/2 < d(r) < 1ir1/2 <d(s) <1, tai
E[SLntj (T)SLnuJ (5)] ~ V((Ta t)? (57 u)) ’ n3—d(r,s)
visiems (r,t), (s,u) € S x [0,1], ¢ia funkcija V' yra apibrézta (11) lygybe.

Jei d(r) = d(s) =1, tai

E[S|nt) (1) S|nu) (8)] ~ o(r, s) - min(t, u) - nlog® n.

6.1.3 Operatoriskai savipanasus procesas

Disertacijoje jrodoma, jog egzistuoja gausinis atsitiktinis procesas X = {X(s,t) : (s,t) € T}
su nuliniu vidurkiu ir (11) lygybe apibrézta kovariacijos funkcija V. Atsitiktinis procesas
{X(-,t) : t > 0} yra operatoriskai savipanasus procesas su reikSmemis erdvéje Lo(u).
Pirmiausiai parodoma, jog (11) lygybe apibrézta funkcija V' yra kovariacijos funkcija.
6 teiginys. (11) lygybe apibrézta funkcija V : T x T — R su 1/2 < d(s) < 1 kiekvienam

s € S yra indeksuoto aibe T atsitiktinio proceso kovariacijos funkcija.
IS 6 teiginio gaunama tokia isvada:

13



1 iSvada. Egzistuoja gausinis atsitiktinis procesas X = {X(s,t) : (s,t) € T} su nuliniu

vidurkiu ir (11) lygybe apibrézta kovariacijos funkcija V.

Toliau nagrinéjamos atsitiktinio proceso X trajektorijos.

7 teiginys. Jei 1/2 < d(s) < 1 visiems s € S bei integralai

% (v) ] a*(v)
LaZiopr @ o | e

yra baigtiniai, tai atsitikting procesq {X (s,t) : s € S} su visais t > 0 atitinka gausinis atsi-
(

tiktinis elementas su reiksmémis erdvéje Lo(p), kuris Zymimas X (-,t). Atsitiktinis procesas

{X (1) : t >0} su reiksmémis erdvéje Lo(p) yra gausinis.

Galiausiai parodoma, jog gausinis atsitiktinis procesas {X'(-,t) : t > 0} su reikSmémis
erdvéje Lo(p) yra operatoriskai savipanasus.

8 teiginys. Atsitiktinis procesas {X(-,t) : t > 0} yra operatoriskai savipanasus, t.y. visiems
a>0

(X(at) :t >0}y X {a X (t) £ > 0}

su sandaugos operatoriais {a™ : a > 0}, atvaizduojanciais kiekvieng f € Lo(p) 5 af' f =

{a®/?795) f(5) : s € S}, ¢ia 14 Zymi baigtiniamaciy skirstiniy lygybe.

6.1.4 Centriné ribiné teorema

Tiek centrinéje ribinéje teoremoje, tiek ir funkcinéje centrinéje ribinéje teoremoje naudoja-

mas tas pats normavimas. Kai 1/2 < d(s) < 1 visiems s € S, normuojama operatoriais
"y ={n 0> 1),

¢ia H : Lo(p) — Lo(p) yra sandaugos operatorius, kuris funkcijai f € Lo(p) priskiria

funkcija
Hf ={[3/2—d(s)]f(s) : s € §}.

Pagrindiniai disertacijos rezultatai nagrinéjant centring ribing teorema yra 5 teorema ir
6 teorema. 7 teorema gaunama i$ 2 teoremos, nes galiojant 7 teoremos salygoms (2) eiluté
konverguoja.

5 teorema. Tarkime, kad 1/2 < d(s) < 1 visiems s € S, E€(s) < oo kiekvienam s € S,

integralat

a*(v) . a%(v)
/s 1=t " /S 1= droydi) — M) (12)
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yra baigtiniar. Tada

_ D .
n 1S, > G, kai n— oo,

¢ia G = {G(s) : s € S} yra nulinio vidurkio gausinis atsitiktinis procesas su autokovariacijos

funkcija
[e(r, s) + e(s,r)]o(r, s)
2 —d(r,s)]|[3 —d(r,s)]

c¢ia c(r,s) yra apibréztas (7) lygybe, d(r,s) apibréztas (8) lygybe, o o(r,s) = Eleo(r)eo(s)]

B[G(r)G(s)] =

kiekvienam r € S ir s € S.

6 teorema. Tarkime, kad d(s) =1 visiems s € S, Ee}(s) < oo visiems s € S ir

/O’Q(U)IU,(dU) < 00.

S
Tada

(Vnlnn)™'S, DG, kai n— oo,

cia G' = {G'(s) : s € S} yra nulinio vidurkio gausinis atsitiktinis procesas su autokovaria-
cijos funkcija E[G'(r)G'(s)] = a(r,s), o o(r,s) = Eleo(r)eo(s)] kickvienam r € S ir s € S.

7 teorema. Tarkime, kad essinfd > 1 ir E€3(s) < oo kiekvienam s € S. Tada
(Vn) 'S, & G,

¢ia G" = {G"(s) : s € S} yra nulinio vidurkio gausinis atsitiktinis procesas.

6.1.5 Funkciné centriné ribiné teorema

{¢, : n > 1} yra atsitiktiniai separabilios Banacho erdvées C([0,1]; Ly(t)) elementai. Sios
erdvés elementai yra tolydzios funkcijos f : [0, 1] — Lo(u) ir $i erdvé nagrinéjama su jprastine
norma

111 = sup [ [ P tmi@)] " f e 0.1 L)

t€[0,1]
Pries suformuluojant pakankamas salygas funkcinei centrinei ribinei teoremai, apibréziami

ribiniai procesai
G={G(s,t) : (s,t) €S x[0,1]} ir G ={G'(s,t): (s,t) €S x[0,1]}.

Atsitiktinis procesas G yra atsitiktinio proceso X = {X(s,t) : (s,t) € S x [0,00)} siaurinys

aibéje S x [0, 1]. Atsitiktinis procesas G’ yra gausinis su kovariacijos funkcija

E[G (r,t)G'(s,u)] = o(r, s) min(¢,u),
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(r,t),(s,u) € Sx[0,1]. Jeigu integralas | o*(v)u(dv) yra baigtinis, tai kiekvienam ¢ € [0, 1]
atsitikinj procesa {G'(s,t) : s € S} atitinka atsitiktinis erdves Lo(u) elementas.

Kitame teiginyje suformuluotos pakankamos salygos atsitiktiniams procesams {G(-,t) : t €
[0,1]} ir {G'(-,t) : t € [0,1]} su reikSmeémis erdvéje Lo(p) turéti tolydzias versijas.

9 teiginys. Jei integralas

o2(v) | o(v)
LaZiopr @ o | e

yra baigtiniai, tai atsitiktinis procesas {G(-,t) : t € [0,1]} su reiksmémis erdvéje Lo(u) turi

tolydzZig versijq.

Jeigu integralas

[ o @ma)

S
yra baigtinis, tai atsitiktinis procesas {G'(-,t) : t € [0,1]} su reiksmémis erdvéje Lo(p) turi

tolydzig versijq.
Imamos gausiniy atsitiktiniy procesy G ir G’ tolydzios versijos ir $ie procesai tuomet laikomi

atsitiktiniais erdves C([0, 1]; La(u)) elementais.

Disertacijos pagrindiniai rezultatai nagrinéjant funkcine centrine ribine teorema yra 8 teo-
rema ir 9 teorema. 10 teorema gaunama i$ 3, nes tuo atveju (2) eiluté konverguoja.

8 teorema. Tarkime, kad 1/2 < d(s) < 1 visiems s € S, integralai

2(0) e o2(v)
o [ @] v | e

yra baigtiniai ir arba p = 2 bei d = esssupd < 1, arba p > 2. Tada

n G =g
erdvéje C([0,1]; Lo(p)), kai n — oo, c¢ia {n~7} yra sandaugos operatoriai, funkcijq f €
Ly(p) atvaizduojantys j n= 1 f = {n=B/2=d6)l f(s) : s € S}.

Pastaba. Kai 1/2 < d(s) < 1 visiems s € S ir p > 0, teisinga nelygybeé

g5(v)

Elleol” < TpE[/S W#(dv)

Y

]P/2

nes 1 —d(v) < 1/2.

9 teorema. Tarkime, kad d(s) =1 visiems s € S ir E||o||P < oo su p > 2. Tada
(Vilogn) ¢, = ¢
erdvéje C([0,1]; La(p)), kain — oo.
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10 teorema. Tarkime, kad d = essinfd > 1 ir E||&||* < oco. Tada

erdvéje C([0,1]; La(p)), kain — oo.

6.2 Didziyjy skaic¢iy désnis

Disertacijoje nagrinéjamas Marcinkiewicz-Zygmund didziyjy skaic¢iy désnis abstraktiems tie-

siniams procesams su reikSmémis separabilioje Hilberto erdvéje H.

Apibrézkime normuojandia seka {b,(p)} = {b,(p) : n > 1} su p > 1. Pazymékime

aja Jel j 2 07
0, jeij<DO.
kiekvienam j € Z. Kiekvienam n > 1 teisingos Sios lygybeés

n n

n k n n
Sn = E Xk = E E Ap—j;E5 = E E dk_j{fj = E Wnj€j,
k=1

k=1 j=—00 k=1 j=—o0 Jj=—00
Cia
n
Woj =Yl (13)

kiekvienam n > 1 ir j € Z. (13) suma turi daugiausiai min{n — j + 1, n} nenuliniy elementy

kiekvienam j < n.

Pazymeékime

)= ( 3 ) " (14

j=—00
kiekvienam n > 1 ir p > 0. Eiluté (14) iSraiSkoje konverguoja kiekvienam n > 1 ir kiekvie-

nam p > 1, jeigu > 72 [|a;||P < oc.

Pagrindinai disertacijos rezultatai nagrinéjant didziyjy skaiciy désnj yra zemiau pateiktos
keturios teoremos. Pradékime nuo to atvejo, kai eilute 72 ||la;|| konverguoja.

11 teorema. Tarkime, kad 1 <p <2, 3772 [la;|| < oo, 2? Pr{|leo| > x} — 0, kai v — o0,
irEey=0. Tada

Sn P .
1—n—r>0, kai n — oo,
n/P

Sia ir toliau > zymi konvergavimq pagal tikimybe.
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12 teorema. Tarkime, kad 1 <p <2, 377 |la;|| < oo, E|leo||P < 00 ir Egy = 0. Tada

Sn as. .
1—”&0, kai n — oo.
n/P

Tuo atveju, kai eiluté » 2 [|a;|| nebiitinai konverguoja, naudojamas abstraktus normavimas
bu (D).
13 teorema. Tarkime, kad 1 <p <2, 337 |la;||” < oo, 2 Pr{||eo| > 2} — 0, kai z — oo,

irEeg=0. Jei
SUPj<n me“ .

lim =0,
n—o0 bn(p)
tada
Sn P00, kai n— oo
bn(p)

Kadangi sup;.,, ||wy;|| < bn(q) kiekvienam ¢ > 1, turime tokia 13 teoremos iSvada.

2 isvada. Tarkime, kad 1 <p <2, 3% [la;||? < oo, 2P Pr{|leo|| > 2} — 0, kai x — oo, ir

Eey =0. Jeigu
bn
lim (9) =0
n—o0 by, (p)
kokiam nors q > p, tada
Sn T
e Dn 0, kai n — oo.
bu(p)
14 teorema. Tarkime, kad 1 < p < 2, 72 [la;]|P < oo, El[eo||? log(1 + [leol])] < oo ir
Eey =0. Jeigu
bn(q) 1/q—
n — O(nt/a—1/p ’
b (p) ( )

kat n — oo kokiam nors p < q < 2, tada

S 220, kai n— oo.
bn(p)

6.2.1 Pavyzdziai

Disertacijoje pateikiamos dvi konkre¢ios normuojancios sekos {b,,(p)} israiskos, kai (2) eiluteé
diverguoja.

10 teiginys. Tarkime, kad p > 1, 1/p <o <1, H=R ira; = (j +1)~% visiems j > 0.
Tada

ba(p) ~ c - nt/PHI=e,

kat n — oo, c¢ia ¢ yra teigiama konstanta.
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Palyginkime disertacijoje gautus rezultatus su Louhichi ir Soulier [14] gautu rezultatu (4 teo-
rema). Tarkime, kad 1 < s < a <2, a; = (j+1) ¥ visiems j > 0 sukokiunors 1/s < ¢ < 1,
Eeg = 0ir E[leg|P log(1+|eg|)] < oo visiems s < p < a. Tada i$ disertacijoje gauty rezultaty

(13 teoremos ir 10 teiginio) gauname tai, jog

S’n a.s. .
m — 0, kai n — o0,
visiems p < a, nes 1/s < ¢. Musy rezultato privalumas yra tas, kad nereikia tarti, jog
{ek : k € Z} yra simetriski a-stabilus atsitiktiniai dydziai. Louhichi ir Soulier [14] rezultato
privalumas yra tas, kad nereikia tarti, jog a; = (j + 1)~% visiems j > 0, pakanka tik tarti,

kad »777 Ja;]* < 0o su kokiu nors 1 < s < a.

Kitame teiginyje jrodytas normuojancios sekos {b,(p)} ribinis elgesys, kai operatoriai {a; :
j > 0} yra apibreézti (4) lygybe.
11 teiginys. Tarkime, kad H = Lo(p) ir {a; : j > 0} apibrézti

aj=(j+1)7"

visiems j > 0, ¢ia D yra toks sandaugos operatorius, kuris Df = {d(s)f(ts) : s € S} visoms
f € La(p) sumacia funkcija d : S — R. Pazymékime d = essinfyes d(s). Jeigu1/p <d <1,
tai

bn(p) ~cC nl/erlid?

kat n — oo, c¢ia ¢ yra teigiama konstanta.

7 ISvados

Sukonstruotas funkcinio tiesinio proceso su reiksmeémis erdvéje Lo(p) ir (4) lygybe apibréz-
tais operatoriais {a; : j > 0} pavyzdys rodo, kad toks procesas gali buti naturalus modelis

funkcinéje duomeny analizéje, kai nagrinéjama erdvéje kintanti atmintis.

Nagrinéjant centrine ribine teorema, kai operatoriy {a; : j > 0} normy eiluté diverguoja,
esmine iSvada yra ta, kad tokiu atveju gali reikéti visiskai kitokio normavimo. Gali buti
normuojama nebe realiyjy skaiciy seka, o tam tikry sandaugos operatoriy seka, priklausancia
nuo konkrecios operatoriy {a; : j > 0} iSraiskos, o ne tik nuo operatoriy {a; : j > 0} normy

eilutés konvergavimo ar divergavimo.
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Irodyta funkciné centriné ribiné teorema rodo, jog Rackausko ir Suquet [20] prielaida apie
o kovariacijos operatoriaus ir operatoriaus 7" komutavima yra esminé — funkcinéje centrinéje
ribinéje teoremoje gautas ribinis gausinis procesas turi kitokig kovariacijos struktura nei
operatorinis trupmeninis Q-Brauno judesys. Funkcinéje centrinéje ribinéje teoremoje taip
pat naudojamas operatorinis normavimas kaip ir centriné¢je ribinéje teoremoje, o ribinis

procesas generuoja operatoriskai savipanasy procesy.

Nagrinéjant Marcinkiewicz-Zygmund tipo didziuyjy skaiciy désnj, kai operatoriy {a; : j > 0}
normy eiluté nebutinai konverguoja, gauti rezultatai yra i esmeés panasus j Ibragimov ir Lin-
nik [11] rezultata (ziurékite 1 teorema) centrinés ribinés teoremos atveju: rastos pakankamos
salygos Marcinkiewicz-Zygmund tipo tiek silpnajam, tiek stipriajam didziyjy skaic¢iy désniui
su 1 < p < 2 ir abstrakéiu normavimu, kuris tinka nepriklausomai nuo to, ar {a; : j > 0}

normy eiluté konverguoja.

Kai {a; : 7 > 0} normy eiluté diverguoja, parodoma, jog normuojama ne tokia pacia se-
ka kaip nepriklausomy ir vienodai pasiskirsc¢iusiy atsitiktiniy elementy atveju. Taciau tuo
atveju, kai {a; : j > 0} normy eiluté konverguoja, gauti rezultatai rodo, kad kaip ir centri-
neés ribinés teoremos bei funkcines centrinés ribinés teoremos atveju operatoriy {a; : j > 0}
normy eilutes konvergavimas yra pakankama salyga gauti tokj pat ribinj elgesj kaip nepri-
klausomy ir vienodai pasiskirsc¢iusiy atsitiktiniy elementy. Taigi ir didziyjy skaiciy désnis
rodo tai, jog kai {a; : 7 > 0} normy eiluté konverguoja, tiesinio proceso ribinis elgesys yra
toks pat kaip nepriklausomy ir vienodai pasiskirsciusiy atsitiktiniy elementy. Disertacijoje
néra daroma prielaida apie konkrety {e; : k € Z} skirstinj, todél Sia prasme disertacijos

rezultatai apibendrina Louhichi ir Soulier [14] rezultata.
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Summary

Suppose that {Xj, : k € Z} is a linear process with values in a separable Hilbert space H,
ie. {Xg: k € Z} is a sequence of H-valued random elements such that

o

Xp = aj(exy)

=0
for each k € Z, where {a; : 7 > 0} C L(H) are bounded linear operators from H to H and

{ek : k € Z} are independent and identically distributed H-valued random elements.

The asymptotic behaviour of the linear process depends on the convergence of the series
oo
> gl (*)
5=0

where || - || is the operator norm. If series (*) converges, then the asymptotic behaviour
of linear process is essentially the same as that of independent and identically distributed
random elements. However, if series (*) fails to converge, the asymptotic behaviour of the
linear process might be different than that of independent and identically distributed ran-
dom elements. We investigate the asymptotic behaviour of linear processes when series (*)

diverges.

Let Lo(p) = Lo(S,S, 1) be the real separable Hilbert space of equivalence classes of p-
almost everywhere equal square-integrable functions, where (S, S, ) is a o-finite measure
space. We investigate a linear process with values in the space Ly(u) and the operators
{aj : j > 0} given by

aj=(j+1)7" (#)
for each j > 0, where D : Lo(u) — Lo(p) is a multiplication operator defined by Df =
{d(s)f(s) : s € S} for each f € Lo(n) with a measurable function d : S — (1/2,1).

We establish sufficient conditions for the central limit theorem for the linear process with
values in Ly(p) and the operators {a; : j > 0} given by (#). The most interesting feature

of this central limit theorem is that the normalizing sequence is a sequence of operators.

We also establish sufficient conditions for the functional central limit theorem for the linear
process with values in Lo(u) and the operators {a; : j > 0} given by (#). Under certain

conditions, the random polygonal functions normalized by a sequence of operators converge
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in distribution in the space C'([0,1]; Lo(p)) to a Gaussian random element with zero mean.

This limit Gaussian process generates an operator-self similar process.

We establish that if series (*) converges, then the Marcinkiewicz-Zygmund type weak and
strong laws of large numbers with 1 < p < 2 for a linear process hold with the same norma-

lizing sequence as in the case of independent and identically distributed random elements.

If series (*) does not necessarily converge, we use an abstract normalizing sequence {b,(p) :

n > 1} defined by
p> 1/p

for each n > 1 and 1 < p < 2, were || - || is the operator norm, a; = a; if 7 > 0 and 0

o) = (3 [

j=—00 k=1

otherwise. Under certain additional assumptions, we show that if the series Z;io l|a;|[?
converges, then the Marcinkiewicz-Zygmund type weak and strong laws of large numbers

with 1 < p < 2 for a linear process hold with the normalizing sequence {b,(p)}.
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