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Disertacinio darbo aprasymas

1. Tyrimo objektai

Tegu s = o +1it yra kompleksinis kintamasis, o w — realusis skaicius i$ intervalo

(0,1]. Kai o > 1, tai Hurvico (Hurwitz) dzeta funkcija apibréziama lygybe

> 1
((s,w) :;m

Tegu A = {c,, : m € No},Ng = NU {0} yra periodiné kompleksiniuy skaiciy
seka, kurios maziausias teigiamas periodas k € N. Kai ¢ > 1, tai periodiné Hurvico

dzeta funkcija apibréziama eilute

stl Zm+w

m:O

Sios disertacijos pagrindiniai objektai yra Hurvico dzeta funkcijy ir periodiniy

Hurvico dzeta funkcijy saviaproksimacijos.

2. Darbo struktura ir apimtis

Disertacija parasyta angly kalba. Ja sudaro penki skyriai, pabaigoje patei-
kiamos isvados, santrauka ir literaturos sarasas. Ivade supazindinama su tyrimo
objektais, pristatomi nagrinéjami uzdaviniai ir gauti rezultatai. Antrajame sky-
riuje aptariami senesni rezultatai, susije su disertacijoje nagrinéjamais uzdaviniais,
pateikiama svarbiausia teorija apie pagrindinius sio darbo objektus. Kituose sky-
riuose formuluojami gauti moksliniai rezultatai, pateikiami svarbiausi teiginiai ir

iSsamus juy matematiniai jrodymai. Disertacijos apimtis yra 70 puslapiy.



3. Trumpa mokslinés problemos istorija

Kai 0 > 1, Rymano (Riemann) dzeta funkcija apibréziama taip:

<<s>=g%=H(1—i)_l,

s
» p

¢ia p yra pirminis skaicius. Sig funkcija galima analiziskai pratesti j visa komp-
leksiniy skaiciy plokstuma, iSskyrus paprastaji poliy taske s = 1. Rymano dzeta
funkcija yra vienas svarbiausiy ir jdomiausiy objekty skaiciy teorijoje. Vis dar
nejrodyta Rymano hipotezé teigia, kad funkcija {(s) neturi nuliy srityje o > %
1975 m. S. M. Voroninas (Voronin) [55] irodé universalumo teoremg Rymano
dzeta funkcijai. Teoremoje teigiama, kad kritingje juostoje D = {s € C : % <o <
1} bet kuri analiziné, neturinti nuliy funkcija gali buti aproksimuojama (s + i7)

poslinkiais.

2.1.1 teorema (Voroninas, [55]). Tegu 0 < r < i. Tarkime, kad f(s) yra tolydi,
neturinti nuliy skritulyje |s| < r funkcija, kuri yra analiziné skritulio |s| < r

viduje. Tada kiekvienam € > 0 egzistuoja toks skaicius 7 = 7(¢) € R, su kuriuo

max
s<r

< e

<<s+2+z‘7) — f(s)

Tegu meas{A} Zymi aibés A C R Lebego (Lebesgue) mata. Primename, kad

Lebego prasme iSmatuojamos aibés A C (0, c0) apatinis tankis apibréziamas

|
l%ni)g.}f Tmeas(A N (0,7]).
Be to, jei si riba yra teigiama, sakysime, kad aibé A turi teigiama apatinj tankj.

Véliau buvo jrodyta stipresné Voronino universalumo teoremos versija.

2.1.2 teorema (Voronino universalumo teorema [29]). Tegu K yra kompaktinis
kritinés juostos D poaibis, turintis jungyji papilding, o f(s) yra tolydi, neturinti

nuliy aibéje KC funkcija, kuri yra analiziné aibés KC viduje. Tada kiekvienam e > 0

T—o00

1
liminffmeas {7’ €1[0,7]: mealé(]C(s +i1) — f(s)] < 5} > 0.

Si teorema parodo, kad aibé, sudaryta i§ Rymano dzeta funkcijos poslinkiy,
kurie aproksimuoja analizine funkcija f(s), yra pakankamai gausi: turi teigiama

apatinj tankj.



Véliau buvo nagrinéjami panasus rezultatai ir kitoms funkcijoms.

Kai o > 1, tai Dirichlé (Dirichlet) L funkcija yra apibréziama lygybe

o

L(s,x)=;$:g<1—$)_l.

Si funkcija yra meromorfiskai pratesiama j visa kompleksine plokstuma. Kaiq =1,
tai L(s, x) = C(s).
S. M. Voroninas taip pat gavo apibendrinantj universalumo teoremos rezultata.

Jis jrodeé jungtinio universalumo teoremsg Dirichlé L funkcijoms.

2.1.3 teorema (Voronino jungtinio universalumo teorema [52]). Tegu x; mod
q1,-,Xm mod ¢, yra poromis neekvivalentus Dirichlé charakteriai, IKCq, ..., K, yra
juostos 1/2 < o < 1 kompaktiniai poaibiai, turintys jungivosius papildinius. Te-
gu fi(s) yra tolydzios, meturincios nuliy aibéje IC; ir analizinés aibés K; viduje
funkcijos (¢ia 1 <1< m). Tada kiekvienam ¢ > 0 galioja

T—o0 1<Ii<m sek;

1
liminf?meas{T € [0,7]: max max |L(s+i1,x;) — fi(s)| < 8} > 0.

Teoremoje teigiama, kad Dirichlé L funkcijy su neekvivalenciais charakteriais
rinkinys tolygiai aproksimuoja neturincias nuliy analizines funkcijas; siek tiek skir-
tingomis formomis Sie rezultatai buvo paskelbti tiek Goneko (Gonek) [16], tiek ir
Bag¢i (Bagchi) [2] darbuose.

Dabar pateikiame apibendrintaja Rymano hipoteze.

Apibendrintoji Rymano hipotezé. Visi funkcijos L(s,x) nuliai, kai 0 <
o < 1, yra kritinéje tieséje o = %

1982 m. B. Baggdi [3] atrado jdomy ekvivalenta Rymano hipotezei. Jis jrode,
kad apibendrintoji Rymano hipotezé L(s, x) funkcijoms (¢ia y yra bet kuris Di-
richlé charakteris) galioja tada ir tik tada, kai su kiekvienu kompaktiniu kritinés
juostos 1/2 < o < 1 poaibiu K ir kiekvienu € > 0 yra teisinga

T—o00 s€

1
lim inf Fmeas {7’ € [0,7]: max |L(s+i1,x) — L(s, x)| < 8} > 0.

Dar véliau, T. Nakamura [40] iSnagrinéjo jungtinj universaluma Dirichle L
funkcijy poslinkiams. Toliau pateiktas rezultatas yra Bagéi kriterijaus apibend-
rinimas, dar vadinamas saviaproksimacija. Tarkime, kad 1 = dy,ds,...,d,, yra

realieji algebriniai skaiciai, tiesiSkai nepriklausomi virs Q, ir x yra bet kuris Diri-



chlé charakteris. Tada su kiekvienu € > 0 galioja

o1 .
lim mffmeas {7‘ €[0,7] : (1)

T—o0

 foax max |L(s +id;T, x) — L(s + idyT, x)| < 8} > 0.

Kai m = 2, L. Pankovskis (Pankowski) [43] jrodé, kad (1) nelygybé galio-
ja su visais realiaisiais skaiciais di, ds, kurie yra tiesiskai nepriklausomi virs Q.
Nepriklausomai vienas nuo kito Garunkstis [12] ir Nakamura [41] nagrinéjo atve-
ji, kai dy/dy € Q. Dar vienas gerai zinomas rezultatas Rymano dzeta funkcijai
buvo gautas Nakamuros ir Pankovskio [42]. Jie nagrinéjo atvejj, kai d; = 1 ir
dy = a/b € Q tenkina salygas ged(a,b) = 1, |a — b| # 1. Taip pat verta pamineéti,
kad bendrasis atvejis, kai d; = 1 ir dy yra nelygus nuliui racionalusis skaicius, vis
dar neisnagrinétas.

Pateikiame keleta svarbiausiy jrodyty rezultaty, parodanciy Hurvico dzeta

funkcijy universaluma.

2.4.1 teorema (Hurvico dzeta funkciju universalumas). Tegu w yra trancenden-
tusis arba racionalusis skaicius, nelygqus 1, % Tegu KC C D yra kompaktinis poaibis,
turintis jungyji papilding, o f(s) — tolydi aibéje KC funkcija, kuri yra analiziné aibés
IC viduje. Tada su kiekvienu € > 0

| :
hTrrigf?meas {T €0,7]: max IC (s +irT,w) — f(s)] < 5} > 0.

Si teorema skirtingais metodais buvo isnagrinéta Bagéi [2] ir Goneko [16] dar-
buose.

Apibrézkime aibe
L(wy,...,w,) = {log(m +wj) : m € Nop,w; € (0;1],7=1,...,7}.

2.4.2 teorema (Jungtinis Hurvico dzeta funkcijy universalumas). Tarkime, kad
aibé L(wy, ..., w,) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Tegu K; C D yra kompak-
tinis poaibis, turintis junguji papilding, o f;(s) — tolydi aibéje KC; funkcija, kuri yra

analiziné K; viduje (¢ia j =1,...,r). Tada su kiekvienu ¢ > 0

1
liminffmeas{T € [0,7] : max max |¢ (s +iT,w;) — f; (5)] < 6} > 0.

T—o0 1<j<r sek;

Sios teoremos jrodyma galima rasti Laurin¢iko darbe [31].
Galiausiai pateikiame periodiniy Hurvico dzeta funkcijy universalumo teore-

ma, kurios jrodyma galima rasti Javtoko ir Laurin¢iko darbuose [20], [22].
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2.4.3 teorema (Periodiniy Hurvico dzeta funkcijy universalumas). Tegu w yra
trancendentusis skaicius. Tequ K C D yra kompaktinis poaibis, turintis jungyjj
papilding, o f(s) — tolydi aibéje KC funkcija, kuri yra analiziné K viduje. Tada su
kiekvienu € > 0

1
liminffmeas{T €[0,7]: m&x\((s +ir,w;A) — f(s)| < 6} > 0.

T—o00

Daugiau rezultaty, gauty nagrinéjant Hurvico dzeta funkcijy universaluma,
galima rasti [20], [21], [30], [31], [35], [38].

4. Pagrindiniai darbo uzdaviniai
Disertacijoje buvo keliami sie uzdaviniai:

1. Hurvico dzeta funkcijy su trancendenciuoju parametru saviaprok-
simacija
Treciajame disertacijos skyriuje nagrinéjamos Hurvico dzeta funkcijy reiks-
meés ((s+id;T,w) ir {(s + idyT,w), ciam € N, 1 < j,k <m ir w — trancen-

dentusis skaicius.

Sprendziamas klausimas, kokioms salygoms esant reikSmeés ((s + id;7,w) ir

C(s + idyT,w) yra artimos su be galo daug realiyjuy skai¢iy 77

2. Hurvico dzeta funkcijy su racionaliuoju parametru saviaproksima-
cija
Ketvirtajame disertacijos skyriuje nagrinéjamos Hurvico dzeta funkcijy reiks-

meés ((s + iar,w) ir ((s + ifT,w), ¢ia a, B € R ir w — racionalusis skaicius.

Sprendziamas klausimas, kokioms salygoms esant reiksmeés ((s + iar,w) ir

((s 4+ if7,w) yra artimos su be galo daug realiyju skaic¢iy 77

3. Periodiniy Hurvico dzeta funkcijy su trancendenciuoju ir raciona-

liuoju parametrais saviaproksimacijos

Penktasis disertacijos skyrius skirtas minétiems uzdaviniams apibendrinti.
Cia nagrinéjamos periodinés Hurvico dzeta funkcijy reiksmes ¢ (s+iar, w; 2A)
ir {(s +if7,w;2A), kai o, € R ir w — racionalusis arba trancendentusis
skai¢ius. Aiskinamasi, kada reikSmeés (s + iar,w; ) ir (s + if1, w;A) yra

artimos su be galo daug realiyjy skaiciy 7.



5. Tyrimo metodai

Sioje disertacijoje gautiems rezultatams jrodyti buvo taikyti metodai, nagrinéti
neseniai gautuose Garunkscio [12] ir Pankovskio [43], [44] darbuose. Taip pat
taikyti kompleksinio kintamojo funkcijy elementai, mato teorija ir diofantiniai

metodai.

6. Moksliniai rezultatai

1. Hurvico dzeta funkcijy su trancendenc¢iuoju parametru saviaprok-
simacija
Tarkime, dy, ds, . . ., dj yra realieji skai¢iai, o w — realusis skaicius, priklausantis
intervalui (0,1] .
Tegu
A(dy,dy, ..., dgw) ={d;logln+w) :j=1,...,kn e Ny}

yra multiaibé.

Jei multiaibé A(dy,ds, ..., dg;w) yra tiesiskai nepriklausoma virs racionaliyju
skaiCiy, tai A(dy,ds, ..., dy;w) yra aibé ir skaiciai dy, . .., dy yra taip pat tiesiskai
nepriklausomi virs Q.

Treciajame disertacijos skyriuje jrodyta tokia teorema.

3.4.1 teorema. Tegu | < m yra naturalusis skaicius, o w — trancendentusis skai-

cius, priklausantis intervalui (0,1]. Tarkime, dy, ..., d; € R tokie, kad A(dy, ds, . .., d;;w)
yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Kai m > [, tegu djyq,...,d, € R tokie, kad
kiekvienas dy, k =14 1,...,m, yra skaiciy dy,...,d; tiesiné kombinacija virs Q.

Tada su kiekvienu € > 0

1
lim inffmeas {7‘ €10,7] :

T—o00

 Jpax max 1C(s + id;T,w) — ((s + idpT,w)| < 6} > 0.

Be to, Siame skyriuje iSnagrinétos aibés A(dy, ds, . . ., dg;w) savybeés ir jrodyti
du svarbus teiginiai, parodantys, kad Si teorema néra ,tuscéia“.

Toliau pateikti teiginiai parodo, kad su kiekvienu [ € N ,dauguma’“ skaiciy
di,ds,...,d,w (¢ia 0 < w < 1) rinkiniy tokie, jog aibé A(dy,ds, ..., d;w) yra

tiesiskai nepriklausoma virs Q.

3.4.3 teiginys. Tegu w yra trancendentusis skaicius, | > 2, o aibé A(dy, ds,

10



o di_1yw) — tiesiskai nepriklausoma virs Q. Tuomet aibé
E={d €eR: A(d,ds,...,d;w) yra tiesiskai priklausoma virs Q}

yra skaiti.

3.4.4 teiginys. Tegu dy,ds,...,d; yra realieji skaiciai, tiesiskai nepriklausomi

virs Q. Tuomet aibé
H={w € (0,1] : A(dy,ds, ..., d;;w) yra tiesiskai priklausoma virs Q}

yra skaiti.

Verta pamineéti, kad sunku sukonstruoti pavyzdziy, kuriuose dy, ds, ..., d; yra
tiesiskai nepriklausomi virs Q ir aibé A(dy,ds,...,d;;w) taip pat buty tiesiskai
nepriklausoma virs Q.

2. Hurvico dzeta funkcijy su racionaliuoju parametru saviaproksi-
macija

Tegu w = ¢ yra racionalusis skaicius, tenkinantis salygas 0 < a < b ir
gcd(a,b) = 1. Tuomet Hurvico dzeta funkcija galima iSreiksti Dirichlé L funk-
cijy tiesine kombinacija

Ss+iT

C(s+im3) =S

x(a)L(s +i7, x).
x mod b

Ketvirtajame disertacijos skyriuje jrodyta svarbiausia teorema.

4.1.1 teorema. Tegu w = 3 yra racionalusis skaicius, tenkinantis sqlygas 0 <
a < birged(a,b) = 1. Be to, tarkime, kad o, B yra realieji tiesiskai nepriklausomi
virs Q skaiciai, o IC — bet kuris kritinés juostos 1/2 < o < 1 kompaktinis poaibis.

Tada su kiekvienu € > 0

T—o00 b

liminf%meas{r €[0,7]: I?Sé(‘c <s—|—’iom', 9) —C <s—|—z’ﬁ7, %)‘ < e} > 0.

Sios teoremos jrodymui netinka tas pats metodas, kuris buvo taikytas 3.4.1
teoremai, nes mes parodéme, kad aibé A(dy,dy, ..., d;;w) yra visuomet tiesiskai
priklausoma, kai w — racionalusis skaicius.

Taip pat siame skyriuje jrodyti pagalbiniai rezultatai, reikalingi pagrindinés
teoremos jrodymui.

Atvirg ir apréztg aibés C poaibj G vadinsime leistinuoju, jei su kiekvienu € > 0
aibé

G. = {SGC:\S—M <€sutamtikruw€G}

11



turi jungyji papildinj.
Visy pirma pateikiame pagalbine lema.

4.3.1 lema. Tegu x1,...,Xn yra poromis neekvivalentus Dirichlé charakteriai,
G — tokia leistinoji aibé, kad G C D ir f;,9; (j = 1,...,n) yra analizinés ir
neturincios nuliy aibéje G funkcijos. Be to, tarkime, kad B yra baigtiné pirminiy
skaiciy aibé, a, B — realieji, tiesiskai nepriklausomi virs Q skaiciai, 0 A = A(a, B)

— pirminiy skaiciy aibé, kurig sudaro daugiausia du elementai, ir aibé

{alog p}per a U {Blog p}per,

yra tiesiskai neprikalausoma virs Q.

Tada su kiekvienu € > 0 ir bet kuria aibe Gy C Gy C G egzistuoja baigtinés
aibés Ay C P\ (AU B), Ay C P\ B ir tokie realieji skaiciai 0,(,1), p € A, 9;,2),
p € Ay, kad aibé realiyjy skaiciy T, kai

max rsré%); L(s+iat, X;)|aua,UB)
‘ , _9(1)
— fi(s) H (1 _ XJ_(SM) H <1_ XJ(p)e(s ) ‘ < e,
peEAUB p pEAL p
fnax max L(s 4+ 187, X;)|(a:0B)
' . _p@
— g;(s) H (1 _ XJ_(SM) H (1 — Xj(p)e(s b ) ‘ <&,
peEB p pEA2 p
logp
max max ‘77’ H <e,
ve{a,B} pEB 2
1
maXHaT&H <g,
peA 2T
1
max om’ﬂ — 9;1) <&,
pEA; ™
log p
T O <

turi teigiamaq apating tanky.
Pateikiame pagalbine teorema, kurios jrodymas paremtas pagalbine 4.3.1 lema.

4.5.1 teorema. Tequ K C D yra bet kuri kompaktiné aibé, turinti jungyji pa-
pilding, X1,...,xn — poromis neekvivalentus Dirichlé charakteriai, o f;, g5, (j =

1,...,n) — neturincios nuliy ir tolydzios aibéje IKC funkcijos, analizinés K viduje.

12



Be to, tarkime, kad «, 8 yra realieji skaiciai, tiesiskai nepriklausomi virs Q, ir B
— baigtiné pirminiy skaiciy aibé.
Tada su kiekvienu € > 0 aibé realiyjy skaiciy T, tenkinanciy sqlygas

max max |L(s +iar, x;) — fi(s)] <e,

max max |L(s + 167, x;) — g;(s)| < &,

1<j<n seK

maXHTwH .
pEB 2

turi teigiamq apating tanks;.

Tare, kad f; = g;, gautuméme, jog aibé skaiciy T € R, tenkinanciy sqlygas

1Igja<}§zgl€%é{|[’<3+2a7 X;j) — L(s +iB7,x;)| <e,
maXHT—(a —5) long <&,
pEB 2

turi teigiamaq apating tanky.

3. Periodiniy Hurvico dzeta funkcijy su trancendenciuoju ir racio-
nalivoju parametrais saviaproksimacijos
Penktajame disertacijos skyriuje jrodytos dvi teoremos, apibendrinancios anks-

tesnius musy gautus rezultatus. Remsimeés tuo, kad kai o > 1, tai

k—1 oo k—1 00
1
Cs,wi ) = ;mzo mk+l—|—w Ezoqmzo m—i—H—w/k))

k—1

]szCZC( l"‘(ﬂ)

Visy pirma pateikiame periodinés Hurvico dzeta funkcijos su racionaliuoju

parametru saviaproksimacijos teorema.

5.1.1 teorema. Tegu A = {c,, : m € No} yra periodiné kompleksiniy skaiciy seka,
kurios maziausias teigiamas periodas k € N. Teguw = §, 0 < a < b, ged(a,b) = 1.
Be to, tarkime, kad o, B yra realieji skaiciai, tiesiskai nepriklausomi virs Q, o K
— bet kuris kompaktinis juostos 1/2 < o < 1 poaibis. Tada su kiekvienu ¢ > 0

1
liminffmeas {7’ €10,7] :

T—o0

maX‘C (8+i0¢7,%;9l> —C(S—l—iﬁT,%;m)) <€} > 0.

seK
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Sios teoremos jrodymas remiasi miisy jrodytu tokiu teiginiu.

5.2.1 teiginys. Tegu k,n € N ir ‘g—ll, -y 3% yra racionaliefi skaiciai, tenkinantys
salygas 0 < a; < b; ir ged(a;,bj) =1, kat j = 1,2,...,n. Be to, tarkime, kad o, B
yra realieji skaiciai, tiesiskai nepriklausomi virs Q , o K — bet kuris kompaktinis

juostos 1/2 < o < 1 poaibis. Tada su kiekvienu € > 0

C(s—iriom-,%) —C(S—i—iﬁﬂ%)‘ <e,
J J

1
7 H <ep>0.
357100 <}

1
lim inf —meas ¢ 7 € [0,T] : max max
T—o0 s 1<j<n

Galiausiai pateikiame paskutinj disertacijoje jrodyta rezultatg — periodineés

Hurvico dzeta funkcijos su trancendenc¢iuoju parametru teorema.

5.1.2 teorema. Tegu 2l = {c,, : m € Ny} yra periodiné kompleksiniy skaiciy seka,
kurios maZiausias teigiamas periodas k € N. Tarkime, kad w yra trancendentusis
skaicius, priklausantis intervalui (0,1]. Be to, skaiciai o, 5 € R tokie, kad aibé
A(a, B;w) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q, o KC — bet kuris kompaktinis juostos
1/2 < o < 1 poaibis. Tada su kiekvienu € > 0

1
liminffmeas{T €[0,7]: malé(\g (s +iar,w;A) — (s +ifr,w;A)| <,
s€

T—o00
ku _ 5} S 0.
27

Sios teoremos jrodymas paremtas skaiciy log(n + w;) (n € Ny) ir logk (¢ia
w; = ”T‘“, [ =0,...,k — 1) tiesiniu nepriklausomumu virs Q ir atskiru 3.4.1

teoremos atveju, kaim =2, t. y. dy = a,dy = .
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E. KARIKOVAS, L. PANKOWSKI, Self-approzimation of Hurwitz zeta-func-
tions with rational parameter, Lith. Math. J., 54(1), 2014, 74-81.
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E. KARIKOVAS, Self-approximation of periodic Hurwitz zeta-functions, to

appear in Nonlinear Anal. Model. Control.
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10. ISvados

Tyrimy rezultatai rodo:

o Hurvico dzeta funkcijos ((s,w) turi saviaproksimacijos savybe, kai w yra

trancendentusis arba racionalusis skaicius.

o Periodinés Hurvico dzeta funkcijos ((s,w;2l) turi saviaproksimacijos savybe,

kai w yra trancendentusis arba racionalusis skaicius.

o Algebrinio iracionaliojo w atveju metodika nepateikiama.
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11. Summary

The main objects studied in this thesis are self-approximation property of
Hurwitz zeta-functions and periodic Hurwitz zeta-functions. Let s = o+ it denote
a complex variable and let w be a parameter from the interval (0,1]. For o > 1,

the Hurwitz zeta-function is given by

- 1
g(saw) - Z% (n+w>s

Denote by 2 = {c,, : m € Ny}, a periodic sequence of complex numbers with
the smallest period k € N.
For ¢ > 1, the periodic Hurwitz zeta-function is defined by

Swm Zm+w

m:0

o We proved that Hurwitz zeta-functions has the self-approximation property

when w is a transcendental number from the interval (0,1].

Let [ < m be positive integers and dy,...,d; € R be such that the set
A(dy,dy, ..., djw) ={djlog(n+w):j=1,...,l;n € No}

is linearly independent over Q. For m > [, let d;11,...,d,, € R be such
that each di, kK =1+ 1,...,m is a linear combination of dy,...,d; over Q.
We showed that exists ‘many’ real numbers 7 € R such that the shifts of
Hurwitz zeta-functions ((s+1id,;7,w) and ((s+id;T,w) are ‘near’ each other,
where 1 < 7,k < m.

This result is similar to that obtained by Garunkstis for Dirichlet L-functions.
Moreover, we showed that, for any positive integer [, ‘most’ collections of real
numbers dy, ds, . .., d;,w, where 0 < w < 1, are such that A(dy,ds, ..., d;w)

is linearly independent over Q.

o We proved the self-approximation property for Hurwitz zeta-functions with

rational parameters.

We recall that for rational w = § satisfying 0 < a < b and ged(a, b) = 1 the
Hurwitz zeta function can be expressed as a linear combination of Dirichlet

L-functions:

bs—i—iT
¢ (3 + 17, 9) =

2 -0) x(a)L(s + iT, x).

x mod b

17



Namely, we used last equality and proved that ((s 4 ia7, §) approximates
uniformly ((s 47, §) for infinitely many real 7, where a, 8 are arbitrary
real numbers linearly independent over Q and s is in a compact set lying
in the open right half of the critical strip. This result is similar to that of

Pankowski for Dirichlet L-functions.

o We used the previous results and showed the self-approximation properties
of periodic Hurwitz zeta-functions ((s, w;2) for rational and transcendental

parameters.

In the thesis we applied recent methods introduced by Garunkstis [12] and Pan-
kowski [43], [44]. Also, elements of complex analysis, measure theory and diop-

hantine methods are used.
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