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Disertacinio darbo aprašymas

1. Tyrimo objektai

Tegu s = σ+ it yra kompleksinis kintamasis, o ω – realusis skaičius iš intervalo
(0,1]. Kai σ > 1, tai Hurvico (Hurwitz) dzeta funkcija apibrėžiama lygybe

ζ(s, ω) =
∞∑
n=0

1

(n+ ω)s
.

Tegu A = {cm : m ∈ N0},N0 = N ∪ {0} yra periodinė kompleksinių skaičių
seka, kurios mažiausias teigiamas periodas k ∈ N.Kai σ > 1, tai periodinė Hurvico
dzeta funkcija apibrėžiama eilute

ζ(s, ω;A) =
∞∑
m=0

cm
(m+ ω)s

.

Šios disertacijos pagrindiniai objektai yra Hurvico dzeta funkcijų ir periodinių
Hurvico dzeta funkcijų saviaproksimacijos.

2. Darbo struktūra ir apimtis

Disertacija parašyta anglų kalba. Ją sudaro penki skyriai, pabaigoje patei-
kiamos išvados, santrauka ir literatūros sąrašas. Įvade supažindinama su tyrimo
objektais, pristatomi nagrinėjami uždaviniai ir gauti rezultatai. Antrajame sky-
riuje aptariami senesni rezultatai, susiję su disertacijoje nagrinėjamais uždaviniais,
pateikiama svarbiausia teorija apie pagrindinius šio darbo objektus. Kituose sky-
riuose formuluojami gauti moksliniai rezultatai, pateikiami svarbiausi teiginiai ir
išsamūs jų matematiniai įrodymai. Disertacijos apimtis yra 70 puslapių.
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3. Trumpa mokslinės problemos istorija

Kai σ > 1, Rymano (Riemann) dzeta funkcija apibrėžiama taip:

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
=
∏
p

(
1− 1

ps

)−1
,

čia p yra pirminis skaičius. Šią funkciją galima analiziškai pratęsti į visą komp-
leksinių skaičių plokštumą, išskyrus paprastąjį polių taške s = 1. Rymano dzeta
funkcija yra vienas svarbiausių ir įdomiausių objektų skaičių teorijoje. Vis dar
neįrodyta Rymano hipotezė teigia, kad funkcija ζ(s) neturi nulių srityje σ > 1

2
.

1975 m. S. M. Voroninas (Voronin) [55] įrodė universalumo teoremą Rymano
dzeta funkcijai. Teoremoje teigiama, kad kritinėje juostoje D = {s ∈ C : 1

2
< σ <

1} bet kuri analizinė, neturinti nulių funkcija gali būti aproksimuojama ζ(s+ iτ)

poslinkiais.

2.1.1 teorema (Voroninas, [55]). Tegu 0 < r < 1
4
. Tarkime, kad f(s) yra tolydi,

neturinti nulių skritulyje |s| ≤ r funkcija, kuri yra analizinė skritulio |s| ≤ r

viduje. Tada kiekvienam ε > 0 egzistuoja toks skaičius τ = τ(ε) ∈ R, su kuriuo

max
s≤r

∣∣∣∣ζ (s+ 3

4
+ iτ

)
− f(s)

∣∣∣∣ < ε.

Tegu meas{A} žymi aibės A ⊂ R Lebego (Lebesgue) matą. Primename, kad
Lebego prasme išmatuojamos aibės A ⊂ (0,∞) apatinis tankis apibrėžiamas

lim inf
T→∞

1

T
meas(A ∩ (0, T ]).

Be to, jei ši riba yra teigiama, sakysime, kad aibė A turi teigiamą apatinį tankį.
Vėliau buvo įrodyta stipresnė Voronino universalumo teoremos versija.

2.1.2 teorema (Voronino universalumo teorema [29]). Tegu K yra kompaktinis
kritinės juostos D poaibis, turintis jungųjį papildinį, o f(s) yra tolydi, neturinti
nulių aibėje K funkcija, kuri yra analizinė aibės K viduje. Tada kiekvienam ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : max

s∈K
|ζ (s+ iτ)− f (s)| < ε

}
> 0.

Ši teorema parodo, kad aibė, sudaryta iš Rymano dzeta funkcijos poslinkių,
kurie aproksimuoja analizinę funkciją f(s), yra pakankamai gausi: turi teigiamą
apatinį tankį.
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Vėliau buvo nagrinėjami panašūs rezultatai ir kitoms funkcijoms.
Kai σ > 1, tai Dirichlė (Dirichlet) L funkcija yra apibrėžiama lygybe

L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

ns
=
∏
p

(
1− χ(p)

ps

)−1
.

Ši funkcija yra meromorfiškai pratęsiama į visą kompleksinę plokštumą. Kai q = 1,
tai L(s, χ) = ζ(s).

S. M. Voroninas taip pat gavo apibendrinantį universalumo teoremos rezultatą.
Jis įrodė jungtinio universalumo teoremą Dirichlė L funkcijoms.

2.1.3 teorema (Voronino jungtinio universalumo teorema [52]). Tegu χ1 mod
q1,…,χm mod qm yra poromis neekvivalentūs Dirichlė charakteriai, K1, . . . ,Km yra
juostos 1/2 < σ < 1 kompaktiniai poaibiai, turintys jungiuosius papildinius. Te-
gu fl(s) yra tolydžios, neturinčios nulių aibėje Kl ir analizinės aibės Kl viduje
funkcijos (čia 1 ≤ l ≤ m). Tada kiekvienam ε > 0 galioja

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : max

1≤l≤m
max
s∈Kl

|L (s+ iτ, χl)− fl (s)| < ε

}
> 0.

Teoremoje teigiama, kad Dirichlė L funkcijų su neekvivalenčiais charakteriais
rinkinys tolygiai aproksimuoja neturinčias nulių analizines funkcijas; šiek tiek skir-
tingomis formomis šie rezultatai buvo paskelbti tiek Goneko (Gonek) [16], tiek ir
Bagči (Bagchi) [2] darbuose.

Dabar pateikiame apibendrintąją Rymano hipotezę.
Apibendrintoji Rymano hipotezė. Visi funkcijos L(s, χ) nuliai, kai 0 <

σ < 1, yra kritinėje tiesėje σ = 1
2
.

1982 m. B. Bagči [3] atrado įdomų ekvivalentą Rymano hipotezei. Jis įrodė,
kad apibendrintoji Rymano hipotezė L(s, χ) funkcijoms (čia χ yra bet kuris Di-
richlė charakteris) galioja tada ir tik tada, kai su kiekvienu kompaktiniu kritinės
juostos 1/2 < σ < 1 poaibiu K ir kiekvienu ε > 0 yra teisinga

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : max

s∈K
|L(s+ iτ, χ)− L(s, χ)| < ε

}
> 0.

Dar vėliau, T. Nakamura [40] išnagrinėjo jungtinį universalumą Dirichlė L

funkcijų poslinkiams. Toliau pateiktas rezultatas yra Bagči kriterijaus apibend-
rinimas, dar vadinamas saviaproksimacija. Tarkime, kad 1 = d1, d2, . . . , dm yra
realieji algebriniai skaičiai, tiesiškai nepriklausomi virš Q, ir χ yra bet kuris Diri-
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chlė charakteris. Tada su kiekvienu ε > 0 galioja

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : (1)

max
1≤j,k≤m

max
s∈K
|L(s+ idjτ, χ)− L(s+ idkτ, χ)| < ε

}
> 0.

Kai m = 2, L. Pankovskis (Pańkowski) [43] įrodė, kad (1) nelygybė galio-
ja su visais realiaisiais skaičiais d1, d2, kurie yra tiesiškai nepriklausomi virš Q.
Nepriklausomai vienas nuo kito Garunkštis [12] ir Nakamura [41] nagrinėjo atve-
jį, kai d1/d2 ∈ Q. Dar vienas gerai žinomas rezultatas Rymano dzeta funkcijai
buvo gautas Nakamuros ir Pankovskio [42]. Jie nagrinėjo atvejį, kai d1 = 1 ir
d2 = a/b ∈ Q tenkina sąlygas gcd(a, b) = 1, |a− b| 6= 1. Taip pat verta paminėti,
kad bendrasis atvejis, kai d1 = 1 ir d2 yra nelygus nuliui racionalusis skaičius, vis
dar neišnagrinėtas.

Pateikiame keletą svarbiausių įrodytų rezultatų, parodančių Hurvico dzeta
funkcijų universalumą.

2.4.1 teorema (Hurvico dzeta funkcijų universalumas). Tegu ω yra trancenden-
tusis arba racionalusis skaičius, nelygus 1, 1

2
. Tegu K ⊂ D yra kompaktinis poaibis,

turintis jungųjį papildinį, o f(s) – tolydi aibėje K funkcija, kuri yra analizinė aibės
K viduje. Tada su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : max

s∈K
|ζ (s+ iτ, ω)− f (s)| < ε

}
> 0.

Ši teorema skirtingais metodais buvo išnagrinėta Bagči [2] ir Goneko [16] dar-
buose.

Apibrėžkime aibę

L(ω1, . . . , ωr) = {log(m+ ωj) : m ∈ N0, ωj ∈ (0; 1], j = 1, . . . , r}.

2.4.2 teorema (Jungtinis Hurvico dzeta funkcijų universalumas). Tarkime, kad
aibė L(ω1, . . . , ωr) yra tiesiškai nepriklausoma virš Q. Tegu Kj ⊂ D yra kompak-
tinis poaibis, turintis jungųjį papildinį, o fj(s) – tolydi aibėje Kj funkcija, kuri yra
analizinė Kj viduje (čia j = 1, . . . , r). Tada su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : max

1≤j≤r
max
s∈Kj

|ζ (s+ iτ, ωj)− fj (s)| < ε

}
> 0.

Šios teoremos įrodymą galima rasti Laurinčiko darbe [31].
Galiausiai pateikiame periodinių Hurvico dzeta funkcijų universalumo teore-

mą, kurios įrodymą galima rasti Javtoko ir Laurinčiko darbuose [20], [22].
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2.4.3 teorema (Periodinių Hurvico dzeta funkcijų universalumas). Tegu ω yra
trancendentusis skaičius. Tegu K ⊂ D yra kompaktinis poaibis, turintis jungųjį
papildinį, o f(s) – tolydi aibėje K funkcija, kuri yra analizinė K viduje. Tada su
kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : max

s∈K
|ζ (s+ iτ, ω;A)− f (s)| < ε

}
> 0.

Daugiau rezultatų, gautų nagrinėjant Hurvico dzeta funkcijų universalumą,
galima rasti [20], [21], [30], [31], [35], [38].

4. Pagrindiniai darbo uždaviniai

Disertacijoje buvo keliami šie uždaviniai:

1. Hurvico dzeta funkcijų su trancendenčiuoju parametru saviaprok-
simacija

Trečiajame disertacijos skyriuje nagrinėjamos Hurvico dzeta funkcijų reikš-
mės ζ(s+ idjτ, ω) ir ζ(s+ idkτ, ω), čia m ∈ N, 1 ≤ j, k ≤ m ir ω – trancen-
dentusis skaičius.

Sprendžiamas klausimas, kokioms sąlygoms esant reikšmės ζ(s+ idjτ, ω) ir
ζ(s+ idkτ, ω) yra artimos su be galo daug realiųjų skaičių τ?

2. Hurvico dzeta funkcijų su racionaliuoju parametru saviaproksima-
cija

Ketvirtajame disertacijos skyriuje nagrinėjamos Hurvico dzeta funkcijų reikš-
mės ζ(s+ iατ, ω) ir ζ(s+ iβτ, ω), čia α, β ∈ R ir ω – racionalusis skaičius.

Sprendžiamas klausimas, kokioms sąlygoms esant reikšmės ζ(s + iατ, ω) ir
ζ(s+ iβτ, ω) yra artimos su be galo daug realiųjų skaičių τ?

3. Periodinių Hurvico dzeta funkcijų su trancendenčiuoju ir raciona-
liuoju parametrais saviaproksimacijos

Penktasis disertacijos skyrius skirtas minėtiems uždaviniams apibendrinti.
Čia nagrinėjamos periodinės Hurvico dzeta funkcijų reikšmės ζ(s+iατ, ω;A)
ir ζ(s + iβτ, ω;A), kai α, β ∈ R ir ω – racionalusis arba trancendentusis
skaičius. Aiškinamasi, kada reikšmės ζ(s+ iατ, ω;A) ir ζ(s+ iβτ, ω;A) yra
artimos su be galo daug realiųjų skaičių τ .
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5. Tyrimo metodai

Šioje disertacijoje gautiems rezultatams įrodyti buvo taikyti metodai, nagrinėti
neseniai gautuose Garunkščio [12] ir Pankovskio [43], [44] darbuose. Taip pat
taikyti kompleksinio kintamojo funkcijų elementai, mato teorija ir diofantiniai
metodai.

6. Moksliniai rezultatai

1. Hurvico dzeta funkcijų su trancendenčiuoju parametru saviaprok-
simacija

Tarkime, d1, d2, . . . , dk yra realieji skaičiai, o ω – realusis skaičius, priklausantis
intervalui (0,1] .
Tegu

A(d1, d2, . . . , dk;ω) = {dj log(n+ ω) : j = 1, . . . , k;n ∈ N0}

yra multiaibė.
Jei multiaibė A(d1, d2, . . . , dk;ω) yra tiesiškai nepriklausoma virš racionaliųjų

skaičių, tai A(d1, d2, . . . , dk;ω) yra aibė ir skaičiai d1, . . . , dk yra taip pat tiesiškai
nepriklausomi virš Q.

Trečiajame disertacijos skyriuje įrodyta tokia teorema.

3.4.1 teorema. Tegu l ≤ m yra natūralusis skaičius, o ω – trancendentusis skai-
čius, priklausantis intervalui (0,1]. Tarkime, d1, . . . , dl ∈ R tokie, kad A(d1, d2, . . . , dl;ω)
yra tiesiškai nepriklausoma virš Q. Kai m > l, tegu dl+1, . . . , dm ∈ R tokie, kad
kiekvienas dk, k = l + 1, . . . ,m, yra skaičių d1, . . . , dl tiesinė kombinacija virš Q.
Tada su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] :

max
1≤j,k≤m

max
s∈K
|ζ(s+ idjτ, ω)− ζ(s+ idkτ, ω)| < ε

}
> 0.

Be to, šiame skyriuje išnagrinėtos aibės A(d1, d2, . . . , dk;ω) savybės ir įrodyti
du svarbūs teiginiai, parodantys, kad ši teorema nėra ”tuščia“.

Toliau pateikti teiginiai parodo, kad su kiekvienu l ∈ N ”dauguma“ skaičių
d1, d2, . . . , dl, ω (čia 0 < ω ≤ 1) rinkinių tokie, jog aibė A(d1, d2, . . . , dl;ω) yra
tiesiškai nepriklausoma virš Q.

3.4.3 teiginys. Tegu ω yra trancendentusis skaičius, l ≥ 2, o aibė A(d1, d2,
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. . . , dl−1;ω) – tiesiškai nepriklausoma virš Q. Tuomet aibė

E = {dl ∈ R : A(d1, d2, . . . , dl;ω) yra tiesiškai priklausoma virš Q}

yra skaiti.

3.4.4 teiginys. Tegu d1, d2, . . . , dl yra realieji skaičiai, tiesiškai nepriklausomi
virš Q. Tuomet aibė

H = {ω ∈ (0, 1] : A(d1, d2, . . . , dl;ω) yra tiesiškai priklausoma virš Q}

yra skaiti.

Verta paminėti, kad sunku sukonstruoti pavyzdžių, kuriuose d1, d2, . . . , dl yra
tiesiškai nepriklausomi virš Q ir aibė A(d1, d2, . . . , dl;ω) taip pat būtų tiesiškai
nepriklausoma virš Q.

2. Hurvico dzeta funkcijų su racionaliuoju parametru saviaproksi-
macija

Tegu ω = a
b

yra racionalusis skaičius, tenkinantis sąlygas 0 < a < b ir
gcd(a, b) = 1. Tuomet Hurvico dzeta funkciją galima išreikšti Dirichlė L funk-
cijų tiesine kombinacija

ζ
(
s+ iτ,

a

b

)
=
bs+iτ

ϕ(b)

∑
χ mod b

χ(a)L(s+ iτ, χ).

Ketvirtajame disertacijos skyriuje įrodyta svarbiausia teorema.

4.1.1 teorema. Tegu ω = a
b

yra racionalusis skaičius, tenkinantis sąlygas 0 <

a < b ir gcd(a, b) = 1. Be to, tarkime, kad α, β yra realieji tiesiškai nepriklausomi
virš Q skaičiai, o K – bet kuris kritinės juostos 1/2 < σ < 1 kompaktinis poaibis.
Tada su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : max

s∈K

∣∣∣ζ (s+ iατ,
a

b

)
− ζ

(
s+ iβτ,

a

b

)∣∣∣ < ε

}
> 0.

Šios teoremos įrodymui netinka tas pats metodas, kuris buvo taikytas 3.4.1
teoremai, nes mes parodėme, kad aibė A(d1, d2, . . . , dl;ω) yra visuomet tiesiškai
priklausoma, kai ω – racionalusis skaičius.

Taip pat šiame skyriuje įrodyti pagalbiniai rezultatai, reikalingi pagrindinės
teoremos įrodymui.

Atvirą ir aprėžtą aibės C poaibį G vadinsime leistinuoju, jei su kiekvienu ε > 0

aibė
Gε =

{
s ∈ C : |s− w| < ε su tam tikru w ∈ G

}
11



turi jungųjį papildinį.
Visų pirma pateikiame pagalbinę lemą.

4.3.1 lema. Tegu χ1, . . . , χn yra poromis neekvivalentūs Dirichlė charakteriai,
G – tokia leistinoji aibė, kad G ⊂ D ir fj, gj (j = 1, . . . , n) yra analizinės ir
neturinčios nulių aibėje G funkcijos. Be to, tarkime, kad B yra baigtinė pirminių
skaičių aibė, α, β – realieji, tiesiškai nepriklausomi virš Q skaičiai, o A = A(α, β)

– pirminių skaičių aibė, kurią sudaro daugiausia du elementai, ir aibė

{α log p}p∈P\A ∪ {β log p}p∈P,

yra tiesiškai neprikalausoma virš Q.
Tada su kiekvienu ε > 0 ir bet kuria aibe G0 ⊂ G0 ⊂ G egzistuoja baigtinės

aibės A1 ⊂ P \ (A ∪ B), A2 ⊂ P \ B ir tokie realieji skaičiai θ(1)p , p ∈ A1, θ(2)p ,
p ∈ A2, kad aibė realiųjų skaičių τ , kai

max
1≤j≤n

max
s∈G0

∣∣∣L(s+ iατ, χj)|(A∪A1∪B)

− fj(s)
∏

p∈A∪B

(
1− χj(p)

ps

) ∏
p∈A1

(
1− χj(p)e(−θ(1)p )

ps

)∣∣∣ < ε,

max
1≤j≤n

max
s∈G0

∣∣∣L(s+ iβτ, χj)|(A2∪B)

− gj(s)
∏
p∈B

(
1− χj(p)

ps

) ∏
p∈A2

(
1− χj(p)e(−θ(2)p )

ps

)∣∣∣ < ε,

max
γ∈{α,β}

max
p∈B

∥∥∥γτ log p
2π

∥∥∥ < ε,

max
p∈A

∥∥∥ατ log p
2π

∥∥∥ < ε,

max
p∈A1

∥∥∥ατ log p
2π
− θ(1)p

∥∥∥ < ε,

max
p∈A2

∥∥∥βτ log p
2π
− θ(2)p

∥∥∥ < ε,

turi teigiamą apatinį tankį.

Pateikiame pagalbinę teoremą, kurios įrodymas paremtas pagalbine 4.3.1 lema.

4.5.1 teorema. Tegu K ⊂ D yra bet kuri kompaktinė aibė, turinti jungųjį pa-
pildinį, χ1, . . . , χn – poromis neekvivalentūs Dirichlė charakteriai, o fj, gj, (j =

1, . . . , n) – neturinčios nulių ir tolydžios aibėje K funkcijos, analizinės K viduje.
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Be to, tarkime, kad α, β yra realieji skaičiai, tiesiškai nepriklausomi virš Q, ir B
– baigtinė pirminių skaičių aibė.

Tada su kiekvienu ε > 0 aibė realiųjų skaičių τ , tenkinančių sąlygas

max
1≤j≤n

max
s∈K
|L(s+ iατ, χj)− fj(s)| < ε,

max
1≤j≤n

max
s∈K
|L(s+ iβτ, χj)− gj(s)| < ε,

max
p∈B

∥∥∥τ (α− β) log p
2π

∥∥∥ < ε,

turi teigiamą apatinį tankį.
Tarę, kad fj = gj, gautumėme, jog aibė skaičių τ ∈ R, tenkinančių sąlygas

max
1≤j≤n

max
s∈K
|L(s+ iατ, χj)− L(s+ iβτ, χj)| < ε,

max
p∈B

∥∥∥τ (α− β) log p
2π

∥∥∥ < ε,

turi teigiamą apatinį tankį.

3. Periodinių Hurvico dzeta funkcijų su trancendenčiuoju ir racio-
naliuoju parametrais saviaproksimacijos

Penktajame disertacijos skyriuje įrodytos dvi teoremos, apibendrinančios anks-
tesnius mūsų gautus rezultatus. Remsimės tuo, kad kai σ > 1, tai

ζ(s, ω;A) =
k−1∑
l=0

∞∑
m=0

cl
(mk + l + ω)s

=
1

ks

k−1∑
l=0

cl

∞∑
m=0

1

(m+ (l + ω/k))s

=
1

ks

k−1∑
l=0

clζ

(
s,
l + ω

k

)
.

Visų pirma pateikiame periodinės Hurvico dzeta funkcijos su racionaliuoju
parametru saviaproksimacijos teoremą.

5.1.1 teorema. Tegu A = {cm : m ∈ N0} yra periodinė kompleksinių skaičių seka,
kurios mažiausias teigiamas periodas k ∈ N. Tegu ω = a

b
, 0 < a < b, gcd(a, b) = 1.

Be to, tarkime, kad α, β yra realieji skaičiai, tiesiškai nepriklausomi virš Q, o K
– bet kuris kompaktinis juostos 1/2 < σ < 1 poaibis. Tada su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] :

max
s∈K

∣∣∣ζ (s+ iατ,
a

b
;A
)
− ζ

(
s+ iβτ,

a

b
;A
)∣∣∣ < ε

}
> 0.
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Šios teoremos įrodymas remiasi mūsų įrodytu tokiu teiginiu.

5.2.1 teiginys. Tegu k, n ∈ N ir a1
b1
, . . . , an

bn
yra racionalieji skaičiai, tenkinantys

sąlygas 0 < aj < bj ir gcd(aj, bj) = 1, kai j = 1, 2, . . . , n. Be to, tarkime, kad α, β
yra realieji skaičiai, tiesiškai nepriklausomi virš Q , o K – bet kuris kompaktinis
juostos 1/2 < σ < 1 poaibis. Tada su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : max

s∈K
max
1≤j≤n

∣∣∣∣ζ (s+ iατ,
aj
bj

)
− ζ

(
s+ iβτ,

aj
bj

)∣∣∣∣ < ε,

max
p|k

∣∣∣∣∣∣ 1
2π
τ log p

∣∣∣∣∣∣ < ε

}
> 0.

Galiausiai pateikiame paskutinį disertacijoje įrodytą rezultatą – periodinės
Hurvico dzeta funkcijos su trancendenčiuoju parametru teoremą.

5.1.2 teorema. Tegu A = {cm : m ∈ N0} yra periodinė kompleksinių skaičių seka,
kurios mažiausias teigiamas periodas k ∈ N. Tarkime, kad ω yra trancendentusis
skaičius, priklausantis intervalui (0, 1]. Be to, skaičiai α, β ∈ R tokie, kad aibė
A(α, β;ω) yra tiesiškai nepriklausoma virš Q, o K – bet kuris kompaktinis juostos
1/2 < σ < 1 poaibis. Tada su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : max

s∈K
|ζ (s+ iατ, ω;A)− ζ (s+ iβτ, ω;A)| < ε,∣∣∣∣∣∣(α− β)τ log k

2π

∣∣∣∣∣∣ < ε

}
> 0.

Šios teoremos įrodymas paremtas skaičių log(n + ωl) (n ∈ N0) ir log k (čia
ωl = l+ω

k
, l = 0, . . . , k − 1) tiesiniu nepriklausomumu virš Q ir atskiru 3.4.1

teoremos atveju, kai m = 2, t. y. d1 = α, d2 = β.
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tions, Funct. Approx. Comment. Math., 51(1), 2014, 181–188.

2. E. Karikovas, Ł. Pańkowski, Self-approximation of Hurwitz zeta-func-
tions with rational parameter, Lith. Math. J., 54(1), 2014, 74–81.

Priimti straipsniai

1. E. Karikovas, Self-approximation of periodic Hurwitz zeta-functions, to
appear in Nonlinear Anal. Model. Control.
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10. Išvados

Tyrimų rezultatai rodo:

• Hurvico dzeta funkcijos ζ(s, ω) turi saviaproksimacijos savybę, kai ω yra
trancendentusis arba racionalusis skaičius.

• Periodinės Hurvico dzeta funkcijos ζ(s, ω;A) turi saviaproksimacijos savybę,
kai ω yra trancendentusis arba racionalusis skaičius.

• Algebrinio iracionaliojo ω atveju metodika nepateikiama.
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11. Summary

The main objects studied in this thesis are self-approximation property of
Hurwitz zeta-functions and periodic Hurwitz zeta-functions. Let s = σ+it denote
a complex variable and let ω be a parameter from the interval (0,1]. For σ > 1,
the Hurwitz zeta-function is given by

ζ(s, ω) =
∞∑
n=0

1

(n+ ω)s
.

Denote by A = {cm : m ∈ N0}, a periodic sequence of complex numbers with
the smallest period k ∈ N.
For σ > 1, the periodic Hurwitz zeta-function is defined by

ζ(s, ω;A) =
∞∑
m=0

cm
(m+ ω)s

.

• We proved that Hurwitz zeta-functions has the self-approximation property
when ω is a transcendental number from the interval (0,1].

Let l ≤ m be positive integers and d1, . . . , dl ∈ R be such that the set

A(d1, d2, . . . , dl;ω) = {dj log(n+ ω) : j = 1, . . . , l;n ∈ N0}

is linearly independent over Q. For m > l, let dl+1, . . . , dm ∈ R be such
that each dk, k = l + 1, . . . ,m is a linear combination of d1, . . . , dl over Q.
We showed that exists ‘many’ real numbers τ ∈ R such that the shifts of
Hurwitz zeta-functions ζ(s+idjτ, ω) and ζ(s+idkτ, ω) are ‘near’ each other,
where 1 ≤ j, k ≤ m.

This result is similar to that obtained by Garunkštis for Dirichlet L-functions.
Moreover, we showed that, for any positive integer l, ‘most’ collections of real
numbers d1, d2, . . . , dl, ω, where 0 < ω ≤ 1, are such that A(d1, d2, . . . , dl;ω)
is linearly independent over Q.

• We proved the self-approximation property for Hurwitz zeta-functions with
rational parameters.

We recall that for rational ω = a
b

satisfying 0 < a < b and gcd(a, b) = 1 the
Hurwitz zeta function can be expressed as a linear combination of Dirichlet
L-functions:

ζ
(
s+ iτ,

a

b

)
=
bs+iτ

ϕ(b)

∑
χ mod b

χ(a)L(s+ iτ, χ).
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Namely, we used last equality and proved that ζ(s + iατ, a
b
) approximates

uniformly ζ(s + iβτ, a
b
) for infinitely many real τ , where α, β are arbitrary

real numbers linearly independent over Q and s is in a compact set lying
in the open right half of the critical strip. This result is similar to that of
Pańkowski for Dirichlet L-functions.

• We used the previous results and showed the self-approximation properties
of periodic Hurwitz zeta-functions ζ(s, ω;A) for rational and transcendental
parameters.

In the thesis we applied recent methods introduced by Garunkštis [12] and Pań-
kowski [43], [44]. Also, elements of complex analysis, measure theory and diop-
hantine methods are used.
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