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IVADAS

Lercho (Lerch) dzeta funkcija L(A, o, s), s = o + it, su parametrais A\ € R ir a € R,
0 < a < 1, pusplokstuméje o > 1 apibréziama eilute

271'1)\m

)\as Zm—i—a

m=0
visoje kompleksinéje plokstumoje — analizinio pratesimo pagalba. Pirma karta Lercho
dzeta funkcija apibrézta nepriklausomuose [20] ir [21] darbuose.

Kai A € Z, funkcija L(\, «, s) tampa Hurvico (Hurwitz) dzeta funkcija

Zm—i—a o>1

m= 0
kuri yra meromorfiné funkcija, turinti paprastaji poliy taske s = 1 su reziduumu Ress—1((s, ) =
1.

Kai A € Z ir a = 1, tuomet L(\,1,s) = ((s), ¢ia ((s) yra Rymano (Riemann) dzeta

funkcija, kuri srityje o > 1 apibréziama eilute

ir analiziSkai pratesiama j visa kompleksing plokStuma, iSskyrus paprastaji poliy taske

s=1.

[\

L(318) = S EV" -2,

Jei A ¢ Z, tuomet funkcija L(\, o, s) yra analiziSkai pratesiama j visa kompleksine
plokstuma, t.y., ji yra sveikoji funkcija. Siuo atveju, neapribodami bendrumo, galime

laikyti, kad 0 < A < 1.

Funkcija L(\, a,s), 0 < A < 1, su visais s tenkina funkcine lygti

L\ a,1—s) = (exp {— — 2m'oz/\} L(—a, A, s)



+ exp {—? + 2mia(1 — )\)} L(a, 1 — A, 5))

Zinomi keli §ios lygties jrodymai, zr. [1], [4], [20], [24], [25]. Pirmaji i$ ju pateike
M. Lerchas 1887 metais. T. Apastolo (Apastol) jrodymas remiasi viena transformacijos
formule ir skirtumine diferencialine lygtimi, kuria tenkina funkcija L(\, o, s). F. Oberhe-
tingerio straipsnyje yra taikoma Puasono sumavimo formulé, tuo tarpu M. Mikolo straips-
nyje naudojamas Furjé eilu¢iy metodas. B. Berndtas (Berndt) pasiulé paprasta jrodyma,
paremtg konturiniu integravimu bei Oilerio - Maklioreno sumavimo formulés taikymu.

Kurj laika po Lercho ir kity autoriy darbu apie funkcijos L(A, «, s) funkcine lygtj si
funkcija buvo pamirsta, taciau 1987 m. D. Klusas (Klusch) pateiké [14] funkcijos L(A, a, s)

modulio kvadrato vidurkio asimptotine formule

T

/ L\, «, 0 +it)|*dt ~
0 T¢(20,a), jei 3 <o <1,

TlogT, jei O':%,

kai 7" — oo. Po dveju mety jis pateiké [15] ir integralo
/ |L(\, o, 0 + it)|2e%dt
0

asimptotinj skleidinj pagal §. Minéti D. Kluso rezultatai buvo patikslinti R. Garunkscio,
A. Laurinéiko ir J. Staudingo (Steuding) darbe [10], naudojant funkcijos L(\, c, s) artutine
funkcine lygtj. Sie rezultatai paskatino plésti tikimybinius tyrimus Lercho dzeta funkcijos
teorijoje.

Siuolaikigka ir i$sami funkcijos L(\, o, s) apzvalga pateikta A. Laurinéiko ir R. Garunks-
¢io monografijoje [17], kurioje daug démesio skirta Lercho dzeta funkcijos statistinéms
savybéms, pateiktos ribinés teoremos silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo prasme
jvairiose erdveése.

Nors Lercho dzeta funkcija néra tiek svarbi analizinéje skaiciy teorijoje kaip, pavyz-
dziui, Rymano dzeta funkcija ar Dirichlé L funkcijos, taciau, is kitos pusés, funkcija
L(\, «, s) yra klasikiné dzeta funkcija, kuri, isskyrus kai kuriuos jau aptartus specialius
atvejus, neturi Oilerio sandaugos pagal pirminius skaicius, todél yra jdomu palyginti jos
savybes su dzeta funkciju, turinéiy Oilerio sandauga, savybémis. Be to, funkcija L(\, a, s)
priklauso nuo dviejy parametry A ir « ir yra jtakojama juy aritmetinés prigimties. Taigi,

Lercho dzeta funkcija yra labai jdomus klasikinis matematikos objektas.



Darbe aptarsime Lercho dzeta funkcijos asimptotinj elgesj, kuris dazniausiai nusa-
komas ribinémis teoremomis tikimybiniy maty silpnojo konvergavimo prasme jvairiuose
erdvése. Tikimybiniy metody taikymo idéja dzeta funkcijy reikSmiy pasiskirstymo nag-
rinéjime priklauso H. Borui (Bohr). Jis numateé, kad sudétinga dzeta funkcijuy reiksmiy
pasiskirstyma galima aprasyti tikimybiniais désniais, o kartu su B. Jesenu (Jessen) ir
A. Vintneriu (Wintner) pirmieji jrodé tikimybinio pobudzio ribines teoremas dzeta funkci-
joms. Paskutinieji dvidesimt mety yra naujas H. Boro idéjy plétojimo etapas. D. Dzoineris
(Joyner) [13], B. Baggis (Bagchi) [2], K. Macumotas (Matsumoto) [22], [23], J. Staudin-
gas (Steuding) [26], A. Laurincikas [16] ir jo mokiniai I. Belovas, V. Garbaliauskiene,
R. Garunkstis [17], J. Genys, J. Ignatavi¢iiitée, R. Kacinskaité, R. Macaitiené, R. SleZe-
viciené sukuré Siuolaikine dzeta funkcijy tikimybine teorijg, turincia svarbiy pritaikymuy
nagrinéjant universalumo klausimus. Tai dar karta jrodo Sios krypties tyrimy jtaka ma-
tematikos vystymuisi bei taikymams.

Lercho dzeta funkcijos L(A, «, ) su transcendenciuoju arba racionaliuoju parametru a
reikSmiy pasiskirstymas iSnagrinétas pakankamai placiai [9], [17], [18], [19], taciau atvejis,
kai parametras a yra algebrinis iracionalusis skaicius, iSlieka neaiskus iki Siy dieny. Tai

susije su informacijos apie aibés
L(a) = {log(m + «) : m € Ny},

kai o - algebrinis iracionalusis skai¢ius, tiesinj nepriklausomuma stoka. Zinoma [5], kad
bent 51 procentas aibés L(a) elementy tankio prasme yra tiesiskai nepriklausomi virs
racionaliyjy skaic¢iy kuno Q.

Ribines teoremas Lercho dzeta funkcijai su algebriniu iracionaliuoju parametru a pra-
déjo studijuoti A. Laurinc¢ikas, kurios kartu su V. Garbaliauskiene ir D. Geniene [8] straips-
nyje, pateike ribine teorema kompleksinéje plokstumoje silpnojo tikimybiniy maty prasme.

Sio ir kity rezultaty formulavimui reikalingi tam tikri apibréZimai ir Zymenys.

Tegul I () yra maksimalus tiesiskai nepriklausomas virs Q aibés L(«) poaibis. Tarki-
me, kad I(«) # L(a) ir D(a) = L(a)\I(«). Tuomet su kiekvienu elementu d,, € D(«),
aibé I(a) U {d,,} yra tiesiskai priklausoma virs Q. Todél egzistuoja baigtinis elementy

Gmgy -« -5 im, € I(a) skaiius ir tokie skaiiai ko(m), ..., k,(m) € Z\{0}, kad




Kadangi d,,, = log(m + «) ir i,,; = log(m; + ), j = 1,...,n, i§ ¢ia randame, jog

_ky(m) _ kn(m)
m+a = (m;+a) k0 . (m, +a) Fim, (1)

Apibréziame aibés Ny poaibius
M(a) ={m e Ny : log(m + a) € I(a)},

N(a) ={m e Ny :log(m + a) € D(a)}.

Tegul v = {s € C :| s |= 1} yra vienetinis apskritimas kompeksinéje plokstumoje, o

Q= H TYms

meM(a)
0 Ym = 7 su visais m € M(«). Remiantis Tichonovo (Tikhonov) teorema, su sandau-
gos topologija ir pataskine daugyba begaliniamatis toras €2 yra kompaktiné topologiné
Abelio grupe, todeél erdvéje (€2, B(€2)) galima apibrézti tikimybinj Haro (Haar) mata mpy.
Gauname tikimybine erdve (2, B(Q2), mg). Tegul w(m) yra elemento w € 2 projekcija i
koordinatine erdve v,,, m € M(«). Kai galioja (1) lygybé, funkcija w(m) pratesiame j
visa aibe Ny formule

k1 (m)

w(m) = w ko(m) o)

Cw T Rotm) (M) gy e N(a). (2)

(my)

Cia yra imamos pagrindinés Sakny reik§mes.
Tikimybinéje erdvéje (Q, B(Q), mg), kai o > %, apibréziame kompleksines reikSmes
igyjant] atsitiktinj elementa

L\ a,0,w) =

m=0

627ri)\mw <m>

(m+a)7
o Pr, zymime jo skirstinj, t.y.,

PL(A)=my(we Q: L\, a,0,w) € A), A€ B(C).

Tuomet buvo jrodytas [8] toks tvirtinimas.
A teorema. Turkime, kad o yra algebrinis iracionalusis skaicius, o o > % Tuomet

tikimybinis matas
1
?meas{T €[0,7]: L\, a,0 +1i1) € A}, A€ B(C),

kar 'T" — oo, silpnai konverguoja j matg Pr,.



Cia meas{A} zymi maciosios aibés A C R Lebego (Lebesgue) mata.
Véliau D. Geniené, A. Laurincikas ir R. Macaitienée [12] pateikeé A teoremos apibend-
rinimg analiziniy srityje D = {s € C: 0 > 1} funkcijy erdvéje H(D). Sis atvejis yra kur

kas labiau komplikuotas, todél buvo reikalaujama, kad skaiciai

(2) lygybéje buty sveikieji su visais m € N (a). Remiantis Sia salyga buvo jrodyta, jog
{w(m) : m € Ny} yra poromis ortogonaliy kompleksines reiksmes jgyjanciy atsitiktiniy dy-
dziy, apibrézty tikimybinéje erdvéje (Q, B(2), my), seka. IS ¢ia seka, jog pusplokstumeéje

g > %, eiluté
) ;
e27r2)\m r(m)

T+ ¥

m=0

konverguoja beveik visur Haro mato mpy atzvilgiu. Vadinasi,

> e2m’>\mw(m)

L\ a,s,w)=  E—
( ) n; CETIE
yra H(D) reikSmis atsitiktinis elementas, apibréztas tikimybinéje erdvéje (€2, B(€2), my).
Pagal gerai zinomg Dirichlé eiluciy savybe, (3) eiluté konverguoja tolygiai beveik visiems
w €  kompaktiskuose srities A, = {s € C: 0 > %Jr%}, r € N, poaibiuose. IS ¢ia seka, jog
si eiluté beveik visiems w € () konverguoja tolygiai kompaktiskuose srities D poaibiuose.
Siuo atveju teisinga tokia teorema [12].
B teorema. Tarkime, kad o yra algebrinis iracionalusis skaicius, o (2) lygybéje
ki(m) — kn(m)
ko(m)' " ko(m)

(4)
yra sveikieji skaiciai su visais m € N («). Tuomet

1

Tmeas{T €[0,T]: L\, a,0 +i7) € A}, A€ B(H(D)),

kai T — oo, silpnai konverquoja i atsitiktinio elemento L(\, a, s,w) skirsting.

Pastebéta, jog tuo atveju, kai vietoje erdvés H(D) nagrinéjama erdve H(D;), Dy =
{s € C: 0 > 1}, minétas apribojimas (4) sekos skai¢iams néra reikalingas.

Darbo tikslas — jrodyti besalygine ribine teoremg Lercho dzeta funkcijai su algebriniu

iracionaliuoju parametru « analiziniy funkcijy erdvéje H(Dy).

Tegul Lq(\, o, s,w) yra atsitiktinio elemento L(\, a, s,w) siaurinys erdvéje H(Dy).



Pagrindiné teorema. Turkime, kad o yra algebrinis iracionalusis skaicius. Tuomet
1
?meas{T €[0,T]: LA\, a,s +it) € A}, A€ B(H(Dy)),

kai T — oo, silpnai konverquoja j atsitiktinio elemento Li(\, «, s,w) skirsting.

Magistro darbo pagrindu parengtas straipsnis priimtas publikuoti zurnale "Jaunyjuy
mokslininky darbai" [11].

Darbe pateikiamos pagrindinés savokos ar teiginiai, tiesiogiai susije su darbo jrodymu,
formuluojami ir jrodomi pagalbiniai rezultatai bei jrodoma pagrindiné teorema. Darbo
pabaigoje pateikiamos iSvados, literaturos sarasas ir santrauka angly kalba.

Apibrézimai, teoremos, lemos ir formulés numeruojami, nurodant skyriaus ir posky-

riaus numerius bei apibrézimo (teoremos, lemos) numerj tame poskyryje.



1. Pagrindinés sgvokos

1.1 Atsitiktiniai elementai

Tarkim (€2, F,P) yra tikimybiné erdve ir (S, B(S)) — metriné erdvé su savo Borelio
aibiy klase.

1.1.1 apibrézimas. Tegul X : Q@ — S. Jei {w € Q : X(w) € A} € F visiems
A € B(S), tuomet X yra vadinamas S-reikSmiu atsitiktiniu elementu, apibréztu erdvéje
(Q, F,P).

1.1.2 apibrézimas. S-reiksmio atsitiktinio elemento X skirstiniu vadinamas apibréz-

tas erdvejée (S, B(S)) tikimybinis matas P toks, kad
P(A)=P(X 'A) =P{lweN: X(w) € A}

visoms aibéms A € B(S5).

1.1.3 apibrézimas. Atsitiktiniy elementy seka {X,}, kai n — oo konverguoja pagal
skirstinj j atsitiktinj elementa X (Zymima X, P.x ), jei elementy X, skirstiniai silpnai
konverguoja j elemento X skirstinj.

Tegul p yra metrika erdveéje S.

1.1.4 apibrézimas. Tarkime S-reikSmiai atsitikiniai elementai X, ir Y,, yra apibrézti
erdvéje (2, F,P), ir tegu erdvé S yra separabili. Jei X, i>X, n — oo, ir bet kokiam
e>0

P(p(Xgn, Yn) =2 €=0), n— oo,

tai Y, —+X, n — oo. Teoremos irodyma galima rasti [3].

1.1.5 apibrézimas. Atsitiktinio elemento X vidurkis £ X apibréziamas formule

EX:!mmm.

1.1.6 apibrézimas. Atsitiktiniai elementai X ir Y vadinami ortogonaliais, jei EXY =

1.1.7 teorema. Tarkime, atsitiktiniai elementai X, X, ... yra ortogonalus ir

> E|X [ In*m < 0.

m=1

Tada eiluté Y X, konverguoja beveik visur. Teoremos jrodymas pateiktas [6].
m=1



1.2 H(D) reiksmio elemento apibrézimas

1.2.1 apibrézimas. Tegu A yra bet kokia aibé, o aibé X, yra apibrézta visiems
a € A. Tuomet funkcijy f, apibrézty aibéje A ir tenkinanciy salyga f(a) € X,, aibé

vadinama aibiy X, Dekarto sandauga ir Zzymima

I x..

acA
Aibés X, vadinamos koordinatinémis aibémis.
1.2.2 apibrézimas. Sandaugos [[ X, projekcija P, i koordinating aibe X, apibré-
ziama formule P,(f) = f(a). "
1.2.3 apibrézimas. Silpniausia topologija aibéje [ X,, kurios atzvilgiu visos pro-
jekcijos yra tolydzios, vadinama sandaugos topologija. "

Tarkime, 7 yra vienintelis apskritimas kompleksinéje plokstumoje, t.y. v = {s € C:

|s| = 1}. Tegu
Q= H Tm
m=0

Ym = 7y, visiems m = 0,1,..00. Yra zinoma, kad su pataskine daugyba ir sandaugos
topologija €2 yra kompaktiska topologiné Abelio grupe, todeél erdvéje (€2, B(2)) egzistuoja
tikimybinis Haar’o matas my [16]. Gauname tikimybine erdve (2, B(Q2), mpy).

Tegu w(m) yra elemento w € 2 projekcija j koordinatine erdve ~,,.

Tarkime,
w(m)

(m + «a)®’

WE

((s,w,a) = we, seb.

=0

3

1.2.4 lema. ((s,w,«) yra H
(€2, B(€2), my).

—~

D) reiksmis atsitiktinis elementas, apibréztas erdvéje

Irodymas [16]. Kadangi Sia lema remsimés jrodydami pagrindine teorema, pateikiame
detaly jos jrodyma. Tarkime, oy > % ir

Gnlw) = Z (mw—f-n;))oo'

1
Taigi, {(n(w)} yra seka kompleksiniy dydziy, apibrézty erdvéje (€2, B(2), my). Nesunku

matyti, jog
1

B¢, 2= ——
ol =ty e



ir
1 0, jei [ #m,
Bl = ey | “mede =

Q (m+oc)2"0 5

jei Il =m.

Vadinasi, {(,,} yra poromis ortoganaliy atsitiktiniy dydziy seka. Kadangi 20y > 1, tai

eiluté
o0
Z E|(p]? In?m
m=1
konverguoja, o eilute
o0
> Gn
m=1
konverguoja beveik visiems w € 2 mato my atzvilgiu. IS ¢ia gaunama, kad beveik visiems

1

5 < 0 < 1 kompaktiskuose poaibiuose. Taigi, ji

w €  eiluté konverguoja tolygiai srities
apibrézia funkcija, analizing Sioje srityje.
Kadangi eilutés nariai yra analizinés funkcijos, tai i$ ¢ia ir Vejerstraso teoremos gau-

namas lemos tvirtinimas.
YA

Tarkime, P yra H(D) reiksmio atsitiktinio elemento ((s,w,«), apibrézto erdvéje
(Q, B(2), my), skirstinys.

1.2.5 teorema [16]. Tikimybinis matas Pr, kai 7' — oo, silpnai konverguoja j P.

1.3 Haro matas

1.3.1 apibrézimas. Tegul aibéje G apibrézta grupés bei topologinés strukturos.
Aibé G vadinama topologine grupe, jeigu funkcija h : G x G — G, apibréziama lygybe
h(x,y) = xy~!, yra tolydi.

1.3.2 apibrézimas. Topologiné grupé vadinama kompaktiska, jeigu jos topologija
yra kompaktiska.

1.3.3 apibrézimas. Borelio matas, apibréztas kompaktiskoje grupéje G vadinamas
invariantiniu, jeigu P(A) = P(zA) = P(Ax) visiems A € B(G) ir € G. Cia zA ir Ax
yra atitinkamai aibés {zy :y € A} ir {yz :y € A}.

1.3.4 apibrézimas. Invariantinis Borelio matas, apibréztas kompaktiskoje topologi-

neje erdvéje yra vadinamas Haro matu.

10



1.3.5 teorema [16]. Kiekvienoje kompaktiskoje topologinéje grupéje egzistuoja vie-
nintelis Haar’o matas.
1.3.6 apibrézimas. Tikimybinis matas P erdvéje (S, B(S)) vadinamas suspaustu,

jeigu kiekvienam e > 0 egzistuoja tokia kompaktiska aibée K C S, kad

P(K)>1—e¢.

11



2. Ribiné teorema Lercho dzeta funkcijai

Siame skyriuje jrodysime ribines teoremas analiziniy funkcijy erdvéje absoliu¢iai kon-
verguojanc¢ioms Dirichlé eilutéms, susietoms su funkcija L(\, «, s).
Dél paprastumo, Siame ir kituose skyriuose naudosime keletg zymeny. Tegul B(S) yra

erdvés S Borelio aibiy klasé, C — kompleksiné plokstuma ir su visais 7" > 0,
1
vi(...) = Tmeas{T €[0,7]:..}.

Cia, kaip min¢jome, meas{A} yra aibés A C R Lebego matas, o vietoje daugtaskio
rasomos salygos, kurias turi tenkinti 7.
Kaip jau min¢jome jvade, tegul D; = {s € C : o > 1}. Tikimybingje erdvéje

(Q, B(Q2), my) apibréziame H(D;) reiksmj atsitiktinj elementa

0 €2m’)\mw m
L()\,@,S,W)—ZWOE)S), SEDl.
m=0

Akivaizdu, jog L(\, o, s,w) yra H(D;) reikSmis atsitiktinis elementas, kadangi eiluté kon-
verguoja tolygiai kompaktiskuose srities Dy poaibiuose su visais w(m).

Taigi, musy tikslas yra jrodyti silpng tikimybinio mato
Pr(A) =vi(L(\,a,s+it) € A), A€ B(H(D,)),

konvergavima, kai T" — oo.

2.1 Ribiné teorema Dirichlé polinomui

Siame skyriuje nagrinésime Dirichlé polinomus

i e2miAm
L,(\ a,s) = —
= (m+a)
ir
n €2m'/\mw0(m)
Ln(/\7 «, S, wo) = Z W

m=0
kur wy yra fiksuota funkcija, nusakyta (2) formule.

Ribinés teoremos Dirichlé polinomams jrodymui, naudosime pagalbinj rezultata.
2.1.1 lema. Tarkime, kad o yra algebrinis iracionalusis skaicius. Tuomet tikimybinis

matas Qr

Qr(A) =vi((m+a)™: me M(a)) € A), AecB(Q),

12



kai T — oo, silpnai konverquoja § Haro matg my.
Lemos jrodymas pateiktas A. Lauriné¢iko ir J. Staudingo straipsnyje [19] (5 teorema).

Dabar erdvéje (H(Dy), B(H(D;))) apibrézkime tikimybinius matus
Pr,(A) = vi(L,(\, a, s +i1) € A)

ir
Pra(4) = Vi (La(A s + i7,00) € A).

2.1.2 lema. Tarkime, kad o yra algebrinis iracionalusis skaicius. Tuomet tikimybiniar
matai Pr,, ir }A)Tm, kar T — oo, silpnai konverguoja § tg pats tikimybing mate P, erdvéje
(H(D1), B(H(Dy))).

Irodymas. Apibrézkime funkcija w, o @ 2 — H(D;) formule

o

Un, o (w) =

m=0

627ri)\mw(m)

(m+a)
Funkcijos u, o tolydumas seka is absoliutaus eilutés konvergavimo pusplokstumeéje o >

1. Nesunku pastebéti, jog
Uno ({(M+ )™ me M(a)}) = La(A, o, s + i7).

I$ c¢ia, remdamiesi 2.1.1 lema ir 5.1 teorema i$ [3], gauname, kad matas Pr,,, kai 7' — oo,
silpnai konverguoja i m Hu;h.

Silpnas tikimybinio mato 13T7n konvergavimas gaunamas panasiai. Funkcijg @, 1 Q —
H(D,) apibrézkime tokiu budu
L 2 (m)w(m)
(m+ «a)®

Upo(w) =

m=0
Tuomet, analogiskai kaip ir Pr,, atveju, gauname, kad matas pT,na T — oo silpnai konver-
guoja j myf,y,. Lieka jrodyti, kad mgu, |, = myi,,. Tam apibréziame pagalbing funk-
cija up :  — Q sandauga up(w) = wwy. Nesunku pastebéti, jog Uy q(w) = Un.a(uo(w)).

Kadangi Haro matas my invariantiskas postumiy atzvilgiu, tai
~—1 —1 —1y, —1 -1
M ey, o = My (Unalio) = (MEUy ), , = Myu

n,o n,o”

I§ ¢ia turime, kad P, = myu,,,,. Lema jrodyta.
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2.2 Ribiné teorema absoliuciai konverguojanc¢ioms Dirichlé

eilutéms

Tegul A € B(H (D)) ir w € §2. Apibrézkime tikimybinj mata
Pr(4) = v (L(\ s + imw) € A).

Pagrindinés teoremos jrodymui, butina zinoti, ar matai Pr ir }AjT konverguoja | ta
patj mata. Norint jrodyti Siy tikimybiniy maty Pr ir ﬁT silpng konvergavima, reikalin-
ga erdvéje H(D;) apibrézti metrika su indukuota tolygaus konvergavimo kompaktuose
topologija.

Gerai zinoma (ziuréti, pavyzdziui [6]), kad srityje D; galima sukonstruoti kompaktisky

jos poaibiy { K : | € N} seka tokia, kad
1. D1 = U Kl;
1=1
2. KiC Kjyq, €N
3. Jei K yra kompaktiskas srities [y poaibis, tada K C K; tam tikriems [.

Tarkime f,g € H(D,) ir

- sup | f(s) = g(s) |
pfrg) = 27—

&7 Traw () -9 |

Nesunku pastebéti, jog p(f,g) ir yra reikalaujama erdvés H(D;) metrika su indukuota
joje topologija.

2.2.1 lema. Tarkime, kad o yra algebrinis irracionalus skaicius. Tada tikimybiniar
matai Pr ir Pr silpnai konverguoja j tq patj tikimybini matg P erdvéje (H(Dy),B(H(Dy))),
kai T'" — oo.

Irodymas. 2.1.2 lemoje jrodéme, kad tikimybiniai matai Pr,, ir IBT,n, kai T" — oo,
silpnai konverguoja i ta patj tikimybinj mata P, erdvéje (H(D;), B(H(Dy))).

Turime jrodyti, kad tikimybiniy maty Seima {P, : n € Ny} yra suspausta.

Tegul 6 yra atsitiktinis dydis, tolygiai pasiskirstes intervale [0, 1], apibréztas tam tikroje
tikimybinéje erdvéje (€, B(Q),P), o

XTn = XTn(S) = Ln()\,a,s + ZTQ)

) )
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Pazymeékime N konvergavimg pagal pasiskirstyma. Tuomet i$ 2.1.2 lemos turime, kad
Xrm —5 X (2.2.1)
Tmop oo O -

kur X, = X,,(s) yra H(D;) reikSmis atsitiktinis elementas su pasiskirstymu P,.
Tuomet, pasinaudoje integraline Kosi formule, galime daryti prielaida, jog egzistuoja
teigiama konstanta Cj, kad

T

1 = 1
lim su —/Su Lo\, a,0+it)? | dt < C, g —— leN. 2.2.2
Tﬁoop T / se}(), [ Lnl ) lm:() (m+ «a)? ( )

Kadangi eiluté L, (A, «, s) konverguoja absoliuciai ir tolygiai kompaktiskuose srities D,

poaibiuose, egzistuoja skaicius 0 < R; < oo toks, kad

sup lim sup — /sup | Lo(\, a,0 +i7)? | dr

neNg T—oo seEK;

1
< sup limsup —/sup | Lo\, a,0 +iT)* |*dr | <R, leN (2.2.3)
neNg T—o0 T ] seK;

Pavyzdziui, atsizvelge i (2.2.2), R, galime pasirinkti tokia:

o ] 2
Rl:<ClZW> 5 ZGN

m=0
Tarkime, € > 0 ir M;, = 2'Rje~!. Tada, i§ (2.2.3) seka, kad

lim sup Pr,, ({g € H(Dy) : sup | g(s) | > Ml,e})

T—o0 sEK]

= limsup v} (sup | L,(\, o, s +i7) |> Ml,5>

T—o0 seK;
T
1
< /sup | L,(A\, o, s +i1) | dT < i, leN. (2.2.4)
MZ,E SEK[ 21

Dabar apibrézkime funkcija h: H(D;) — R,

h(g) = Sup lg(s)| g€ H(Dy).

I$ funkcijos h tolydumo, 2.1.2 lemos ir 5.1 teoremos i$ [3] seka silpnas tikimybinio mato

Z8 (sup | Lo(\, o, s +i7) |€ A) , AeB(R),

seK;
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kai T'— oo, konvergavimas i mata P,h~!. Taigi, pasinaudoje 2.1 teorema i$ [3] ir (2.2.4)

nelygybe, gauname, kad

P, ({g € H(Dq): sup | g(s) | > Ml,e}>

seK;

< lipint Py, ({geﬂwnz sup | 9(s) | >Mz,e})
—00

SEKZ
: €
< h;nsup Pr, <{g € H(Dy) : sup | g(s) | > Ml,e}> < oL [ €N. (2.2.5)
—00 seK;
Pazymeékime

K. = {gEH(Dl): sup | g(s) | < M, ZEN}.

seK;

Tokiu atveju, funkciju Seima K, yra aprézta, vadinasi, ji yra ir kompaktiskas H (D)
poaibis. Be to, i$ (2.2.5) seka, kad

PAK)=1-P(K®) > 1-Y P, ({g € H(Dy) : sup | g(s) | > Ml,e})

seK;

visiems n € Ny. 1§ 1.3.6 apibrézimo seka, kad tikimybiniy maty Seima {P, : n € Ny}
yra suspausta. Vadinasi, i§ Prochorovo teoremos (ziuréti, pavyzdziui, [3] (6.1 teorema))
seka ir reliatyvus Seimos {F, : n € Ny} kompaktiskumas. Taigi, egzistuoja posekis
{P,,} C {P,} toks, kad P,,, kai k — oo silpnai konverguoja j tam tikra tikimybinj mata
P, aprézta erdvéje (H(Dq), B(H(D))). Kadangi erdvée H(D;) seperabili, gauname sarysj

X, P (2.2.6)

n
k k—oo

Dabar apibrézkime atsitiktinj elementa
XT = XT(S) = L()\, o, S+ ZTG)
Taigi, gauname, kad kiekvienam ¢ > 0,

lim limsup P (p(X7, X1.,) = €)
n—=0 T oo

= lim limsup vy (p(L(A, o, s +47), L (X, o, s +47)) > €)

n—=o0 T 500

n—0 T_s50

T
1
< lim limsup T /p(L()\, a,s+17), Ly(\, a, s +i7))dT = 0.
0

IS ¢ia, (2.2.1), (2.2.6) ir 4.2 teoremos [3] seka, kad

Xr 2 P, (2.2.7)

T—o00
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Taigi, turime, kad tikimybinis matas Pr, kai T' — oo silpnai konverguoja i mata P.
Pastarasis sarysis parodo, kad ribinis matas P yra nepriklausomas nuo sckos {P,, }.

Kadangi {P, : n € Ny} yra reliatyviai kompaktiska, gauname, jog
X, 5P (2.2.8)
Dabar apibrézkime du atsitiktinius elementus
X'T,n = X'T,n(s) =L,(\a,s+iT0,w)
ir
Xr=Xr(s) = L\, o, s +iT0,w).

Tada, mastydami kaip ir anksc¢iau bei pasinaudoje 2.1.2 lema ir (2.2.8) sarysiu, gauname,

kad
Xr 2 P
T—00

t. y., matas ZST, kai T" — oo silpnai konverguoja j P. Teorema yra jrodyta.

2.3 Pagrindinés teoremos jrodymas

Liko jrodyti, kad matai P ir Py sutampa.
Tegul A € B(H (D)) yra fiksuota mato P tolydumo aibé. Tuomet i$ 2.2.1 lemos ir 2.1
teoremos [3] seka sarysis

lim vy (LA, o, s +i17) € A) = P(A). (2.3.1)

T—o0

Pasinaudosime keletu ergodinés teorijos elementy. Pazymékime
a- ={(m+a)™: me M(a)}, visiems 7€R,

ir aibéje Q apibrézkime transformaciju {¢, : t € R} Seima, ¢ia ¢, (w) = a,w, w € Q.
Tuomet {p, : t € R} yra maciyjy mata islaikanciy transformacijy aibéje € vienparamet-
riné grupé. Priminsime, jog aibé A € B(f2) vadinama invariantine grupes {¢, : t € R}
atzvilgiu, jei visiems 7 € R, aibés A ir A, = ¢, (A) gali skirtis viena nuo kitos ne daugiau
kaip nulinio mato aibe. Taip pat primename, jog grupé {p, : t € R} vadinama ergodine,

jeigu jos invariantiniy aibiy o-kung sudaro aibeés, kuriy matas my lygus 0 arba 1.
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A. Laurincikas ir J. Staudingas [19] jrodé (7 lema), jog su algebriniu irracionaliuoju
skai¢iumi «, vienparametriné grupe {¢, : t € R} yra ergodiné.

Erdvéje (§2, B(2), my) apibréziame atsitiktin dydj £ = {(w) formule
1, jei LA\ a,s,w)€ A,
0, jei L(\ a,s,w)¢ A.
Pazymeékime E(§) atsitiktinio dydzio & vidurkj. Tuomet

E(¢) = /ﬁde =my(w e Q: L\ q,s,w) € A) = P(A). (2.3.2)

Q
Kadangi grupé {¢, : t € R} ergodiné, atsitiktinis procesas (¢, (w)) taip pat yra ergodinis.
Tokiu atveju, pasinaudoje klasikine Birkhofo-Kinc¢ino (Birkhoft-Khintchine) teorema [7],

gauname, jog beveik visiems w € (2,

lim ~ / € (o (w)) dt = E(¢). (2.3.3)

T—o0 1

Is kitos puses, remdamiesi atsitiktinio dydzio £ ir transformacijos ¢ apibrézimais, ran-

dame, kad
. T
7 [€e@ydt =i Liastinw e a),
0
IS ¢ia, (2.3.2) bei (2.3.3) randame, kad

lim vy (L(\, a,s +iT,w) € A) = P(A)

T—o0

su beveik visais w € Q. Atsizvelge | (2.3.1), gauname, jog P(A) = Pp(A) visoms mato
P tolydumo aibéms A. Kadangi tolydumo aibés sudaro apibréziancia klase, turime, kad

P(A) = Pr(A) visoms A € B(H(D;)). Teorema jrodyta.

Pastaba. Vienas svarbiausiy aspekty, leidusiy B teoremoje atsisakyti (4) reikalavimo
buvo tai, jog funkcijos L(A, «, s) reikSmiy pasiskirstymas nagrinétas absoliutaus konver-

gavimo pusplokstumeéje.
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ISVADOS

Baigiamajame darbe pratestas A. Laurinciko, V. Garbaliauskienés, D. Genienés ir R. Ma-
caitienés pradétas Lercho dzeta funkcijos

627rz)\m

L(A,OZ,S)ZZW, OZER, AER,
m=0

reikSmiy pasiskirstymo nagrinéjimas, kai « yra algebrinis iracionalusis skaicius, o A ¢ Z.

Magistro darbe jrodyta ribiné teorema silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo pras-
me analiziniy funkcijy erdvéje, atsisakant vieno i$ reikalavimy parametrui «, pateikto
D. Genienés, A. Laurinéiko ir R. Macaitienés darbe (2008). Atsisakius papildomuy salygu,
susiaurinama teoremos galiojimo sritis — rezultatas teisingas funkcijos L(\, a, s) absoliu-

taus konvergavimo pusplokstumeéje.
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SUMMARY
VALUE DISTRIBUTION OF THE LERCH ZETA-FUNCTION

This work is a continuation of the investigation of the Lerch zeta function L()\, o, ),
s = o +it, with algebraic irrational parameter o, 0 < a < 1, initiated by A. Laurincikas,
V. Garbaliauskiené, D. Geniené, R. Macaitiené. We recall that the function L(\, «, s) is

defined, for ¢ > 1, by

o0

L()\,Oé, S) = Z m,

2wiAm
e
a € R,

and by analytic continuation elsewhere. We consider the case A ¢ Z only. In this case,
L(\, o, s) is analytically continuable to an entire function and without loss of generality
we can suppose that 0 < a < 1.

Limit theorems in the sense of weak convergence of probability measures on the comp-
lex plane and in the space of analytic in some region functions for the function L(), «, )
with algebraic irrational parameter o has been obtained.

Let

L(a) = {log(m + a) : m € Ny},

where, as usual, Ny is the set of nonnegative integers. For algebraic irrational «, Cassels
proved that at least 51 percent of elements of the set L(«a) are linearly independent over
the field of rational numbers Q. Denote by I(a) a maximal linearly independent over Q
subset of L(«), and suppose that I(«) # L(«). Moreover, let D(«) = L(a)\I(«). Then,
for any element log(m + «) € D(«), there exist a finite number of elements log(m; +

a),...,log(m, + a) € I(«) and numbers ko(m), ..., k,(m) € Z\{0} such that

k1 (m) kn (m)

m+ o= (my+a) P . (m, +a) Flm, (1)

Now denote by B(S) the class of Borel sets of a space S and define
Q= H Ym,
meM(a)

where 7, = {s € C: | s |= 1} = v for all m € M(a) = {m € Ny : log(m + «) € I(a)}.
Then  is a compact topological Abelian group. Therefore, on (2, 5(£2)), the probability
Haar measure my can be defined, and this gives the probability space (2, B(Q2), my).

Denote by w(m) the projection of w € Q to the coordinate space v,,, m € M(a), and
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extend the function w(m) to the whole set Ny by putting, for m € N(a) = {m € Ny :
log(m + ) € D(a)},

_k1(m) _kn(m)
w(m) = w ko(m) (m1) cee ko(m) (mn)

if (1) takes place. Note that here the principal values of roots are taken. For a given
algebraic irrational «, there is no concrete information on the system L(«). Therefore, all
hypotheses are possible. In the paper of D. Geniené, A. Laurincikas and R. Macaitiené

(2008) was supposed that the numbers

(2)

must be integer for all m € N («).

The aim of this work is to obtain an analogue of Theorem given by D. Geniené,
A. Laurincikas, R. Macaitiené (Lith. Math. J., 48(3), 2008) in the space of analytic on
D ={seC: ¢ > 1} functions without (2) restriction.

Denote by H(D) the space of analytic on D functions equipped with the topology of
uniform convergence on compacta and define, for s € D and w € (2,

o eQWiAmw(m)

L(\ = .
A @, 5,0) mz:o (m+ a)*
Then L(A, «,s,w) is an H(D)-valued random element defined on the probability space

Main Theorem. The probability measure
1
Pr(A) = Tmeas{T €[0,7]: L\, o,0 +1i1) € A}, A€ B(H(D)),

converges weakly to the distribution Py, of the random element L(\, o, s,w) as T — oc.
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