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Ivadas

Tegul s = o + it yra kompleksinis kintamasis. Rymano dzeta funkcija ((s) pusplokstuméje o > 1

yra apibréziama eilute

)=

Y
I8 Dirichlé eiluciy savybiy turime, kad si funkcija yra analiziné srityje o > 1. Be to, yra gerai zino-
ma, kad funkcija ((s) yra analiziskai pratesiama j visa kompleksine plokstuma, iSskyrus paprastaji
poliy taske s = 1 su reziduumu 1.
Rymano dzeta funkcija atlieka svarby vaidmenj analizinéje skaiciy teorijoje. IS Oilerio tapaty-
bés

1104’

p

pagal pirminius skaiéius p, teisingos pusplokstuméje o > 1, yra matomas Sios funkcijos rysys su
pirminiais skaiciais. IS tikruju, remiantis funkcijos ((s) nuliy i8déstymu, yra jrodomas pirminiy
skaiciy pasiskirstymo désnis

Y du

p<z

Funkcija ((s) yra naudojama sprendziant daugelj kity skaiciu teorijos ir aplamai matematikos
uzdaviniy. Ji turi pritaikymo ir kituose gamtos moksluose, pavyzdziui, fizikoje.

Rymano dzeta funkcija turi visa eile jdomiy savybiy, apie ja iskelta jvairiy hipoteziy. Viena
funkcijos ((s) savybiy, vadinama universalumu, sako, kad kiekvieng analizine funkcija norimu
tikslumu galima aproksimuoti postiimiais ((s + it), 7 € R. Sig savybe 1975 m. atrado S. M
Voroninas. Grieztam Voronino teoremos formulavimui yra reikalingi kai kurie Zymenys.

Tegul D ={s e C: % < 0 < 1}, K yra juostos D kompaktiniy aibiy, turinéiy junguji papildinj,
klase, o Hy(K), K € K, yra funkcijy, tolydziy ir nevirstanciy nuliu aibé¢je K, ir analiziniy aibés
K viduje, klasé. Be to, tegul measA yra macios aibés A C R Lebego matas. Tuomet Siuolaikinéjé
Voronino teoremos versija turi pavidala.[3]

1.1 teorema. Tarkime, kad K € K ir f(s) € Ho(K). Tuomet su visais € > 0 yra teisinga
nelygybé

lim inf %meas{T € 0;7]: sup I((s +1iT) — f(s)] <e} > 0.

T—o0
Teoremos nelygybé tvirtina, kad postumiy ((s+7), aproksimuojané¢iy duota analizine funkcija

f(s), aibé yra begaliné, ji netgi turi teigiama apatinj tankj.



Rymano dzeta funkcijos apibendrinimas yra Hurvico dzeta funkcija. Tegul o, 0 < a < 1,
yra fiksuotas parametras. Tuomet Hurvico dzeta funkcija ((s,«) pusplokstumeéje o > 1 yra

apibréziama Dirichlé eilute

1
((s,a) = Z R

m=0
Si funkcija, kaip ir funkcija ((s), yra analiziskai pratesiama j visa kompleksine plokstuma isskyrus
paprastaji poliy taske s = 1 su reziduumu 1. IS funkcijy ((s, ) ir {(s) apibrézimy matome, kad
((s,1) = ¢(s) ir
(53) = @ - ¢t
Funkcija ((s,«) taip pat yra universali Voronino prasme, taciau jos universalumas priklauso
nuo parametro « ir Siek tiek skiriasi nuo funkcijos ((s) universalumo. Tegul H(K), K € K,
yra funkcijy, tolydziy aibéje K ir analiziniy aibés K viduje klasé. Primename, kad skaicius «
yra vadinamas transcendenciuoju, jeigu jis néra jokio polinomo su racionaliaisiais koeficientais
saknis. Priesingai, jei a yra polinomo su racionaliaisiais koeficinetais Saknis, tai jis yra vadinamas
algebriniu skai¢iumi. Pavyzdziui, v/2 yra algebrinis skai¢ius, o 7 ir e yra transcendentieji skai¢iai.
Dabar formuluojame 1.1 teoremos analoga funkcijai ((s, «)[2].
1.2 teorema. Tarkime, kad o yra transcendentusis arba racionalusis skaicius # 1, % Tequl
K e, o f(s) € H(K). Tuomet su visais € > 0 yra teisinga nelygybé
lim inf lmeas{T €[0,T] :sup [¢(s + iT,a) — f(s)] < e} > 0.
T—oo T sek

Atvejaia=1ir a = % yra iSmetami is 1.2 teoremos, kadangi ((s,1) = ((s) ir

c(s, %) (28 = 1)¢(s).

Siais atvejais funkcija ((s, a) taip pat yra universali, tiktai yra reikalaujama, kad aproksimuojama
funkcija aibéje K nevirstu nuliumi.

Apskritai, 1.2 teorema skiriasi nuo 1.1 teoremos tuo, kad joje néra reikalaujama, kad aproksi-
muojama funkcija neturéty nuliy. 2007 m. japony matematikas H. Misu jrodé [8] idomia jungtine
universalumo teorema funkcijoms ¢(s) ir ((s, ). Siuo atveju dvi analizinés funkcijos vienu metu
yra aproksimuojamos postumiais ({(s + i7),{(s + i1, «)), € R. Tikslus Misu teoremos formula-
vimas yra toks.

1.3 teorema. Tarkime, kad o yra transcentendusis skaicius, K1, Ky € K, fi(s) € Ho(Ky) ir
fa(s) € H(Ks). Tuomet su visais € > 0, yra teisinga nelygybé

1
liminf —meas{r € [0,T] : sup |((s + i) — fi(s)| < &, sup |{(s +iT,a) — fo(s)| <&} > 0.
T—oo T s€Ky s€Ko



Dzeta funkcijy universalumas yra naudinga savybeé. Ji yra taikoma ne tik tiesiogiai aproksi-
muojant analizines funkcijas, bet ir jvairiuose teoriniuose uzdaviniuose, pavyzdziui, nagrinéjant
dzeta funkcijy funkcinj nepriklausomuma, nuliy pasiskirstyma, momentus. Todél yra svarbu tu-
réti kuo platesne universaliy funkcijy klase. Universaliy funkcijy klase galima isplésti nagrinéjant
sudétines funkcijas F(((s)) bei F(((s,a)) su kuriuo nors operatoriumi F, apibréztu analiziniy
funkcijy erdvéje.

Magistro darbo tikslas yra jrodyti sudétiniy funkeciju F'(¢(s), ((s, «)) universaluma kai kurioms
operatoriy klaséms.

Tegul H(G) yra analiziniy funkciju srityje G erdveé su tolygaus konvergavimo kompaktinése
aibése topologija. Sioje topologijoje seka {g,(s)} C H(G) konverguoja j funkcija g(s) € H(G)
tada ir tik tada, kai su bet kuria kompleksine aibe K C G yra teisinga lygybé

lim supga(s) — g(s)| = 0.

n—oo scK
Kai kurie universalumo sudétinéms funkcijoms F({(s),((s,a)), kai F': H*(D) — H(D) yra toly-
dusis operatorius, rezultatai buvo aptarti magistro darbuose [6],[7].
I$ pradziy mes nagrinésime operatoriy F, apibrézta siauresnéje erdvéje negu H?(D). Tarkime,

kad V' yra bet koks teigiamas skaicius,

sz{seC:%<a<1,|t|<V}
ir
Sv ={g € H(Dv): g '(s) € H(Dy) arba g(s) = 0}.
Tegul H?(D,, D) = H(Dy) x H(D), ¢ia x reiskia Dekarto sandauga.
1.4 teorema. Tarkimekad o yra transcendentusis arba racionalusis skaicius # 1, %,K €
K, f(s) € HK), oV >0 yra toks skaicius, kad K C Dy. Tegqul F : H*(Dy,D) — H(Dy) yra
toks tolydus operatorius, kad su bet kokiu polinomu p = p(s) aibé (F~*{p}) N (S, x H(D)) yra

netuscia. Tuomet su bet kokiu € > 0 yra teisinga nelyqgybé

lim inf %meas{T € [0,T] : sup |F({(s+i7),{(s+ iT,a)) — f(s)] < e} > 0.

T—oo seK
Primename, kad F~'{p} yra polinomo p pirmavaizdis, t.y., aibé funkcijy, kurias operatorius F

atvaizduoja j polinoma p. Nesunku matyti, kad operatorius
F(g1,92) = c1g1 + caga, c1,¢o € C{O},
tenkina 1.4 teoremos salygas. Tikrai, jei

c191(s) + c292(s) = p(s)

bt



tai
p(s)
1 — 6292(5)

Paéme go(s) = ¢ su pakankamai dideliu |c|, turésime, kad gi(s) € H(Dy) ir gi(s) # 0, nes

91(s) =

polinomas p(s) turi tik baigtinj skaic¢iy Sakny.
Dabar formuluojame, dar vieng magistro darbo universalumo teorema. Tarkime, kad aq, ..., a,

yra skirtingi kompleksiniai skaiciai. Be to, S = {g € H(D) : g(s) # 0 arba ¢(s) = 0} ir
H,(D) ={g € H(D): (9(5) —a;)"" € H(D), j=1,..1}.

1.5 teorema. Tarkime, kad o yra transcendentusis arba racionalusis skaicius # 1, %, K ek,
f(s) € HK), oV > 0 yra toks skaicius, kad K C Dy. Tegul, F : H*(D) — H(D) yra toks
tolydus operatorius, kad F(S x H(D)) D H.(D). Jeir =1, teqgul K € K, o f(s) € H(K) ir
f(s) # ay aibéje K. Jeir > 2, tequl K C D yra bet kuri kompaktiska aibé, o f(s) € H,(D).
Tuomet su bet kokiais € > 0 teisinga nelygybé

lim inf %meas{T €[0,T] : sup |F({(s+i7),{(s+ iT,a)) — f(s)] < e} > 0.

T—o0 seK

Pavyzdziui, paéme 7 = 1 ir a; = 0, gauname, kad funkcija e¢(*)7¢(>®) yra universali. Jei r = 2
ir ay =1, 0 ag = —1, tai gauname funkcijos sin(¢(s) + ¢(s, «)) universaluma. 1.4 ir 1.5 teoremy

jrodymas remiasi tikimybinémis ribinémis teoremomis analiziniy funkcijy erdvéje.



2 Tikimybiy teorijos elementai

IS pradziy prisiminsime kai kurias savokas ir apibrézimus. Tarkime, kad X yra kuri nors metriné
erdve, o B(X) yra Sios erdvés Borelio ¢ - kunas, t.y. maziausias ¢ - kunas, kuriam priklauso
visos erdves X atvirosios aibés. Tikimybiniu matu erdvéje (X, B(X)) vadiname neneigiama aibés

funkcija P, apibrézta o - kune B(X) ir tenkinancia aksiomas

2. Jei aibés Ay, As, ... € B(X) ir kas dvi neturi bendry elementy, tuomet

P(QlAm> :mi:lP(Am).

Mums bus reikalinga silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo salyga. Tegul P,, n € N ir P
yra tikimybiniai matai erdvéje (X, B(X)). Yra sakoma, kad P,, kai n — oo, silpnai konverguoja i

P, jei su bet kokia realiatolydziai aprézta funkcija f erdveje X galioja lygybe

lim [ fdP, = / fdP.

n—=o Ju
Tikimybiy teorijoje yra naudojami jvairus tikimybiniy maty silpnojo konvergavimo ekvivalentai.
Magistro darbe naudosime tokj ekvivalenta formuluojamg atviryjy aibiy terminais.
2.1 lema. P,, kai n — oo, konverguoja § matg P tada ir tik tada, kai su bet kuria erdvés X

atvirgja aibe G yra teisinga nelygybé

liminf P,(G) > P(G).

n—o0
Lemos jrodymas duotas [1] monografijoje.

Kadangi mes nagrinéjame sudétines funkcijas, tai mums bus reikalingi silpnojo tikimybinio
mato konvergavimo rezultatai, kai tarp dviejy erdviy yra duotas atvaizdis. Tarkime, kad turime
dvi metrines erdves, X; ir X, su ju Borelio o- kunais B(X;), B(X3). Yra sakoma, kad atvaizdis

h: X, — Xy yra (B(X1), B(X2)) matus, jei
h~ Y (B(X;3) C B(X).

Yra jrodoma [1], kad bet kuris tolydus atvaizdis h : X; — X5 yra ir (B(X;), B(X2)) matus. Be to,
jei h yra matus, tai bet kuris tikimybimis matas erdvéje (X, B(X1)) apibrézia vienintelj tikimybinj

matg Ph™! erdvéje (Xo, B(X3)) formule
PR Y(A) = P(h"'A), A € B(X,).
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Yra teisingas toks tvirtinimas [1].
2.2 lema. Tarkime, kad P,, kai n — oo, silpnai konverguoja i matq P erdvéje (X1,B(X1)),
o atvaizdis h : X1 — Xy yra tolydus. Tuomet ir P,h™', kai n — oo, silpnai konverguoja i matg

Ph™t erdvéje (Xo, B(X3)).



3 Ribinés teoremos dzeta funkcijoms

Siame skyrelyje suformuluosime bei jrodysime ribines teoremas tikimybiniams matams, api-
bréztiems funkeiju ((s) ir {(s, «) terminais. Visy pirma apibrésime dvi topologines strukturas.
Tegul v = {s € C, |s| = 1} yra vienetinis apskritimas kompleksinéje plokstumoje, apibréziame

du begaliniamacius torus
Ql = H,YP ir QZ = H’ym
p m=0

Cia 7, = v su visais pirminiais skai¢iais p, ir 4, = 7 su su visais m € Ny = NU {0}. Aibé Q; yra
sudaryta i visy funkcijy, atvaizduojanc¢iy visy pirminiy skaiciy aibe P vienetiniame apskritime +,
o aibé )y yra sudaryta is visy funkcijy, atvaizduojanc¢iy aibe Ny vienetiniame apskritime . Pagal
zinoma Tichonovo teorema [9] aibés € ir Qs su sandaugos topologija ir pataskinés daugybos

operacija yra kompaktinés topologinés Abelio grupés. Apibréziame dar vieng Dekarto sandauga
Q= Ql X QQ.

Tuomet € vél pagal Tichonovo teoremg yra kompaktiné topologiné Abelio grupé. Todél erdvéje
(2, B(Q)) galima apibrézti tikimybinj Haro matg my. Sis matas issiskiria i§ kity tikimybiniy
maty invariantiSkumo savybe, kuri reiskia, kad su visomis aibémis A € B(Q) ir visais w € Q yra
teisingos lygybés

mu(A) = mp(wA) = my(Aw).

Taigi, turime tikimybine erdve (2, B(),my). Tegul wi(p) yra elemento w; € £y projekcija i
koordinating erdve v,,p € P, o w(m) yra elemento wy € €y projekcija j koordinatine erdve
Ym, M € Ng. Grupes ) elementus zZymeésime w = (wy, ws), wy € O, wy € Qy.

Tikimybinéje erdvéje (Q,B(Q), my) apibréziame H?(D) reikSmj atsitiktinj elementy ((s,w)
formule

C(Sa w) = (g(sa wl)a C(Sv a, a)g)),

¢ia

o) =T (1 N wl(P))_l

S
) p
ir

C(soayws) =Y _wa(m)

m=0 (m T a)s |
Pastebime, kad Siose formulése sandauga ir eiluté su beveik visais w € €2, tolygiai konverguoja

juostos D kompaktinése aibése ir todél apibréZia H?(D) reiksmj atsitiktinj elementa. Tegul P



yra atsitiktinio elemento ((s,w) pasiskirstymas, t.y. F¢ yra tikimybinis matas, apibréztas formule

Pe(A) =mp(w e Q:((s,w) € A), A € B(H*(D)).

Dabar formuluojame ribine teorema tikimybiniam matui
1
Pr(A) = ?meas{T € [0;T]: ((s +ir) € A}
kai A € B(H*(D)), ir
¢(s) = (¢(s), ¢ (s, ).

3.1 lema. Tarkime, kad o yra transcendentusis skaicius. Tuomet, Pr, kai T — oo, silpnat
konverguoja § matq F.

Lemos jrodymas yra duotas [8] straipsnyje.

Dabar jrodysime ribine teorema sudétinei funkcijai.

3.2 lema. Tarkime, kad operatorius F : H*(D) — H(D) yra tolydus tuomet

Prp(A) %meas{T € [0.7): F(((s + ir)) € A}, A € B(H(D)).

kai T' — oo, silpnai konverguoja | matg P F -1

Irodymas. 18 maty Pr ir Pr p apibrézimy turime, kad su kickviena aibe A € B(H (D))

Pr.p(A) = Zmeas{r € [0,T): F(G(s +ir)) € A} =

= %meas{T €[0,T):{(s+ir) € F'A} = Pr(F'A),

arba Prp = PrF~!. Kadangi atvaizdis F' yra tolydus, ir pagal 3.1 lema matas Pr, kai T — oo,
silpnai konverguoja | matyg I, tai is 2.2 lemos isSplaukia, kad matas Prp, kai T" — oo, silpnai
konverguoja i PgFfl.

Tegul V > 0, o Py yra mato Pp siaurinys erdvéje (H*(Dy, D), B(H*(Dy, D))), o Py yra
mato P siaurinys toje pat erdvéje. Tuomet yra teisingi tokie tvirtinimai.

3.3 lema. Matas Pry, kai T — oo, silpnai konverguoja j P v .

Irodymas. Kadangi sritis Dy yra siauresné uZ sritj D, tai aisku, kad atvaizdis hy : H*(D) —

H?*(Dy, D), duotas formule

hv(91(5), g2(5)) = (91(5)sepy» 92(5)), 91, g2 € H(D),

yra tolydus. Todél lemos tvirtinimas yra lemy 2.2 ir 3.1 iSvada.

3.4 lema. Tarkime, kad operatorius F : H*(Dy, D) — H(Dy) yra tolydus. Tuomet matas

%m6&S{T € [0,7): F({(s +11)) € A}, A € B(H(Dv)),

kai T" — oo, silpnai konverguoja j matg PQVF*l.

Irodymas. Lema, kaip ir 3.3 lema , iSplaukia i$ 3.1 ir 2.2 lemy.
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4 Maty atramos

Universalumo teoremy jrodymui yra reikalingos ribiniy maty atramos 3.2 ir 3.4 lemose. Tar-
kime, kad X yra separabili metriné erdve, o P yra tikimybinis matas erdvéje(X, B(X)). Tuomet
mato P atrama yra tokia minimali uzdara aibé Sp C X, kad P(Sp) = 1. Aibé Sp yra sudaryta

is visy tokiy elementy x € X, kad su bet kokia elemento x atvira aplinka G yra teisinga nelygybé
P(G) > 0.

Miisy nagrinéjamos erdves H (D), H*(D), H?*(Dy, D) yra separabilios, todél joms tinka tikimybi-
niy maty jose pateiktas atramos apibrézimas.

Primename, kad

S={ge H(D): g '(s) € H(D) arba g(s) = 0}.

4.1 lema. Mato P, atrama yra aibé S x H(D).

Lemos jrodymas pateiktas [8] straipsnyje.

Svarbu vaidmenj universalumo teoremy jrodyme atlieka Mergeliano teorema apie analiziniy
funkciju aproksimavima polinomais [5]. Ja formuluojame atskira lema.

4.2 lema. Tarkime, kad K C C yra kompaktiné aibé, turinti jungyji papilding, o funkcija g(s)
yra tolydi aibéje K ir yra analiziné aibés K viduje. Tuomet bet kokj € > 0 atitinka toks polinomas

p(s), su kurivo yra teisinga nelygybé

sup |g(s) — p(s)| <e.
seK

4.3 lema. Mato Py atrama yra aibé Sy X H(D). Lemos jrodymas pazodziui pakartoja 4.1
lemos jrodyma [8].

4.4 lema. Tarkime, kad yra ispildytos 1.4 teoremos sglygos. Tuomet, mato PQVF_1 atrama
yra erdvé H(D).

[rodymas. Yra zinoma [4], kad aproksimavimas analiziniy funkciju erdvéje yra suvedamas j
aproksimavima kompaktinése aibése. Be to, erdvése H(D) ir H(Dy) kompaktines aibes galime
pasirinkti taip, kad jos turéty jungiuosius papildinius, pavyzdziui, galime imti uzdarus stac¢iakam-
pius.

Tegul g yra bet kuris erdves H(Dy ) elementas, o G yra jo bet kuri atviroji aplinka. Tarkime,
kad K C Dy yra kompaktinis poaibis, turintis junguji papildinj.

Remdamiesi 4.2 lema, turime, kad bet kurj ¢ > 0 atitinka toks polinomas p(s), su kuriuo yra
teisinga nelygybé

sup |g(s) — p(s)| <e.
seK

11



Todél, jei e yra pakankamai mazas skaicius, tai galime tvirtinti, kad polinomas p(s) priklauso aibei
(. Vadinasi, pagal lemos salyga aibei F'~'G priklauso kuris nors aibés Sy x H(D) elementas. IS

¢ia, 4.3 lemos ir mato atramos savybiy gauname, kad

Pyv(F'G) = Py F~'(G) > 0.

Kadangi elementas ¢ ir jo aplinka G yra bet kaip parinkti, i$ ¢ia gauname lemos tvirtinima.

4.5 lema. Tarkime, kad F : H*(D) — H(D) tenkina 1.5 teoremos sqlygas. Tuomet, mato
P F ~ atramai priklauso aibés H,(D) uzdarinys. [Irodymas. Pagal 1.5 teoremos salygas turime,
kad F(Sx H(D)) D H,(D). Todél bet kokj elementa h € H,(D) atitinka toks elementas (g1, g2) €
Sx H(D), kad F(g1,92) = h. Tegul G yra bet kuri elemento h atviroji aplinka. Kadangi atvaizdis
F yra tolydus, tai aibés G pirmavaizdis F~'G taip pat yra atvira aibé ir jai priklauso aibés

S x H(D) elementas. Todél pagal 4.1 lema P (F~'G) > 0. I8 ¢ia turime, kad

P.FY(G) =P (F'G) > 0.

Tai reiskia, kad elementas h priklauso mato P.F~! atramai. Vadinasi, aibé H,.(D) yra mato P F~!
atramos poaibis. Taclau pagal apibrézimg atrama yra uzdara aibe, todeél mato P F —1 atramai turi

priklausyti aibés H,(D) uzdarinys. Lema jrodyta.

12



5 Universalumo teoremy jrodymas

Siame skyriuje pateiksime 1.4 ir 1.5 teoremy, suformuluoty jvade, jrodymus.
1.4 teoremos grodymas. Dar karta pasinaudoje 4.2 lema, randame, tokj polinoma p(s) su kuriuo
yra teisinga nelygybé

sup | f(s) — p(s)| < (5.1)

seK

DO ™

Apibréziame aibe

6= {oe 1) ssuplols) - o)l < 5

seK 2

I$ 4.4 lemos iSplaukia, kad polinomas p(s) yra mato PevF ~1 atramos elementas. Kadangi G yra
polinomo p(s) atviroji aplinka, tai i$ siy pastabu turime, kad PQVF*l(G) > 0. Todél i§ 3.4 ir 2.1
lemy gauname, kad

lim inf %meas{r €[0,T): F(((s+i1)) € G} > Py F~1(G) > 0.

T—o00

Vadinasi, i$ aibés G apibrézimo isplaukia, kad

T—o0 scK 2

1
lim inf Tmeas{T € [0, 7] : sup |F({(s+i7),((s +iT,a)) — p(s)| < E} > 0. (5.2)
Lieka Sioje nelygybéjé polinoma p(s) pakeisti funkcija f(s). Tarkime, kad 7 € R, tenkina nelygybe

up [F(C(s +i7), C(s + 7, 0)) = pls)| < g

Tuomet, tokiems 7 i$ (5.1) nelygybés gauname, kad

sup [F(((s + i), C(s + i7.)) — f(5)| <

< sup |[F(¢(s +1i7),¢(s +iT,a)) — p(s)|+
e

225.

+ sup|f(s) = p(s) < 5 +
seK

Si nelygybeé rodo, kad

{7’ €[0,T] : sup |F(((s+i7),((s +iT,)) — p(s)| < E} C

seK 2

C {7‘ € [0,T] :sup |F(¢(s+i7),{(s+ir,a)) — f(s)| < 5}.

seK

Todeél i$ (5.2) nelygybés ir mato monotoniskumo galutinai gauname

lim inf %meaS{T € [0,T) :sup |F(¢(s +i7),((s +iT,a)) — f(s)] < 5} > 0.

T—00 seK

Teorema jrodyta.
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1.5 teoremos jrodymas. Atskirai nagrinésime atvejus r = 1 ir r > 2.

Tegul » = 1. Tuomet, pagal 4.2 lema egzistuoja toks polinomas p(s), kad

sup |(s) = pls)| < (5.3)

Kadangi f(s) # ay aibéje K, tai turime, kad ir p(s) # a1 aibéje K, jeigu € yra pakankamai mazas
skaic¢ius. Todél galime apibrézti tolydzia funkcijos log(p(s) — a1) Saka, kuri bus analiziné funkcija
aibés K viduje. Dar kartg pritaike 4.2 lema, randame polinoma ¢(s), su kuriuo galioja nelygybé

sup [p(s) — ay — e?®)| < < (5.4)
seK 4

Tegul trumpumo délei hy, (s) = e?® + a;,. Aisku, kad h,,(s) = H(D) ir h,,(s) # ai, nes
e?®) £ 0. Pagal 4.5 lema tai reiskia, kad funkcija hg, (s) yra mato F.F ~1 atramos elementas.
Todeél, apibréze aibe

6= {o e HD)ssuplale) (9 < 5.

kuri yra funkcijos hg, (s) atviroji aplinka, gauname, kad P.F~'(G1) > 0. I8 Gia ir 3.2 bei 2.1 lemy

gauname, kad

lim inf %meas{r € [0,T] :sup |F(¢(s+1i7),((s +iT,a)) — ha, (8)| < E} > 0. (5.5)

T—o0 seK 2

I$ (5.3) ir (5.4) nelygybiy gauname, kad

SUp | £(5) = hay (5)] < sup| f(s) — p(s)| + sup [p(s) — ha, (5) — )] < = 4= =

€
—. 5.6
seK seK seK 4 4 2 (56)

Tarkime, kad 7 € R tenkina nelygybe

sup |[F(C(s + i7), (s + i, ) — hay (5)| < =.
se K 2
Tuomet, atsizvelge i (5.6), tiems 7 turime, kad
sup |F(C(s +1i7),((s + i, ) — f(s)| <
seK
. . e €
< sup |F(C(s +i7), C(s + i, @) — ha, (s)] +sup | f(s5) — hq, (s)] < gt =¢
seK seK

Todél turime sarysj

{7‘ € [0,T] :sup‘F(§(3+i7),C(s—l—i7’,a)) - hal(s)‘ <

seK

DO |

} c
c {T € [0,7]: sup [ F(C(s + i), (s + i ) = f(5)] < e}.
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IS ¢ia bei (5.5) ir mato monotoniskumo gauname teoremos tvirtinima

lim inf %meas{T € (0,7 : sup |F(¢(s +i7),((s +iT,a)) — f(s)] < 5} > 0.
t—00 seK

Atvejis r > 2 yra paprastesnis. Apibréziame aibe

G2 = {o. HD) ssuplolo) - 01| <.

seK

Kadangi funkcija f(s) € H,(D), tai pagal 4.5 lema ji yra mato P F'~" atramos elementas, vadinasi
P F~1(Gy) > 0. 18 ¢ia ir 3.4 bei 2.1 lemy turime
1
lim inf —meas{T € (0,7 : sup |F(¢(s +i7),((s +iT,a)) — f(s)| < 5} > 0.
t—oo seK

Teorema jrodyta.
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ISvados

Yra zinoma, kad Rymano ((s) ir Hurvico ((s,a) funkcijos universalios ta prasme, kad ju
postiimiai aproksimuoja pla¢ia funkcijy klase. Sioms dviems funkcijoms galioja ir jungtiné uni-
versalumo teorema. Magistro darbe nustatyta, kad kai kurioms tolydziy operatoriy F analiziniy

funkciju erdvéje klasei sudétine funkcija F'(¢(s),((s, «)) taip pat yra universali.
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Summary
A Generalization of the Mishou Universality Theorem

Let s = 0 + i be a complex variable, and o, 0 < a < 1, be a fixed parameter. The Riemann

and Hurwitz zeta - functions ((s) and ((s, ) are defined, for ¢ > 1, by the series

=1
¢(s) :m_l%
and
- 1
((s,a) Zmzzom7

and were meromorphically continued to the whole complex plane.

It is known that functions ((s) and ((s, a) are universal in the sence of that, their shifts ((s+i7)
and ((s+1i7, o) approximate every analytic function. H. Mishou proved joint universality theorem
on the approximation of a pair of analytic functions by shifts ({(s + i), {(s + iT, «)).

In the masters degree work, we consider the universality of composite functions F'({(s), ((s, «))
for some operators F. Let D = {s € C: % < o < 1}, H(D) be the square of analytic functions on
D equipped with the topology of uniform convergence on compact. Let K be the class of compact
subsets of the strip D with conected complements, and let H(K), K € K, be the class of continuos

functions on K which are analytic in the interior of K. For complex numbers ay, ..., a, define
H.(D)={ge€ H(D):(9(S) —a;)"" € HD), j=1,..,r}

and let
S={ge€ HD):yg(s) #0org(s) =0}
Then one of proved theorems is of the following form.
Theorem. Supose that « is transcendental or rational number # 1, %, and that F(S x H(D) D
H.(D)). If r=1,let K € K, and f(s) € H(K) and f(s) #a; on K. Ifr > 2, let K C D be an
arbitrary compact set, and f(s) € H.(D). Then for every e > 0,

lim inf %meas{T € [0,7] : sup | F(C(s +i7), C(s + im, ) — f(s)] < £} > 0.

T—o0 se K
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